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Abstract. Transmission of infectious diseases in epidemiological models is usually based 
on the assumption that populations in random mixing. However, in reality this 
assumption is not fulfilled, because each individual has a limited set of contacts that they 
can pass through infection; the ensemble of all such contacts forms a complex network. 
Knowledge of network structure allows a model to calculate the dynamics of an epidemic 
at a population scale from individual level infection behavior. This paper discusses 
mathematical models to illustrate the epidemic pattern of transmission of infectious 
diseases in dynamic networks based on compartment systems. 
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Abstrak. Transmisi penyakit menular dalam model epidemiologi biasanya didasarkan 
pada asumsi bahwa populasi dalam pencampuran acak. Namun, pada kenyataannya 
asumsi ini tidak terpenuhi, karena setiap individu memiliki kumpulan kontak terbatas 
yang dapat mereka lewati infeksi; ensembel semua kontak semacam itu membentuk 
jaringan yang rumit. Pengetahuan tentang struktur jaringan memungkinkan model untuk 
menghitung dinamika epidemi pada skala populasi dari perilaku infeksi tingkat individu. 
Makalah ini membahas model matematika untuk menggambarkan pola epidemi 
penularan penyakit menular dalam jaringan dinamis berdasarkan sistem kompartemen. 
 
Keyword : Pemodelan, Penyakit Menular, Vaksin 
 

LATAR BELAKANG 

 
Penyakit yang cukup menyita perhatian dan telah memakan korban tersebut bisa 

dicegah dengan imunisasi sebagai tindakan preventif (pencegahan). Imunisasi bisa 
dilakukan sejak anak berusia 2, 3, dan 4 bulan. Kemudian untuk meningkatkan 
antibodinya lagi bisa diulangi lagi saat anak berusia 2 tahun, 5 tahun, dan usia sekolah 
dasar. 

Persamaan diferensial merupakan cabang dari matematika yang cukup strategis 
karena berkaitan dengan bagian-bagian sentral dalam Aljabar, Analisis, Geometris, dan 
lainnya yang akan sangat berperan dalam pengenalan konsep maupun pemecahan 
masalah yang berkaitan dengan dunia nyata (Waluya, 2006). Model matematika 
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diharapkan dapat memberikan pemahaman tentang dinamika epidemi dan dapat pula 
digunakan sebagai dasar membuat keputusan mengenai kebijakan yang berkaitan dengan 
kesehatan masyarakat, baik untuk mengurangi kemungkinan penyebaran wabah maupun 
menghentikan infeksi.  

Model yang akan diselidiki pada penelitian ini didasarkan pada model mean-field 
baku. Parameter utama yang menjadi ukuran untuk pengendalian epidemi yang dikenal 
dengan basic reproductive number dengan model mean-field akan diselidiki secara lebih 
detil dalam rangka pengembangan model. Model modifikasi mean-field yang dihasilkan 
pada hakekatnya mengandung secara tersirat beberapa efek penting dari pencampuran 
heterogen dalam jaringan kontak pada epidemi untuk pengalokasian vaksin. 

Rumusan Masalah 

Penelitian ini terfokus pada model epidemi penyakit menular khususnya pada 
penyakit flu singapura, untuk populasi yang bersifat heterogen. Model ini diajukan 
mengingat karakteristik individu dalam sebuah populasi berbeda (tidak homogen). 
Disini, populasi terpapar heterogen dalam berbagai cara antara lain dapat dipandang dari 
individu yang berinteraksi sosial aktif dengan individu lainnya, individu yang secara 
relative tidak aktif berinteraksi dengan individu lainnya pada suatu waktu. Model yang 
akan diselidiki pada penelitian ini didasarkan pada model mean-field baku. Parameter 
utama yang menjadi ukuran untuk pengendalian epidemik yang dikenal dengan basic 
reproductive number dengan model mean-field akan diselidiki secara lebih detil dalam 
rangka pengembangan model struktur jaringan dinamis dalam penyebaran penyakit 
menular untuk pengalokasian vaksin. 

Tujuan Penelitian  

Penelitian  ini bertujuan membangun model penyebaran penyakit menular dalam 
jaringan dinamis tipe SIRS untuk populasi yang bersifat heterogen. Model yang akan 
dibangun dengan menggunakan kerangka dasar model matematika yang untuk 
menyelidiki sebuah parameter yang dikenal sebagai basic reproductive number secara 
detail, khususnya apabila asumsi dasar dari model, pencampuran populasi homogen, 
tidak berlaku. Dalam model SIRS, parameter ini memiliki peran yang sangat penting 
sebagai pemberitahuan adanya wabah penyakit. 

 
Model Epidemi Deterministik (Populasi Tertutup)  
 

Kajian tentang keterjadian (mewabahnya) penyakit   disebut epidemiologi. Suatu 
epidemik merupakan mewabahnya suatu penyakit dalam waktu singkat. Suatu penyakit 
disebut  endemi jika penyakit  bertahan dalam suatu  populasi. Jadi model epedemi 
dipakai untuk mendeskripsikan wabah cepat yang terjadi dalam   waktu   cukup   singkat,   
sedangkan   model   endemi   dipakai   untuk mempelajari  penyakit  pada  periode  waktu  
lebih  panjang,  selama  terdapat penambahan  yang  rentan arena  adanya  kelainan  atau  
penyembuhan  dari imunitas,  sementara  penyebaran  penyakit  menular  melibatkan 
tidak hanya faktor terkait penyakit, misalnya agen penular, moda transmisi, periode laten, 
periode penularan, kerentanan dan daya tahan, tapi juga faktor sosial, budaya, demografi, 
ekonomi dan geografi. Tiga model dasar yang diberikan berikut ini merupakan  prototipe  
sederhana  dari  tiga  tipe,  berbeda  model  epidemiologi. Model umun yang dibicarakan 
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berikut mengikut sertakan lebih banyak faktor dari  yang  disebutkan  diatas.  Model  
epidemi  deterministik  dengan  populasi tertutup   merupakan   pemodelan   matematika   
dalam   epidemi   yang   tidak memperhitungka adanya migrasi populasi dalam model. 

Model epidemi SI  

Model   matematika   dalam   epidemiolgi   yang   paling   sederhana   dikenal dengan 
Ross Epidemic Model atau SI yang dikembangkan pada tahun 1911. Pada  model  SI,  populasi  
dibagi  menjadi  dua  bagian (subkelompok)  yaitu populasi yang rentan (susceptible = S) 
terhadap penularan penyakit dan populasi yang   terinfeksi (infectious = I)   terhadap   suatu   
penyakit.   Asumsi   yang digunakan dalam model ini adalah: bahwa populasi yang rentan 
tetap kontak berdekatan dengan  populasi  yang terinfeksi  sepanjang  waktu t ≥  0,  jumlah 
populasi konstan sebesar N dengan N = (S(t) + I(t)) dimana S dan I saling ekskusif dan 
pencampuran populasi secara homogen sehingga setiap  individu memiliki peluang yang 
sama terjadinya infeksi. Jika β ≥ 0 merupakan konstanta rata-rata (proporsi)   kontak   
subkelompok   yang menghasilan   infeksi   baru persatuan waktu dari keadaan semula yaitu 
rentan (atau disebut juga konstanta laju transmisi).  

 
Model epidemi SIS  
Asumsi yang digunakan dalam model ini adalah: bahwa populasi yang rentan  tetap  
kontak  berdekatan  dengan  populasi  yang  terinfeksi  sepanjang waktut ≥ 0, jumlah 
populasi konstan sebesar N dengan N = (S(t) + I(t)) dimana S dan I saling  ekskusif dan  
pencampuran populasi  secara homogen  sehingga setiap  individu  memiliki  peluang  
yang  sama  terjadinya  infeksi.  Akan  tetapi jumlah atau  ukuran  populasi  yang terinfeksi  
dapat  berkurang  seiring  adanya perpindahan  individu  yang  terinfeksi  berubah  status  
menjadi  rentan  kembali persatuan waktu dengan proporsi σ.  
 
Model epidemi SIR 

Model SIR merupakan dasar bagi sebagian besar model deterministik yang masih 
digunakan sampai  saat ini. Model  ini pertama kali  dikembangkan oleh Kermack dan 
McKendrik pada tahun 1927. Model SIR memiliki struktur dan asumsi  yang sama  dengan 
model  SI, perluasannya  adalah bahwa  pada model  SIR  dimungkinkan  populasi/anggota  
masyarakat  yang  terinfeksi  untuk sembuh   serta   total   populasi   yang   berjumlah   N   
dibagi  menjadi tiga subkelompok   yang   saling   eksklusif; subkelompok rentan 
(Susceptibles) disimbolkan S(t), subkelompok  infeksi/tertular (Infektives)  disimbolkan   
I(t) dan  subkelompok  yang  pindah (Removed)  disimbolkan  R(t).  R(t)  mewakili 
individu yang  meninggal  karena  penyakit,  sembuh  dari  infeksi  dan  sekarang memiliki 
kekebalan tubuh yang tetap atau individu yang sudah diasingkan dari sisa populasi. Jadi 
pada subkelompok terakhir ini, tidak lagi berkontribusi pada penyebaran penyakit / 
epidemi. Akan tetapi  masih tetap dipertahankan  sebagai anggota total populasi sebesar 
N meskipun ada kemungkinan diantaranya ada yang sudah meninggal dunia.  

 
METODE PENELITIAN 
Penelitian dengan judul model penyebaran penyakit menular untuk pengalokasian vaksin 
adalah sebagai berikut: 
1. Menentukan asumsi dan mendefinisikan parameter yang digunakan pada model SIR 

dengan asumsi adanya vaksinasi 

2. Menggambar diagram transfer untuk membentuk model matematika. Diagram 

transfer berfungsi untuk membentuk sistem persamaan differensialnya.  
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3. Menyelesaikan sistem persamaan differensial.  

4. Mencari titik ekuilibrium model. Titik ekuilibrium yang akan dicari adalah titik 

ekuilibrium bebas penyakit dan titik ekuilibrium endemik penyakit.  

5. Menganalisa sifat kestabilan titik ekuilibrium. Setelah titik ekuilibrium diperoleh, 

maka diselidiki kestabilan dari titik kesetimbangan bebas penyakit dan endemik 

penyakit. Untuk menganalisa sifat kestabilan titik ekuilibrium dilakukan linearisasi 

pada sistem dengan menentukan matriks Jacobian di titik ekuilibrium. Kemudian 

dengan menggunakan definisi polinomial karakteristik diperoleh nilai eigen dari 

matriks dan ditentukan sifat kestabilannya.  

6. Menginterpretasikan hasil yang diperoleh untuk mengetahui jumlah individu yang 

harus divaksinasi agar tidak terjadi endemik penyakit.  

7. Mensimulasikan model dengan mendefinisikan nilai parameter dan digambarkan 

dengan menggunakan software MATLAB dan mengambil data yang sudah ada di 

puskesmas di kota Medan. 

PEMODELAN PENYEBARAN PENYAKIT 

Dalam bagian ini disajikan secara ringkas tipologi dari model infeksi penyakit yang 
di dasarkan pada rute transmisi. Rute transmisi infeksi penyakit dapat digambarkan 
dalam bentuk pola kompartemen seperti terlihat pada Gambar 1. 
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Model Epidemi  SI 

Model matematika dalam epidemiolgi yang paling sederhana dikenal dengan 
Ross’Epidemic Model atau SI yang dikembangkan pada tahun 1911. Pada model SI, 
populasi dibagi menjadi dua bagian (subkelompok) yaitu populasi yang rentan 
(susceptible=S) terhadap penularan penyakit dan populasi yang  terinfeksi  (infectious = 
I) terhadap suatu penyakit. Pada Gambar 1 model ini sama seperti SIR namun tanpa 
adanya kompartemen R. 

Asumsi yang digunakan dalam model ini adalah: bahwa populasi yang rentan tetap 
kontak berdekatan dengan populasi yang terinfeksi sepanjang waktu   t  ≥  0,  jumlah 
populasi konstan  sebesar N  dengan N = (S(t) + I (t) ) dimana S dan I saling ekskusif dan  
pencampuran populasi secara homogen sehingga setiap individu memiliki peluang yang 
sama terjadinya infeksi. 

Jika  β ≥ 0  merupakan konstanta rata-rata (proporsi) kontak subkelompok yang 
menghasilan infeksi baru persatuan waktudari keadaan semula yaitu rentan (atau 
disebut juga konstanta laju transmis). Selanjutnya dengan menggunakan  menggunakan 
law of Mass  action  didapatl Model SI  dapat digambarkan seperti: 

𝑑 𝑆(𝑡)

𝑑𝑡
= − 𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)       (1) dan 

𝑑𝐼(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)       (2) 

selanjutnya ditulis:  

𝑑 𝑆 

𝑑𝑡
= − 𝛽𝑆 𝐼        (3) 

𝑑𝐼 

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆 𝐼         (4) 

dengan kondisi awal  S(0) = S0   dan I(0) = I0.  

Pada model SI dapat dikatakan bahwa laju perubahan tertular adalah positif, jadi jumlah 
individu tertular akan terus meningkat sampai S(t) = 0.  

Penyelesaian model SI ini, dengan mengubah  persamaan (4) menjadi : 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛽(𝑁 − 𝐼)𝐼 

Selanjutnya dengan pemisahan variabel dan diintegralkan dengan batas dari 0 sampai t 

sebagai berikut:      ∫
1

𝐼(𝑁−𝐼)
𝑑𝐼 = ∫ 𝛽𝑑𝑡

𝑡

0

𝐼(𝑡)

𝐼(0)
 

didapat:   I(t) =  
𝐼(0)𝑁

𝐼(0)+ (𝑁−𝐼(0))𝑒−𝛽 𝑁𝑡
 

atau    ditulis:  I(t)  = 
𝐼0𝑁

𝐼0+(𝑁−𝐼0)𝑒−𝛽𝑁𝑡
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amati bahwa I(t) bertambah dengan meningkatnya t dan  untuk  t→ ∞, 𝑒−𝛽𝑁𝑡 → 0 

sehingga   I(t)  →
𝐼0𝑁

𝐼0
= 𝑁  

Model terakhir ini menyatakan bahwa seiring dengan pertambahan waktu, jumlah 
populasi terinfeksi akan meningkat yang pada akhirnya semua populasi terinfeksi.   

 

 

 

 

 

 

Gambar 1: Model SI  dengan   β = 0,1 dan nilai  awal S(0) =10, I(0) = 0,1 

Model  Klasik ( SIR Model ) 

Model SIR merupakan dasar bagi sebagian besar model deterministik yang masih 
digunakan sampai saat ini. Model ini pertama kali dikembangkan oleh Kermack  dan 
McKendrik pada tahun 1927. Model SIR memiliki struktur dan asumsi yang sama dengan 
model SI, perluasannya adalah bahwa pada model SIR dimungkinkan populasi/anggota 
masyarakat yang terinfeksi untuk sembuh  serta total populasi yang berjumlah N dibagi 
menjadi tiga subkelompok yang saling eksklusif; subkelompok rentan (Susceptibles) 
disimbolkan  S(t),  subkelompok infeksi/tertular  disimbolkan I(t) dan subkelompok yang 
sembuh ( Recovered) disimbolkan R(t).  R(t) mewakili individu yang meninggal karena 
penyakit, sembuh dari infeksi dan sekarang memiliki kekebalan tubuh yang tetap atau 
individu yang sudah diasingkan dari sisa populasi. Jadi pada subkelompok terakhir ini, 
mereka tidak lagi berkontribusi pada penyebaran penyakit/epidemi. Akan tetapi masih 
tetap dipertahankan sebagai anggota total populasi sebesar N meskipun ada 
kemungkinan diantara mereka ada yang sudah meninggal dunia. Pada model ini 
diasumsikan juga bahwa individu yang masuk pada R(t) tidak dapat kembali terinfeksi.  
Dengan asumsi bahwa α adalah konstanta proporsi  dari keadaan individu terinfeksi 
selanjutnya menjadi removed persatuan waktu. 

Maka dengan demikian model persamaan diferensial yang mewakili tingkat 
perubahan  populasi yang rentan persatuan waktu tetap seperti pada model SI, seperti 
pada persamaan (3). Hal ini dikarenakan tidak ada  transfer langsung dari individu-
individu dari  subkelompok rentan terhadap  subkelompok yang pindah. Namun model 
persamaan diferensial  dari subkelompok tertular  perlu dimodifikasi untuk 
memperhitungkan jumlah invidu yang tertular  dan sembuh/pulih. Ketika jumlah yang 
pindah sebanding dengan jumlah yang tertular tiap satuan waktu, maka  model 
persamaan diferensialnya menjadi: 
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𝑑𝐼/𝑑𝑡 = 𝛽𝑆𝐼 − 𝛼𝐼 

Sedangkan laju perubahan jumlah kepindahan tiap satuan waktu adalah: 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛼𝐼 

dengan kondisi awal:  R(0) = R0, sehingga model persamaan diferensial yang lengkap 
yang merupakan model SIR adalah: 

𝐷𝑆

𝑑𝑡
= −𝛽𝑆𝐼 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆𝐼 − 𝛼𝐼        (5) 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛼𝐼 ,  

dengan kondisi awal: S(0) = S0, I(0) = I0, R(0) = R0  dan S(t) + I(t) + R(t) = N. 

Model SIR  diatas memiliki dua parameter  α  dan β  yang ditentukan  dari hasil analisa 
data yang diobservasi.  Rata-rata penyembuhan  αI  berhubungan dengan waktu tunggu  

eksponensial “ waktu tunggu”  e αI   dan  
1

α
  = rata-rata masa tertular. 

 

 

 

 

 

Gambar 2: Model SIR dengan  = 0,2  β= 0,1 dan nilai awal 

S(0) =10, I(0) = 0,1  dan R(0) = 0 

Model SIRS  

Tidak semua penyakit berakibat pada kekebalan permanen atau kematian.   Beberapa 
penyakit memiliki masa penyembuhan  dan setelah waktunya individu yang sembuh tadi 
dapat tertular kembali. Secara matematis hal ini memiliki arti suatu proporsi dari 
subkelompok yang pindah persatuan waktu (   ≥ 0 ) kembali lagi rentan. Sehingga  model 
SIR dimodifikasi menjadi meodel  SIRS sebagai berikut: 

𝐷𝑆

𝑑𝑡
= −𝛽𝑆𝐼  + R 
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𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆𝐼 − 𝛼𝐼       (6) 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛼𝐼 -  R 

dengan kondisi awal: S(0) = S0, I(0) = I0, R(0) = R0  dan S(t) + I(t) + R(t) = N. 

 

 

 

         

 

 

 

 

Gambar 3: Model SIRS dengan α = 0,2,  β= 0,1 ,  = 0,2                                                                               
dan nilai awal  S(0) =10, I(0) = 0,1  dan  R(0) = 0 

KONSTRUKSI R0  

Basic Reproduction Number (R0) 

R0  yang biasanya di sebut dengan Basic Reproduction Number  merupakan  angka 
rata-rata  infeksi sekunder yang dihasilkan  ketika  satu individu terinfeksi dimasukkan 
ke populasi host/tuan rumah dimana setiap individu  pada kondisi rentan/susceptible. 
Pada kebanyakan model deterministik, suatu infeksi dimulai secara penuh jika dan hanya 
jika R0> 1, dan sebailiknya jika R0< 1 maka jumlah infeksi akan menurun dan pada 
akhirnya akan punah.  Jadi basic reproduction number sering dipandang  sebagai 
kuantitas ambang  yang menetukan ketika  suatu infeksi dapat menyerang dan bertahan  
pada populasi host yang baru. 

Jika  diasumsikan bahwa  semua pasang individu memiliki  kontak pada saat yang sama 
sehingga menghasilkan individu yang terinfeksi baru  yaitu , 

Rata-rata laju individu yang terinfeksi memiliki kontak dengan individu yang rentan 
selanjutnya individu yang rentan menjadi tertular persatuan waktu yaitu α,  α ≥ 0.   
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Konstruksi R0 pada model SIRS, yaitu: 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆𝐼 − 𝛼𝐼 

Pertumbuhan infeksi akan berlangsung bila  SI – αI > 0   atau  SI >αI 

S > α  dengan  S(0) = N  maka  ( N/ α ) > 1. Maka dengan demikian  R0 =  N/ α 

Persamaan Logistik dalam Epidemiologi 

Persamaan logistik paling sering dibahas apabila kita mempelajari dinamika populasi 
dengan kepadatan bergantung pada kelahiran dan kematian. 

Kesimpulan 
 
Penelitian  ini mengajukan model epidemik penyakit menular dalam jaringan dinamis 
untuk tipe SIRS, model mean-field baku dipergunakan sebagai kerangka kerja dasar. 
Dalam model epidemik SIRS ini, parameter yang sangat mendasar dalam pembi-caraan 
epidemi penyakit adalah R0 (basic reproductive number). R0 mempunyai peran utama 
sebagai ambang aba-aba adanya wabah, terhadap relevansi untuk menguji ukuran 
pengendalian. Nilai R0 demikian ini dapat dihasilkan dari model. Penelitian ini juga telah 
mengajukan untuk membalikkan perspektif terhadap kuantitas epidemik kunci. 
(terutama, apabila asumsi dasar dari model, pencampuran populasi homogen, tidak 
berlaku).  
 
Penelitian Lebih Lanjut 
 
Model epidemi yang diajukan dalam penelitian ini merupakan model epidemi dinamis 
yang deterministik dengan memperhitungkan adanya bentuk keterhubungan antara 
individu sebagai jaringan sosial. Model dinamis ini akan menjadi lebih mengarah ke 
realita apabila jaringan sosial yang dipergunakan berbentuk graph acak (random graph). 
Dalam kasus ini dapat diperoleh model epidemi dinamis stokastik. Bagaimana 
memperoleh model stokastik seperti ini dapat menjadi penelitian yang telah dilakukan 
dalam penelitian ini. 
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