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Abstrak

Aljabar maks-plus merupakan suatu struktur aljabar (R¢,D,&Q) yang tidak mempunyai
elemen negatif, yaitu invers terhadap operasi @. Oleh karena itu, dikembangkan suatu
struktur yang lebih luas yang disebut aljabar maks-plus tersimetri, dinotasikan dengan (S,&®
,&) dengan S dikonstruksi dari kelas ekuivalensi. Dengan adanya struktur ini, maka elemen
di dalam aljabar maks-plus tersimetri akan mempunyai elemen negatif. Akibatnya, determinan
matriks atas aljabar maks-plus tersimetri dapat didefinisikan. Dalam tulisan ini akan
dikembangkan karakterisasi determinan matriks atas aljabar maks-plus tersimetri, khususnya
di dalam hubungannya dengan adjoint. Hasil utama yang diperoleh yaitu untuk suatu
A matriks atas aljabar maks-plus tersimetri, hasilkali determinan matriks A dan matriks
identitas berelasi setimbang dengan hasilkali matriks A dan adjoinnya
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PENDAHULUAN
Aljabar maks-plus adalah suatu struktur aljabar yang terdiri dari himpunan R, = R U {&} dengan
€ = —oo, dilengkapi operasi biner @ dan @ yang didefinisikan sebagai berikut :
a @ b := max(a, b)
a@b:=a+ b
untuk setiap a, b € R, ([2]).

Semiring adalah suatu struktur aljabar (S, +,%x) sedemikian sehingga (S,+) merupakan suatu
semigrup komutatif dengan elemen identitas 0, (S,x) merupakan suatu semigrup dengan elemen
identitas 1, sifat distributif perkalian atas penjumlahan, dan perkalian dengan 0 sebagai elemen penyerap
(absorbent) di dalam S. Oleh karena itu, aljabar maks-plus merupakan salah satu contoh struktur
semiring dengan setiap elemen yang bukan ¢ tidak mempunyai invers terhadap @. Dengan kata lain,
jika a € Re maka tidak ada be R¢ sehinggaa @ b = b® a = ¢ kecuali jika a = €. Artinya, jika
a = g, maka terdapat b = ¢, sehinggaa ® b = b @ a = &. Sedangkan, untuk a # &, misal a = 3, maka
tidak ada b sehingga b @ 3 = . Hal tersebut merupakan salah satu alasan aljabar maks-plus
dikembangkan menjadi struktur yang lebih luas yang disebut aljabar maks-plus tersimetri (the
symmetrized max-plus algebra), yang dinotasikan dengan (S ,85,®) ([11.[2], [4], [5])-

Di dalam aljabar maks-plus, suatu matriks memiliki invers jika dan hanya jika matriks tersebut
dapat dinyatakan sebagai hasilkali dari matriks diagonal dan matriks permutasi ([2]). Dengan kata lain,
invers suatu matriks atas aljabar maks-plus sangat sederhana, yaitu hanya untuk matriks yang memuat
satu unsur bukan ¢ dalam setiap baris dan kolomnya. Karena dalam aljabar maks-plus tersimetri dapat
didefinisikan elemen negatif, maka invers suatu matriks dapat dikarakteristikkan dengan determinan.
Hal ini berbeda dengan elemen di dalam aljabar maks-plus yang tidak memiliki elemen negatif.
Berdasarkan karakteristik tersebut, penulis tertarik untuk menyelidiki hal-hal yang terkait determinan
suatu matriks atas aljabar maks-plus tersimetri. Matriks atas aljabar maks-plus tersimetri, memiliki entri-
entri anggota aljabar maks-plus tersimetri, sehingga dapat ditentukan matriks yang merupakan elemen
negatif dari matriks yang diberikan.

Aljabar Maks-Plus Tersimetri
Berikut ini dibahas pembentukan aljabar maks-plus tersimetri yang diawali dengan
pembentukan himpunan pasangan berurutan atas aljabar maks-plus.

Definisi 2.1 [3] Diberikan himpunan pasangan berurutan RZ = R¢ X R¢ dengan operasi € dan ®
yang didefinisikan sebagai berikut :
(x,y) & Wz)= xDBw,yD2)

X Wz2)=xQwdyQzxQz By Qw) O
untuk (x,y), (w,z) € R%, dengan operasi @ dan ® pada ruas kanan bersesuaian dengan maksimum
dan penjumlahan yang didefinisikan dalam aljabar maks-plus. Elemen (g &) adalah identitas
penjumlahan @ dan elemen (e, &), dengan e := 0, adalah identitas perkalian &.

Lemma 2.2 [3] Operasi @ di dalam R2 bersifat asosiatif, komutatif dan idempoten, dan elemen nolnya
adalah (¢, €). Operasi @ bersifat asosiatif, komutatif dan distributif terhadap @, elemen identitas dari
® adalah (e, &) dan elemen nolnya adalah (&, €) yang juga merupakan elemen penyerap untuk , yaitu
(5,8) X (x,¥) = (x,¥) X (g,¢) = (g, €) untuk (x,y) eRZ. Struktur (R%,,®) disebut aljabar pasangan
(the algebra of pairs). 0

Definisi 2.3. [3] Untuk u = (x,y) eR%, operator © pada aljabar maks-plus tersimetri (yang merupakan
operator elemen negatif) dan operator kesetimbangan (balance operator) (.)* didefinisikan sebagai
berikut :

Bu= (y,x)dan u* =u @ (6 u). 0

Lemma 2.4 [3] Untuk u,v € RZ berlaku :
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a. = ©u'= W)

bh. u®v’= (u®v)°*

c. 6(u=u

d. 6uwdv)=0uwb ©v)

e. OU®v)=0uw Qv O

Definisi 2.5 [3] Diberikanu = (x,y),v = (w,z) € R%Z . Elemen u dikatakan setimbang (balance)
terhadap v, dinotasikan dengan u Vv, jikax @z =y @ w. O

Berdasarkan Definisi 2.5, tampak bahwa relasi setimbang dapat dipandang analog dengan kesamaan
pada bilangan rasional. Meskipun demikian, kedua konstruksi tersebut ada perbedaan. Dari kesamaan
dua bilangan rasional dapat dibentuk relasi ekuivalensi, sedangkan berbeda dengan relasi setimbang
yang dimaksud di dalam Definisi 2.5.

Lemma 2.6 Relasi setimbang V bersifat refleksif dan simetris tetapi relasi setimbang V tidak transitif.
[

Karena relasi setimbang bukan relasi ekuivalensi maka tidak dapat digunakan untuk mendefinisikan
himpunan faktor (the quotient set) dari RZ oleh V. Selanjutnya, untuk u= (x,y) € RZ dan v = (w,z) €
Ré , Suatu relasi B didefinisikan sebagai berikut

(y)B (W,2) < {(x,y) V(w,z)jikax # ydanw # z

(x,y) = (w, z) untuk lainnya (2.1)

Lemma 2.7 [3] Relasi B pada (2.1) merupakan relasi ekuivalensi pada RZ. 0

Karena B merupakan relasi ekuivalensi, maka dapat dibentuk kelas-kelas ekuivalensi yang dibangun

2
oleh B. Kelas-kelas ekuivalensi pada RZ yang dibangun oleh relasi B membentuk himpunan RE/B.

Selanjutnya, ditetapkan himpunan S := Ré/B dan dilengkapi oleh operasi @ dan @ pada S sebagai
berikut
(a,b) D (c,d) = (aDc,bDd)
(@b) @ (d)=(QcODIRdaQRdDb&c)
Selanjutnya, struktur (S,®,®) disebut aljabar maks-plus tersimetri, dan dibedakan tiga kelas
ekuivalensi yang dibangun oleh B sebagai berikut :

1. (te) = {(t,x) € RE|x <t} disebut positif maks-plus, dinotasikan S®.

2. (&,t) = {(x,t) € RE|x < t}disebut negatif maks-plus, dinotasikan $©.

3. (t,t) = {(t,t) € RE|x < ¢t} disebut setimbang (balance), dinotasikan S°.

Berikut ini diberikan contoh terkait paparan di atas.
Contoh 2.8
1. Elemen-elemen (5,2) dan (5,1) merupakan anggota dari (5, €).
2. Diberikan (3,0) € (3,¢),(2,5) € (&, 5). Maka diperoleh
(3,0) B (2,5) = (3,5) € (&, 5). Hal ini berlaku untuk sebarang (x,y) € (3,¢) dan (w, z) € (¢, 5).
Akibatnya, (x,y) @ (w,z) € (g,5). Jadi, (3,¢) @ (&,5) = (¢,5) atau dapat ditulis singkat
3B (©5) =(©3).
3. Dari operasi @, diperoleh 26 (©3) = (2,¢) @ (¢,3) = (2,3) = (¢,3) = O 3.
Dari kelas ekuivalensi di atas, diperoleh S = $® U S© U S*. Keanggotaan dalam himpunan S yang
semula dinyatakan dalam pasangan bilangan, selanjutnya dinyatakan sebagai keanggotaan dalam
himpunan R, sehingga untuk a € R, :
a=(a¢) dengan (a, &) € S®
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©a=01(a¢) =60 (a¢) = (g,a) dengan (¢,a) € S°©
a*=a ©a=(a,a)€ES’

Matriks atas Aljabar Maks-Plus Tersimetri
Karena elemen dari aljabar maks-plus tersimetri mempunyai invers, maka dapat dikembangkan operasi-
operasi baris elementer pada suatu matriks atas aljabar maks-plus tersimetri.

Definisi 3.1 Tiga tipe operasi baris elementer pada matriks A atas aljabar maks-plus tersimetri, yaitu

1. Mempertukarkan baris ke—i dan baris ke—j.

2. Mengalikan baris ke—i dengan konstanta k yang tidak setimbang dengan ¢.

3. Menambahkan k kali baris ke—i dengan baris ke—j untuk i # j. 0

Adapun yang dimaksud dengan konstanta k = (k4, k,) yang tidak setimbang dengan ¢ = (¢, ¢) yaitu

memenuhi k; @ € # k, @ €. Matriks identitas n x n atas aljabar maks-plus tersimetri adalah E,

dengan
0,jikai=j

[Enly = {g, jikai# )

Definisi 3.2 Suatu matriks elementer adalah matriks n X n yang diperoleh dari matriks identitas E,,
dengan melakukan suatu operasi baris elementer tunggal. 0

Menurut Definisi 3.2, jika E matriks elementer atas aljabar maks-plus tersimetri dan A € M, (S)
maka E @ A adalah matriks yang diperoleh dari operasi baris elementer pada matriks A. Elemen atas
aljabar maks-plus tersimetri mempunyai invers terhadap @ dan operasi baris elementer juga berlaku
pada matriks atas aljabar maks-plus tersimetri, oleh karena itu dapat dikembangkan bentuk eselon baris
yang diberikan dalam definisi berikut.

Definisi 3.3 Suatu matriks atas aljabar maks-plus tersimetri dikatakan mempunyai bentuk eselon baris

jika memenuhi kondisi berikut :

1. Jika ada suatu baris yang tidak seluruh entri-nya setimbang dengan &, maka entri pertama yang tak
setimbang dengan & pada baris tersebut adalah unsur 0. Selanjutnya, disebut O utama.

2. Jika ada baris-baris yang seluruh entri-nya setimbang dengan &, maka baris-baris ini berada di bagian
bawah matriks.

3. Pada dua baris berurutan yang seluruh entri-nya tidak setimbang dengan &, 0 utama di dalam baris
yang lebih bawah terletak di sebelah kanan 0 utama di dalam baris yang lebih atas.

Contoh 3.4 Diberikan

02 1° ¢ 0
A= ¢ 1 & 60
1 0 1 ¢

Akan ditentukan bentuk eselon baris dari matriks A tersebut. Berikut ini merupakan serangkaian operasi
baris elementer pada matriks A.

o2 1" ¢ 07, 0 (- & OCD],
€ 1 ¢ ©o|"(eE) |¢ 1 € e0 3101
1 0° 1 £ 1 0° 1 £

H 0 (=D & ©(=2)
2 [e 0 & ©(D
o0 1 -1

£ 1 £ ©o0 H3i(°)

[0 D" ¢ ©(=2)
0 1 -1

o1
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0 (-1 & ©C2)|, 0 (1) & ©(-2)
€ 0 e 61 3(:1) € 0 e D]
1 0 1 (-1 0 (-1 0 (-2

0 (1) & ©(-2
Diperoleh E, = | ¢ 0 e  © (—1)| merupakan bentuk eselon baris dari matriks A.

0° (-1 0o (-2
Suatu matriks elementer mempunyai invers yang juga merupakan matriks elementer. Hal tersebut
dinyatakan dalam lemma berikut.
Lemma 3.5. Setiap invers dari suatu matriks elementer merupakan matriks elementer.
Bukti :
Diberikan E matriks elementer yang diperoleh dari matriks identitas E,, melalui satu operasi baris
elementer. Tanpa kehilangan keumuman bukti, diambil salah satu operasi baris dan dikerjakan pada
matriks E,, yaitu E = E,, @ a®ei®ejT®E dengan e; menyatakan kolom ke—i dari matriks E,.
Selanjutnya, terdapat E, = E,, O a®ei®ejT®E sehingga memenuhi
(En @ a®e;®e/ ®F) ® (E, DO a®e;Qe] ®F)VE,,.
Hal ini berarti E @ E,VE,,. Secara analog dapat diperoleh E, ® EVE,. Dengan demikian setiap invers
dari suatu matriks elementer merupakan matriks elementer. [

Berdasarkan lemma di atas, suatu matriks invertibel merupakan hasilkali matriks-matriks elementer
seperti dinyatakan dalam teorema berikut.

Teorema 3.6. Jika A matriks invertibel maka terdapat serangkaian matriks elementer
E,E,, ..., Exdengan AVE, ® E; Q ... Q Ey. 0

Determinan Matriks atas Aljabar Maks-Plus Tersimetri

Karena elemen dari aljabar maks-plus tersimetri mempunyai invers, maka dapat didefinisikan
determinan suatu matriks atas aljabar maks-plus tersimetri.

Definisi 4.1. ([2]) Diberikan matriks A = (aij) € M, (S). Determinan A didefinisikan sebagai

@ n
det(d) = ; g sg(0) ® < ® Ata(i))

i=1
dengan S,, himpunan semua permutasi dari {1, 2, ..., n}, dan
_( 0,jika o permutasi genap
sgn(o) = {6 0, jika o permutasi ganjil’ :
62 1 0
Contoh 4.2 Diberikan [ 0  2° © 0| dan X3 = {01, 0,, 03,04, 05,04} dengan
0 £ £
(1 2 3 (1 2 3. (1 2 3
"1_(1 2 3)"’2_(2 1 3)"3_(2 3 1)
(1 2 3 (1 2 3. (1 2 3
s = (3 2 1)"’5 - (3 1 2)‘76 - (1 3 2)
Berdasarkan Definisi 4.1, diperoleh
@ 3
det(d) = 2 nggn(0)® i i@lAia(i)
3 3 3
= 59”(01)®( &® Aial(i)) D sgn(02)®( &® Aiaz(i)) D .. Sgn(06)®< & Aidé(i)>
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=e® (A1g,1) ® Azg,2) ® Azg,(3)) PO € @ (A16,(1) ® Azgry(2) ® Azoy(3))
B .. ®e® (Aigy) ® Azoyz) ® Asoy(3))

= (A11 R Az, ® A33) S) (A12 KA1 ® A33) ©® (A12 ® A3 ® A31) ©
(A13 ® Az; ® A31) B (A13 ® 41 ® A33) © (411 ® A3 & A3z)

=202 QRO (1IRIR)D(1IR®¥OIRKRNO (K2 ®0)
POR®IR®RHOORV2 ®e)

=eOecePO162°PeBe=2".

Oleh karena di dalam struktur aljabar maks-plus tersimetri dapat didefinisikan elemen negatif, maka
untuk matriks atas aljabar maks-plus tersimetri, dua baris yang dipertukarkan mempunyai sifat berikut.

Lemma 4.3. Diberikan A = (aij) € M, «,(S) dengan S aljabar maks-plus tersimetri. Jika B =
(bij) € M, (S) diperoleh dari A dengan mempertukarkan dua baris, maka det(B) = & det(4).
[

Selain itu, juga diperoleh sifat-sifat lain determinan matriks atas aljabar maks-plus tersimetri
berdasarkan operasi baris elementer, seperti dalam beberapa lemma berikut.

Lemma 4.4. Diberikan A = (aij) € M, «,(S) dengan S aljabar maks-plus tersimetri. Jika B =
(bij) € M, (S) diperoleh dari A dengan mengalikan suatu baris dengan konstanta k yang tidak
setimbang dengan e maka det(B) = k @ det(A). 0

Lemma 4.5. Jika A matriks persegi atas aljabar maks-plus tersimetri mempunyai dua baris yang sama
maka det(A) V «. 0

Lemma 4.6. Diberikan A = (a;;) € Myx,(S) dengan S aljabar maks-plus tersimetri. Jika B =
(bij) € Myxn(S) diperoleh dengan menambahkan k kali baris ke—m dengan baris ke—{ dari matriks
A untuk [ #m maka det(B) = det(A). 0
Untuk suatu matriks yang diperoleh dari matriks lain melalui operasi baris elementer tunggal, diperoleh
sifat sebagai berikut, yang mempunyai peranan dalam mengkonstruksikan invers dari suatu matriks atas
aljabar maks-plus tersimetri.

Lemma 4.7. Jika A matriks atas aljabar maks-plus tersimetri dan E matriks elementer maka
det(E ® A) = det(E) @ det(4).

Bukti :

Akan ditinjau untuk ketiga tipe dalam operasi baris elementer. Misalkan E matriks elementer yang
diperoleh dengan mempertukarkan baris ke—i dengan baris ke—j pada matriks E,,, maka menurut
Lemma 4.3 diperoleh det(E) =& det(E,,) =© 0. Akibatnya, karena det(E @ A) =6 det(A) maka
det(E @ A) =6 det(A) =© 0 ® det(4) = det(E) @ det(A). Misalkan E matriks elementer yang
diperoleh dengan mengalikan baris ke—i dengan k yang bukan & pada matriks E,, maka menurut Lemma
4.4 diperoleh det(E) = k ® det(E,) = k ® 0 = k. Akibatnya, karena det(E ® A) =k @ det(4)
maka det(E @ A) = det(E) @ det(A). Misalkan E matriks elementer yang diperoleh dengan
menambahkan k kali baris ke—m dengan baris ke—[ dari matriks E,, untuk [ # m, maka menurut
Lemma 4.6 diperoleh det(E) = det(E,) = 0. Akibatnya,

det(E @ A) = det(4) = 0 ® det(4) = det(E) &® det(A). [

Selanjutnya, untuk determinan dari hasilkali dua matriks atas aljabar maks-plus tersimetri berlaku sifat
sebagai berikut.

Teorema 4.8. Untuk A, B € M,,»,(S), berlaku det(A @ B) Vdet(4) & det(B) .

Bukti :

Misalkan A tidak invertibel, berakibat det(4) Ve. Akibatnya, det(4 @ B) Ve.
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Misalkan A invertibel. Menurut Teorema 3.5 terdapat serangkaian matriks elementer
Ey,E;, ...,Exdengan AVE; Q E; Q ... ® Ej. Selanjutnya
det(A Q@ B)Vdet(E; QE; Q ...  E,  B)
Vdet(E;) ® det(E,) ® ... ® det(E) ® det(B)
Vdet(E; ® E, ® ... ® Ex) ® det(B)
Diperoleh, det(A ® B) Vdet(A) @ det(B). [
Berdasarkan lemma dan teorema yang sudah diperoleh di atas, maka dapat diselidiki hubungan antara
determinan dan adjoin matriks atas aljabar maks-plus tersimetri seperti diberikan dalam lemma berikut.

Lemma 4.9. Diberikan aljabar maks-plus tersimetri § dengan elemen nol £ dan elemen identitas 0.
Untuk A € M, (S) diperoleh
[det(4) ® E,]V[A ® adj(A)]V[adj(A) & Al.
Bukti :
Diperhatikan
g jikai#j
det(4) ® En = {det(A) jikai=j
Diperhatikan A ® adj(A4) = (A ® adj(A));; dengan

n .
(A ® adj(A));j ax ® (adj(A)); = ) D ay ® (©0)® ® AG, k)|
=1

X
el es

© 0% ay ® 4G, k)|

=

Untuk i = j dipunyai
(A®ad](A))n ea (e 0% ay, ® 14, k)| = det(4)

Untuk i # j. Misalkan B € M, (S) adalah matriks sedemikian sehingga baris ke—j dari B sama
dengan baris ke—i dari A dan baris-baris yang lain dari B sama dengan baris-baris pada A.
Dari sini b, = alk untuk 1 < k < n. Akibatnya, diperoleh

® bjx ® |B(, k)l

j+k

eVdet(B) = EB (e 0)®

S |

£V det(B) = kea © 0% ® aj, ® 1A, k)

3

evdet(B) = @ az ® ((© 0™ ®14G, b))

n k=1
eV @ ay ® (adj(A))kj i # ]
k=1
n

ev @ [254% ®(adj(A))kj
k

S

k=1
Sehingga diperoleh (A ® adj(A));;V ¢ jika i # jdan (A ® adj(A));; = det(4) jika i # j. Analog
dengan cara  tersebut, diperoleh  (adj(A) ® A);jVe jika i # jdan  (adj(A) ® A);; =
det(4) jika i # j. Akibatnya, diperoleh [det(4) @ E,]V[A ® adj(A)]V[adj(A) @ A]. [ ]

Lemma 4.9 yang menyatakan hubungan antara determinan dan adjoin matriks atas aljabar maks-plus
tersimetri, dapat diperoleh karena karakteristik elemen-elemen di dalam aljabar maks-plus tersimetri
yang berbeda dengan karakteristik elemen-elemen di dalam aljabar maks-plus.
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