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Makalah ini menyajikan penyusunan matriks kekakuan elemen
balok lentur dengan potongan tak seragam, yaitu dengan tinggi dan

lebar balock variabel,

dan matriks kekakuan elemen balok lentur

berongga dengan potongan tak seragam.

Penurunan elemen-elemen matriks kekakuan tersebut dilakukan

dalam koordinat natural.

Pendahujuan

Matriks kekakuan elemen _balok’
lentur lurus dengan potongan seragam
dan matriks kekakuan elememn balok
ientur dengan tinggi seragam dan
lebar variabel dapat ditemukan dalam
berbagai literatur (1], [2]. 131,
(41, [s51, [6]- . sedangkan matriks
kekakuan elemen balok lentur dengan
lebar seragam dan tinggi variabel
telah diformulasikan [7].

Makalah ini menyajikan penurunan
matriks kekakuan elemen balok lentur
dengan tinggi dan lebar tak seragam
dan matriks Xkekakuan elemen balok
lentur berongga dengan tinggi dan
lebar tak seragam.

Matriks Kekakuan Elemen Balok Lentur

Elemen balck lentur
tinggi  dan lebar tak
digambarkan sebagai berikut

dengan
seragam
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Matriks kekakuan elemen balok
lentur adalah 2], [7] :
k1 = [ (817 (p1(BIax (1)
2 .
dengan
~ 7 [D] = EI (2)
dan :
[B]= % [(6 = 12 Ly), £(2L, - 4L,),
(6 - 12L,), (4L, - 2 L)} (3)
sehingga
(x] = [®r (817 (Bjax (4)
)

F-d

Momen inersia I tergantung dari x
sebagal berikut :

I =3 b(x) h3(x) (5)

Dengan koordinat natural, maka [7] :

b(x) = L,b, + L,b, (6)
h(x} = Ljhy + L,h, (7)
sehingga
1 3

I =33 b(x) h'(x)

= 13 (Lyby + Lok (b, + Lon)3

i1 2727
_ 1 3,, 4 2
=13 [(blhl JLy" + (3 hy%hyb, +

3., 3 2,
+ byn %) L0+ (3 byh,%p, +

2
2

2 2 3
+ 3 h"hyb )L L% + (byh, 4

2 3
+ 3 hlh2 bz)Lle

3,. 4
+ (byh, %)L, ]

Substitusi persamaan (8) ke

dalam persamaan f4) dan menyederhana-
1 3 _
kannya dengan 13 blhl = I1

b h,” =1

P 5 ¢ diperoleh :

Kl

4

[k] = EI, J; 1, (B1T(B] ax +

h

b
2 2
+ E [3 1 [ 2 ] + X [ 2 ]] L
i B 1 B Je 1
(1T [B1ax
h h, \2
+ E [3 I [_—3 ] + 31 [ 1 ] ]
1| B 2 B,
2.2 .1
J;Ll L,* (81" [B1ax
b h
AT REREARSS]
" P2 B 2| &
J;L1L23{B]T[B]dx
+EI, J;L24[B]T[B]dx T

Hasil perkalian [B] [B] acalah [7] :

3
L2

A B D G
T 1 ¢ E H
(B17[B]) = & TR T (10)
¢ J
A= (6 - 12L)) (11)
B =14£(6-121L)(20L, -4 L) (12)
2 _ 2
¢ =%(2 L, .4 L,) (13)
D=(6-121L,)(6 - 12 L,) (14)
E=8 (2L, -4 L}(6 - 12 L,) (15)
F= (6-120L) (16)
€=1¢(6-121,)(4 L, - 2Ly) (17)
2
H=18(21L, -4L)(L,-2L) (18)
I=¢8(6-12L,)(40L, -2 L) (;9)
J=841L, -2L )  (20)
. =2 1
Suku*apertama dari persamaan (9),
Jika [B]T[B] disubstitusikan kedalam-

nya, akah berupa :




A B D G

E I, le‘*.—% c E  H| dx (21)
Jp I} F T
simetrik J

Diperlukén 10 kali proses integrasi

untuk menyelesaikan suku pertama dari
persamaan (9).
Integrasi pertama adalah
EI EI
1 4 ! 4 _ 2
1 L

Dengan menggunakan rumus {lihat appendix)

. P, 9 = I g!
JLI L, *dx —P-—ﬂ--——(p T 2 (23)
E .

maka persamaan (22) menjadi :

1 |} 3en.%ax - | 144L %ax + | 1441 %ax
44 1 1 1
¢ ) ¢

il
W
.
~J
~J
L]

I

3.77 —= (24)

Demikianlah seterusnya, suku ke-2,
suku ke-3, suku ke—4 dan suku ke-5 dari
persamaan (9), mqsing—masing memerlukan
10 proses integrasi untuk menyelesaikan-
nya.

Hasil 50 proses integrasi persamaan
(9) adalah sebagai berikut:

-3.7714 1.085782
-2.6857L 0.7429¢
3.7714 -1.0857¢
0.3429¢

F3.7714 2.6857.’12
1.9428¢

[k]=b,

‘_slmetrlk

0.4286 0.314322 -0.4286 0.114322'
0.25718° -0.3143¢2 0.0571¢
2 0.4286 —0.1143¢

[simetrik 0.05718°]

0.1714 0.085782 -0.1714 0.085782'
0.07624° -0.0857¢ 0.0095¢

b3 0.1714 -0. 085"1'17.2
_slmetrlk 0.'07628_
'0.4286 0.1143% -0.4286 0.314382

b4 0.0571& -0.1143Z 0.0571¢
0.4286 -0.03143%

_slmetrlk 0.2571¢
3.7714 1.0857% -3.7714 2.685782

b .0.34293 -1.0857¢ 0.7429¢

5 ’ 3.7714 -2.6857¢L

simetrik 1.9429¢°
.. (25)
dengan
_ E
b, = 3 I, (26)
o
h b
E 2 2
b, = £ 1 [3[_.] + [_” (27)
2 23 1 hl bl
h.,y2 h.\2
- APnE) - onulE ]
b = =31 (=] + 31,5 (28)
3 . P R 2 (g
h b
E 1 1
v, =3 n[ &) ¢ (5] (29)
4 83 2 h2 b2
_E
kg = -5 I, (30)

Z

Bentuk Lain Matriks Kekakuan Elemen
Balok Lentur Dengan Potongan Tak Seragam

Matriks kekakuan elemen balok
lentur dengan potongan tak seragam,
persamaan (25), dapat dituangkan dalam

bentuik berikut [8] :
N\ \‘




. (12 6L, -12 6L,
2y 41 -6L 2L
k] = E“ 12 -8L
_slnat.rlk 4L
F 6 2L -6 4%
. Ea, 2 -2L 12
2 6 -4L,
slmet rik aL
72 21L, -72 51L
. Ea, 8L? -211 13L°
13;— 72 -51L
|3 tmetr Lk 38L
[21 6L, -21 15L,
. Ea, 212 -6L 4L®
5¢3 21 -15L,
| # 1matrik llL
(132 38L,-132 94L
. Eag 121°2 -38L 26L°
3583 132 -94L,
: | s1motrik 68L°

Dalam sistem koordinat natural,
pada potongan yang terletak x dari pusat

b.h
_ byhy
a, = -3 {32)
3b.h.2(h,-h.) + (b,~b )h >
e i Sl ! 27P1 IRy (33)
2 = %)
3b,h, (h,=h,)2 + 3(b,-b,)h,>(h,-h,)
_ 3byhy (hy-hy 5Py ¥hy (hy-hy
a; = 1z
(34)
b, (h,-h.) 3+ 3(b,-b.)h (h.-h,}?
e R i 2B Ui R M LI
4 iz
(b,y=b,) (hy=h,)>
ag = 15 (386)

Matriks Kekakuan Elemen RBalok Lentur
Berongga Dengan Potongan Tak Seragam

sumbu berlaku :

h(x) = L,.h, +
b(x) = lesl +
t(x) = L,.t; +
wix) = L,.w, +
Momen inersia

potongan x

I

I, (%)

12

I(x}

ra Id(x)

(31)
Elemen balok lentur berongga dengan
- potongan tak seragam digambarkan sebagai
berikut : .
- £ N I b1 l
! fs ]
r haliay |
I s/l
! 5?577ﬁ?._r
L ==L
" —
vz
o}
bz

maka

(37)

balock pada
terhadap bidang netral adalah

L [b(X)h3(x) - w(x)t3<x)] (38)

I =

I (%) = momen inersia potongan luar, potongan'
¢ dengan sisi b(x) dan h(x)
Id(x) = momen inersia potongan dalam, yaitu
potongan dengan sisi w(x) dan t({x)
Substitusi persamaan ({37) ke dalam
persamaan (38) menghasilkan @
I(x) = —= L,by + L,b,) (Ljh, + Lyh 3
2 1 22 171 22
2fpw o+ w ) oe, + 0t ]? G9)
12 171 272 171 272

Persamaan (39) di atas, dengan ban-

tuan hubungan

-
1o Iy
(40)




dituangkan dalam bentuk di bawah ini = E J clLl4[B]T[B]dx +
¢
3h, b
_ _ 4 2z, %2 _ 3 T

I(x) = [Ial Idl]Ll + [—-hl + bl]Ill + E Igchl L,(8)T(BJax +
., w T,3h,2 2. 2T

2 Y2 3 2 _ +E_[c1. L.2B1T{Byax +
[_t * ] Igy Tyl * { 73 ]Iu g3 12

1 Y1 b, .

; ) ) + E _[c4L1L23[a]T{B]dx +
.- 3h t , )
[ = }Icu + [ 5 ]Iez - ["'12 ]Idz L,’L,’ 4 "
e S h, t, + E I£05L2 dx (48)

3h, b 3, Wy 3 Dengan [B) seperti dinyatakan pada
+ [_E- + ]I‘,_2 - [——— + = ]Idz L.L persamaan {3) dan 50 kali proses

integrasi akhirnya diperoleh matriks
kekakuan elemen lentur berongga dengan
potongan tak seraganm sebagal berikut

4
+ [12 - Id_,z]r..2 (41)
' Ec [3.7714 2.6857L, -=3.7714 1.0857¢,
Atau : [k]= 1 1.94298° -2,6857¢ 0.742987]
4 3 2 2 1= 3 3.7714 -1.0857¢,
Ix = clLl + Cle L2 + CSLl LZ + [stmetrik 0.3429¢
3 4 . _ .
+ ¢,L.L,” + c.L (42) 0.4286 0,31438_ -0.4286 0.1143¢
4r12 572 . Ec, 0.2571¢% —-0,3143¢ 0.0571°}
dengan 83 0.4286 --0.,114382
[simotrik 0.057187]
. c, = (Iu - Id1] . (43)
S ] Ec [0.1714 0.0857¢, -0.1714 0.0857¢ ]
3h, b, I, W, 3 0.07628° -0.0857¢ ©,00958%|
c, = [——— =1, - [——— + ——] I (44) 3 0.1714 ~0.0857¢
2 h; B8 T, vy Tdl £ lermerrn 0.07628%
-
3n,? t,? _ ]
c. = 1. - {—2_ )1, + Ec, |0-4286 0.1143¢, ~0,4286 0.3143¢,
3 N £ 2 )41 4 , 0,05718° ~0,1143¢ 0.057187}
1 1 IE 0.4286 ~0.3143¢
L gimetrik 0.2571¢8 ]
: 3n, ? t,2
: + [ }I - [——— ]I (45) "3,7714 1.0857f =3.7714 2,6857L]
i n,2 172 2 Ees 0.3429¢° -1.0857¢ 0.7429¢
. PE) 3.7714 ~2.6857L,
3h b 3t w simetrik - 1.9429¢
e (B 5 ) (Bt w ) e ] ;
2 2 2 2 . (49
. denga c da seperti
cg = [122 - Id2] 4 gan  ©1.€5:%3:% no Cg eperti ..
pada persamaan (43), (44}, (45), (486),
Dengan memasukkan persamaan (42) ke dan (47)-
dalam persamaan (1) diperoleh :
[x] = jz (17 (D1 [B)ax Bplikasi

Di bawah ini dicantumkan contoh soal
batang kantilever dengan potongan tak
seragam, yaitu dengan lebar seragam dan
tinggi tak seragam.

-[e EI(x) [B)T[Blax

~




Pada program paket seperti SAPS0,
maka batang kantilever tersebut dianggap

nodal berbeda

dari

perpindahan ujung batang dan titik-titik
hasil perhitungan

terdiri dari Dbeberapa elemen yang batang kantilever yang tidak dianggap
masing-masing dianggap berpotongan seragan.
seragam. Anggapan tersebut menghasilkan
Q:: P'= 100
\ |
\’wl'-—'Z- —~43—-f4-"~—~5 —{|{6— T+ ~—{B8—-{g-. 410 —J11
\\\ <= 700 mm
AN »
Panjang Balck : 700 mm
Gaya s P $ 10 Kg (100 N)
Fanjang Setiap elemen - s L : 70 mm 2
Modulus Elastisitas Young, E : ZE+05 N/mm s
Massa Jenis Bahan y Rho * 7.8514E-0&6 kg / mm
Gravitasi .9 :10m/ s
FERF INDAHAN NUDQL H
No. MNodal Y TETA
1. 0. 0000E+OQU Q. QO00E+QO
2. 8.7190E-03 2.4482E-04
3 I.5324E-02 5.1012E-04
4 8.1309E-02 7 .9735E-04
3 1.482%5E-01 1.1074E~03
6. 2.3777E-01 1.4400E~-03F"
7 J.5134E-91 1.7919E-03
] 4.F006E-01 2.1545-03
? &.3408E-01 2.3080E-03
10 8.4130E-01 2.807BE-0O3
11 1.0447E+00 . 2.9357E~-0QZ
\Q: P = 100 N
& |
3 1—-. 42 03— . 4= 35 — {68 =47 —I8 —.]l9.. J10—]11.
ittﬂ { = 700 nm .
\\\ Gambar (5-2) Balok katilever lebar dengan konstan dan
tinggi variabel. Perhitungan dengan 10 Ele

men
Panjang Balok :
Gaya ) ., P :
Panjang Setiap elemen , L

Hodulus Elastisitas Young, E

Hassa Jenis Bahan
Gravitasi

, Rho
) B

’

700 mm

10 Kg (100 K)
70 mm 2
2E+05 B / onm "
7.8514E~-06 kg / mm™

10m/ s




46

PERPINDAHAN-NODAL :

Ko, Nodal Y TETA
1 0.0000E+00 C.0G00E+00
2 8.4565E-03 2.4483E-D4
3 3.4762E-D2 5.1025E-04
4 8.0403E~-02 7.9752E-04
5 1.4685E-01 1.1078E-03
B 2.3599E-01 1.4400E~p3
7 3.4800E-C1 1.7916E-03
g8 4.8706E-01 2.1534E-03
9 6.,5026E~01 2.5051E-03
1C¢ 8.3650E-01 2.8011E-03
11 1.0388E+0G 2.9401E-03

Kesimpulanp

Elemen balok lentur pada program
paket komputer seperti SAPS0O dianggap

mempunyaj potongan seragam, sehingga
matriks kekakuan elemen~nya adalah
seperti :
- 12 622 =12 6%
_ E 4 -6 287
k] = 23 T 12 -eg,| (39
8 lmetrik 48
Dengan memakai rumus matriks
kekakuan elemen baliok lentur dengan

potongan tak seragam untuk elemen yang
potongannya memang tidak Seragam akan
memberikan hasil perhitungan yang lebih
teliti,
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dengan :

. aL 8L
Koordinat natural L. dan L, titik P 1

1 ax - -7 9 % 7
didefinisikan sebagai : sehingga :
. X, m X X, =X _ d 1[6 a} :
2 _2 _i-x - == |2 . _° d
Lyt o~ At L 0= (a) & TTlpL, "7E; (d)
X =% X=X Integrasi dalam koordinat natural
= = = X dilakukan dengan :
L (%) X, = Xy L) =7 (p) ] 9 .
dengan : Pr, 49 =__P! gl
g JLlLZ dx (p+c_:[+1)!z (e)
L1+L2=1 (c) 2
Diferensiasi  terhadap x pada p dan g adalah pangkat dalam bilangan
koordinat natural dilakukan sebagai integer
berikut : ps = 1.2.3.... {p ~ ig.p
e = 1.2.3.... - .
a_ o 9 L, ., 8 3 L, q ‘ (pr q
dx ] Ll e X ] L2 tax

A=
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