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FORMULASI MATRIKS KEKAKUAN ELEMEN BALOK

DENGAN TINGGI VARIABEL DAN MATRIKS TRANSFORMAS]

UNTUK METODA ELEMEN HINGGA

Oleh

Darmawan Harsokoesoemo®™
Hert Waskito**

RINGKASAN

MaKalah 1ini

menyajikan penyusunan matriks

kekakuar elemen

palok dengan lebar kKonstan dan tingei variabel dan penyusunan matriks

transformasit
sumbunya tidak

yntuk mengkonversikan matriks
sejajar dengan susunan sumbu global Ke

elemen yang
dalam sumbu

kKeKaKuan

global sebelum pengglobalan matriks Kekakuan elemen tersebut.

elemen matriKs KeKaKuan dilakukan dalam Roordinaf

Penurunan
natural.
Matriks keKakuan elemen dan matriks transformasi Kemudian
diterapkan pada analisis lengan ekskavator yang ditdealkan sebagal
balok (lentur) tidak ilurus pada dua tumpuan sederhana dengan
overhang.
i. Pendahuluan Kekakuan baloK yang mempunyai potongan
dengan tinggi variabel belum ditemuKan
Lengan (hoom) eKskavator yang dt literatur yang dapat terkKumpul pada
mempunyal potongan berongga dengan lebar penulls. .
Konstan dan tinggi variabel, ditumpu Demikian Juga halnya dengan
pada tiilK A dengan tumpuan sendi dan di matriks transformasi Yyang diperiukan
titiK C olenh plston hidraullk. pada saat untuk mengKonversiKan matriks KekaXuan
ekskavator mengangkat beban, gaya-gaya lokal Kedalam Koordinat glokal sebelum
vang diterima akibat Dbeban bertitik matriks tersebut diglobalkan. :
tangkap di titik-titik E dan D, sepertl Makalah ini menyaJikan penurunan

ditunjukkan pada gambar 6 dan gambar 3.

Gaya-gaya yang beKerja pada
lengan aKibat beban dapat ditentukan
dengan mekKanika biasa; demikan pula
besar tegangan yang terjadi pada setiap
potongan, termasuk potongan bherbahaya.
Analisis defleksi titik-titik lengan
lebih sukar dilakukan, terutama Karena
bentuk potongan yang tidak seragam.
Metoda anallisis deflekKsi seperti cara
Castiglianc , cara integrasl ganda atau
cara lainnya memerlukan integrasi yang
sulit dilakukan (secara analitis) Karena
tinggl potongan yang variabel.

Salah satu cara menentukKan
defleksi titik-titik lengan dengan cara
vang relatif mudah adalah solusi numerik
dengan metoda elemen hingga. Pada metoda
elemen hingga, lengan dapat dianggap
sebagal balok {(beam} yang ditumpu pada
dua tumpuan dengan overhang.

Formulasi matriks KekKakuan untuk
lurus yang mempunyail potongan
seragam atan potongan dengan tinggil
seragam dan lebar variabel, dapat
ditemukan diberbagal literatur Fi],
(21, (31, (&}, [5), [6]. Tetapi matriks

beam
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matriks KeKakuvan lokal dan matriks
transformast elemen balok untuk analisis
numerik dengan metode elemen hingga.

Pada penurunan matriks KeKakuan tersebut
potongan baloK disederhanakan dengan
dianggap seébagai potongan pejal dengan
lebar Konstan dan tinggl varlabel,

2. Xoordinat Hatural

Penurunan matrikKs KeKakuan elemen
baloK dilaKuKan dalam Koordinat natural,

Karena 1tu Koordinat natural akan
dijelaskan terlebih dahulu.
ol »
| x
Ky ‘ X =% |¥!__'_J
L x
L . ___._r_.._.__x"l.____—-;-, .
: s l-x
N -
v i o
Gambar 1



Koordinat natural Ly dan Lp titik

P dldefinisikan sebagai

Xp - X Xp - X
Ly(x) = : atau
Xp - %3 ‘ I 3
1 - x
= (1)
1
T SR 2T X .- x4 N :
Laix) = : (2}
Xp - X4 1
X
1
dengan
Ly + La = 1 (3)
: Diferensiasi terhadap =x pada
Koordinat natural dilakukan sebagal
berikKut :
‘d 8 oLy a a.p
— ———— + —— —
dx oLy  ox oLy ax
dengan
aLy 3 dLp i
—_— - - dan ——
ax 1 ax 1
Sehinga :
d 1 [+ a
e (%)
ax i aLo 9Ly

Integrasi dalam kKoordinat natural
dilakukan dengan

. P! g!
LpLgdx = —— } (5)
[ 12 ‘(p+a+1)t
1

P dan q adalah pangkat dalam bilangan
integer,

p! = 1.2.3....(p-1}).p
gl = 1.2.3....(g-1).g
26
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3. Penurunan Matriks Fungsi Bentuk [¥] %
' i

v Wa
. P L » Lz)
t { (L 1
KN (G
A f______;: b,
Gambar é

" Lendutan w dan perpirdabin  stdut
8 untuk setilap t1tiK elemen dengan :
koordinat natural (L, La) dapat
dituangkan dalam bentuk disKret sebagai =
fungsi dari lendutan dan perpindahan
sudut Kedua titik nodalnya berturut-
turut wy, Oy, wp dan 6p sebagal berikut:

W oz gywWy + g6y + Bawa + #,00 (6}
aw dgy dgp dgy dgy
8 r — = W= + 8y— + wp + B
dx dx ax . dx ax
..... (T}
dengan

By :-a1L13 + DiLiaLE + ClLibaa + d1L33 '
i = 4,2,3,4,.. y : v . s (8)
=y

Untuk mengevaluasi ay, by, ¢y, dy
i = 1,2,3,4 dipergunakan Kondisi batas
berikKut : .

UntukK x:=0 (atau x:xi) H [ W, = wf

dan 0= 8y

o ()

Untuk x:1 (atau x:xa) H [ w - we

dan © = O

s (10O)
Kondist Batas (9) menghastilkan
: . - ’ agy :
Kendisi pada ¢; dan —, § = 1,2, 3,4

Y dx

sebagai berikut

Untuk x:=0 : #i1=1 dan Pp=p3:8=0

oo {18y
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Menentukan ay, by, ¢y dan di'darl

persamaan (11), (13) dan {14) :

ﬂi z a,Li3'+ blLiaLE + CiLtLaa + diLE3‘

et (15)
ag :
dan persamzan —1 -berikut
ax
dag 1 dg 1 dg
b U T §
ax 1 dly 1 dlp
dgy 1 _
—_— 2 - - (3aiL12 + 2byL Ly + CLEE) +
ax 1
- (byLy2 + 2cyLyLp + 3d,L3) . &
L (16)

dengan Kondisi

X:=0 atau L = 1~ n B = 1
1 _ !
{atau x:=x ) ] : [ dag
1 Lp-= O .= O
dx
..n.(17)&(18)
X=z1 atau L: =0 ¢1 = 0
{atau x:=x_) ] [ ag
2 Le:], = O
ax
7
.. (19)&(20)

Dari Persamaan {17) dipercleh harga . aj
sebagal berikut

gy=i= a1(1)3+b1(1)2(01+ci(1)(O)3+dl(0)3

ay = 4+ e (2t}
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Seédangkan dari persamaan (iai

diperoleh'
harga by sebagal berikut ! : .

f -

dg 1 : '

—L - .- [3(1)(1)3+o+o] + —[b (1)E+o+o]
ax 1 : LI S e
by = 3 L. (22)

‘Dart . pers . (19} diperoleh harga - dj

sebagal bertkut

g, =o=(1)(o;3+3(01341>+c1(0)(1;2+a1(1;3
le i .
TR cen . (23)

. sedangKkan darl persamaan (20} diperoleh
. harga c¢; sebagal berikut '

. dﬁ
1, = O-:—~[3(1)(0)&+a{3)(0}(1)+c (1)2]
dax ) -1 ' : ; '

Xx:=1 ’
te B
~7+—[3(012+ac1(0)(f) + 3(01(1)]
B A S
cy = O T e {25)

Sehingga_diheroleh :

#y1.5 LS + 3L;%L;

yang dapat dituliskan sebagal
#y = L33 + 3L42(t-Ly) = Ly8(3-2Ly) (26}
Dengan ¢ara analog, diperoleh :
az =:0
b =1
e
€Cap = dp = O

sehingga

B2 = Ly2Lal - (273
dan . dengan cara yang anaiog puta
dipereleh :

$3 : Lp2(3-Lp%) - (28)
dan B

Py = - LyLpl t29) -
\  AKhirnya

w = Li2(3-2Ly}wy+ Ly2Lpley

+ Lp@(3-2Lalwp - LyLp?1  (30)



atau dapat

dituliskan sébagal :
w = [N}{a]
dengan

[N] = [ L 2(3 - 2L ), L 2L_1,
1 1 12

L 2¢(3 - 2L -LL 1
L2 ) ]

1 21
..... £32)
w
1
=]
(a1 = 1
w
8.
=]
. 2 ]
4, Penurunan MatrikKs Regangan-
Perpindahan ([B]
Matriks regangan - perpindanan
[B} untuK elemen bhalok dapat dihittung
dari rumus berikut {6}
ac
[B]l = [H] (33)
dx2
Pari rumus pers. {(33) di atas, dapat
diturunkan semua elemen {B) sebagal
berikut : : :
dg d :
_— - [1,213-21.)]
ax  dx t t
1 2
= - - — [L-a (3 - 2L )] +
1 oLy L1 1
1 2
- — [L 2¢(3 - 2L )]
1 aLp L1 1
1 1
: - — (6L -6LZ2) + - (0)
1 f 1

d2g 1@ 1
B [— — (6L - 6L 2)] +
- ax? 1 8Ly 1 t

1 2

28

da¢zl - 6-

—— = {1 - 2Ly)
dxZ: 12
Pengan cara analog diperoleh
agg, 1 ,
: = {2 L -~ 4 L)
axZ 1 e 1
a2gy 6 .
: — (1 - 2 Lz)
dax? 12 ’
d ¢ i
—4% - - 4L -21L)
axe 1 2 i
sehingga :
i
{B] = —— [(6 - 12L ), li{gL_"- 4L )
12 £ 2 i

{6 - 12L }, 1{4L - 2L )]
2 2 t

5. Matriks KekaKuan Elemen Balok Den

{34)

I
H

(35)
(36)

(37)

{38)

Tinggi Variabel [K]

Matriks KekaKuan elemen b

dilturunkan dari rumus {2])

gan

aloK

(K] = J {81T[D}] [B} dx (39)
1 B
dengan
(D] - EI (40)
{B} dari pers. (38}
sehingga ! D
[K} = JEI (81T(B]) dx (41) | o
1 ’ : (
=
1 A B D G §
Ty = — C E H (a2} | |
14 F I : L
J
dengan :
A : (6 - 12 1Ly )° (43) t
B = 1 (6 - 12L3){2Lp - #4Ly) (Y
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34}

35}

36}

37)

38}

.1 0K

39)

40)

L)

(42)

(43}

(4]

182

¢ = 12(2L - 4L )2 (45)
_ 2 i
D = (6 - 12 Ly} (6 - 12 Lp) {46)
E =1 (2Lp - 4Ly} {6 - t2lp) (47),
F oz (6 - 12 Li)E (48)
G =1 (6 - 12 Ly){4Lp - 2Ly) (49}
H = 12¢21, - 4L } (4L ;'EL ) 50
( 2 1)( 2 n {50}
I =1 (6 - 12L )(4L - 2L ) ' (51}
2 2 1
J =12 (L, - 2Ly)2 (52)
Elemén dengan tinggl  variabel dapat
digambarkan sebagal berikut : Lo
Y
: _ 4
| x . tl [.z. N '
x "3
z.
L - . b
{l / -
X

‘Gambar 3 Elemen baloKk Lentur

‘dengan tinggi variabel

Dari gambar d;'atas dapat diturunkan

h = hy Ly + hpLp
Substitusl persamaan (53) Ke persamaan
(54} aKan diperoleh '
A B D @
Eb cC E H
kK] = —— | n¥ F I |dx (5%)
1214 ;- J.
1
Eb : A B D @
K] = {(h L +n L )3 ¢ E Hl|ax
1214 i1 e 2 F I
1 J
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 (53)

Eb S "é a' L
2 — h3L3+«3m23L2n L
[RI_ e J( 1 1 1 2 e
1

+ 3L hatLla? | o33

A B D G
¢ E H| ax
S R |
J
‘ A B D &
) EI _ L. B H T odx +°
(k] = --=i]1p 3 S F I
1
o A B D &
3EI. h_. " G E Hfdx +
—d Ry v 2L F. 1
1 s 3
_ o A B D G
3EI "~ h C E H|
—2a L) fp 12 FiIfax +
14 " n e iJ
2 = 1.
A°B D G
EI . ¢ E H
—2a L 3 F I | ax
14 e J
I .
N 13
Integrasi elemen - [K] dilaKukan

dengan cara yang ditunjukKan oleh pers.
{5). BeriKut ini akan dltunjuKkan cara
integras! untiuk satu eiemen saja, yvaltu
elemen pertama matrikKs pertama !

: P . 1
El : EI _
~t L 3Aaax : —& | L 36 - t2L )2ax
14 1 . 4 | . 1 .
0.
1
o = —L L 335 - f44 L
\ ™ 14 : ! 1

0
+ o184 L2y ax

22



'

EI T oS -
= —4 [35 L3 ax -
14 1

1 1

'144IL14dx + l44jLi5dx ]

0
EI _ 31
- —4 [ (36) —m—o
1 (3 + 1)
Y
- (148) —————
(4 + 1)1
r ) 51 .
+ (1) — ]1
{5 + 1!
EI
= 4.2y —4
13
Setélah dilakukan 40 Kali integrasl’
seperti di atas diperoleh
w2 3t --m,2 1,21
EI .
[k} = =1~ 2,212 -31 .. 0,81 .
13
- 4,2 -1,21
0,412
0,6 0,2 -0, 6 0,21
3EI h 0, 333312 -0,4 0, 066612
{(—=) +
13 n 0,6 -0,21
1
o . ' © 0,133312
/!
B 1
0,6 0,2 -0,6 0,41
0, 133312 -0,21 0,06661°2
3EI h : +
—2 1 0,6 -0,41
13 n
2 0, 233312

30

B ) 7
3,2 1.21 -4, 2 321
EIL ' . ‘
gpa—. “0. 412 -1.21 0,81
13
4 2 -31
2,212
L of
Persamaan {56} adalah matriks
KeKakuan [K] untuk balok 1lentur yang,

mempunyai lebar b Konstan, tilnggl h yang
variabel, ) ' ’

Dapat dicatat bahwa }ika ke
. . nhy hy
{K} tersebut diatas dimasukKan —z:— = |
ha hy

akan diperoleh harga

12 61 -12 . 6l
EI 412 g1 212
[k} = —
3 12 . -6
412
yaitu. matriks 'kekakuan lokal . untux

potongan seragam . /

i

6.- Hatriks Transformasi

Sebelum matriks kekakuvan . eleméen

fané sumbunya tildaK - sejajar sumbu - X
Koordinat global diglobalkan,  makKa
matriks - tersebut terlebih dahulu

ditransformasiKan terlebih dahulu.
Terlebih dahulu, perhatikan balok

yang menerima beban dengan arah miring

seperti tertera dalam gambar berikKut :

pr 7P

[ s e Ay
e f}\\éurl- ;@;

Gambar 4

Hanya Komponen vertikatl
saja  yang  mengaKibatkan
{perpindahan vertikal)y, sedangkan
Xompénen horisontalnya Psina dianggap
tidak. menimbulkKan perpindahan
horizontal. Xarena itu pada
dengan orientasi miring terhadap
global x yang menerima beban. vertikal,
han¥a ' Kompénen tegak 1lurus
alemennya saja yng berKontribusi
hubungan gaya-defleKsi : ’

Pcosa
deflekKsi

Me=in, Volume VI No. 1&2
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Substitusl persamaan (59) dan (60)' ké o

w P ’ ' dalam persamaan (58).
i i
=] M. . _
ky || s 1 (58) A 1 :
W P : . : w /cosda : P cosx
2 a 1. i
o - . 7 = e . | H :
_ , L 2 4 L e _ , ix} |w_stosal = P_’&oscx - (61 -
P = Komponen FP. tegaklurus elemen,. c_ -= _
pdpan yang menyebabkan lenturan. ea o
(56) E 2 ]
Py = P cos o
~iKsg ' ? [ -] [ 1 F 2o ]
7ang . DefleKsi titik nodal 1 elemen W, /eosa cosa O 0O 0 F,
rang miring akKibat F. adalah w . Defleksi w ) - ’ ‘ ’ -
t 1 1 _ o | o 't o ol |mnu
11am tersebut mempunyai komponen w_  dalam o IKYL _ = : -t
arah Koordinat global. _ 1 N S [Walcosa 40 . 0 coesa 0O Py
- ' o e . o o 0. i ‘M
W = W COoS «
1 ST _ | [ T2 ] i ‘ J L% ]
Gambar beriKut menunjukKan elemen palok
b yang membentuk sudut o dengan sumbu X.
1 . . e (58)
12 Persamaan (62) dapat ditulis :
N4 : .
H r 1_ - ) - ro_ -
12} 0,0 0 w
- cosa ‘ -1
tuk 0 1 o .0 61
k) oo B
. 0 0 0 w
; cosa 2
X : -
men _ o o 0 1 =]
Tk : o ! 1 L7 ]
aka Gambar 5
ulu _ . )
Hubungan antara  beban pada B 160 °
i°§_ sisitem lokal dan sistem global, cosa 0 -0 0 Pl
n _ -1
H P - P cosd 0 i 8] 0 Hl
1 - _ - (63)
H :-H 0 Q0 .cosax O Pa
1t ‘ {59) -
P = P cosx 0 Y 0 1 Ha
2 ~ L J L J
Mz = Mp 7
Hubungan antara perpindahan pada Sistem ‘Semua suKu dikalikan dengan matriKs -
loKal dan sistem global, : )
‘\'—Vi . - B L I
0SS w o= o cosa O o o
Hsi i cosa : ' ) ) ‘
tan ’ _ _ 0. 1 o ol _
gap e -8 : S, akan menghasilkan
nan 1 t (60} - Ry Q0 cosa O
nen W RN
nbu - 0 o o 1
A1, : 2 - cosua. - -
dap . .
ada 85 = éa_
_ ,, 31
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= LI)

Persam

Kesetimbangan matriks

yYang

L-T<- B, -1

=1

aan

sudan ditransformasi,

[K]

(64}

dituliskan sebagai beriKut

o of| w
cosa e
o o ti| e
JL 2 4
(64}
adalah persamaan
KekKaKuan loKkal
dan

dapat

K} = (K]
1 i
(o) (o] ) 0 o] o]
cosa cosq
0 c O 1 o] o 0 f
L J L. E
...... (65}
dengan [ﬁ] adalah matriks Kekaunan loKal
yang sudah ditransformasi.
7. Penerapan Pada Lengan {Boom)
EKksKkavator '
Gambar . menun jukkan posisi

eksKkavator pada saat operasi pengangkatan
dan pada posisi ini dianggap pembebanan

Kritis terhadap baloK pengangKat,

T

Untuk menhitung
pengangKkat,

32

Gambar 6. Salah satu posisi Rada saat
pengangkatan )

beban

pada

balok

Iihaﬁ digaram benda bebas

sitem
ember, pada gambar berikKut

lengan balok pengangkat dengan
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sisi
atan
anan

an

bihgram. a’bebas sistem
lengan dan,gmpg;ﬂdml

[T PR P

faja'uéaﬁﬁ i1 1
Gambar 8. Diagram benda ﬁebas.untuk
sistem balok pengangkat

s

8. Penentuan Elemen

;
1
{
[
i
¢
oo
]
i
i
t
]




9. Beban pada lengan eKsKavator

Pari perhitungan mekanik diperoleh

Lo
k< 58551,018 ke,

Gsambar 10.

-3392,9

Ae .. =0 B p—

proses pengangkat

Distribusi berat lengan pengangkat

2

)
o

H

o
o
O

5'““7 0027’

Pistribusi beban akibat

451,07

Gambar ti. Distribusi beban aKibkat berat
diri lengan ekskavator

Beban total pada lengan ekKsKavator

~-65118,295

488,440

$8717,091h

34

b

"y

Y 3
s g
& -y
R 2

' 8202,3954

Gambar 12. Distribusi beban total.
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DATA -MASUKAN

.NE : Jumlah elemen - &

NOMOR PANJANG NOMOR . BEBAHN
ELEMEN {METER) DERAJAT: {K1LOGRAM-FORCE}
KEBEBASAN ‘ _
1 1. 1200 : . : :
2 1. 1200 [ 0. 00000000
3 1.3443 2 0. 00000000,
4 1.3443 3 488, 44000000
5 1.3443 4 0. 00000000
5 0. 00000000
- 6 0. Q0000000
HOMOR SUDUT 7 -2T41. 39730000
ELEMEN {RADIAN) 8 0. 00000000
9 451, 07040000
1 0. 872664639000 10 0. 00000000
2 0. 372664639000 11 8202. 39540000
3 0. 000000000000 12 0. 00000000
4 0. 000CO0000000 -
5 0. 000000000000
HOMOR TINGGI KETERANGAN
SIMPUL {METER) ‘ :
L{(N) : Panjang elemen balok lentur’
1 0. 158135222000 A(N) : Sudut balok lentur terhadap
2 0. 270191006000 . ‘sumbu x T
3 0. 342984106000 H(N) Tinggl balok ientur
! 0. 291324265000 : B(N) : Vektor beban pada derajat
5 0. 133370471000 ' - Kebebasan Ke n
KELUARAN PROGRAM
HCMOR PERPINDAHAN PERPINDAHAN
SIMPUL LATERAL (H) SUDUT (RAD)

-12623. 02460E-07
. -22548. 31160E-09
143187. 62500E-08
329299. 82100E-08
557323. T4400E-08
‘757610. 05600E-08 .

00000, QOO00E+00
-21062, 45450E-08
000000. OCO00E+0C0
313638. 20500E-08
. 904676. 93800E-08
180612. 77800E~07

DR W e

ELEHEN NO: { SIMPUL RO: 1 SIMPUL NO: 2

GAYA LINTANG
MOMEN LENTUR
TEG. NORMAL

-40501. 21 340KE-014
-689%7. 98760E-01

~-45668. 05660E+02

405912, 1 3400E-02
397906. 23100E-02
263364, 26500E+01

!

ELEMEN NO: 2

SIMPUL NO:/2 ™

SIMPUL HNO: 3

GAYA LINTANG
MOMEN LENTUR
TEG. HNORMAL

131924, 07500400

199824, 49000E-0Q1 .

453043. 87800E+01

 -13192. LOTSOE+01 .

749891, 666008E-01
170016, 11200E+02°

Mesin, Volume VI No.132




ELEMEN NO: 3

SIMPUL HO: 3

SIMPUL NO: 4.

GAYA LINTANG: ..

MOMEN LENTUR -

-50120, 68550E~01

. =30634. 8T290E+00

-43103.-15100E+02.

. BG1206. 85500E-02

. 226756. 93600E-01

319046, 15600E+01.

TEG. NORMAL :

ELEMEN NO: 4

SIMPUL NO:! 4

.SIMPUL NO: 5

GAYA LINTANG
HOMEN LENTUR
TEG. HORMAL

-86534. 6579CE-01

-22675. 69350E+00
-44222. 22510E+02

. .865346. 57900E-02
110317. 0O9500E-01
215140. B2400E+01

ELEMEN NO: 5

SIMPUL HO: 5

SIMPUL HO: &

| _GAYA .LINTANG

MOMEN LENTUR

-82023. 95430E-01
-11031. TO950E+00
-39148. 19060E+02

820239, 54300E-02
000000. 00000E+00
000000. 00000E+00

TEG. HORMAL
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