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ABSTRAK 
 

Dalam artikel ini dibahas  teknik menentukan luas  daerah di R2 yang dibatasi sebuah 
kurva f dangaris 𝑥 = 𝑎 dan 𝑥 = 𝑏 dengan menggunakan partisi segitiga, dengan 
menentukan kurva utama (kurva f) serta memilih titik utama di (𝑥𝑐,𝑔(𝑥𝑐)) dengan 𝑥𝑐  pada 

interval  ba, , tekhnik ini diberikan oleh Affaf [6], dengan memberikan formula baru L=


b

a
dxxh )(

2

1

 
Namun Affaf belum menjelaskan untuk f seperti apa sehingga formula 

tersebut berlaku sehingga )(xh akan bertanda sama dalam selang  ba, . Oleh karena itu 

untuk penelitian selanjutnya  diidentifikasi apakah untuk fungsi cekung ke atas / cekung 
ke bawah akan memenuhi kondisi yang diinginkan, serta sifat-sifat apa saja yang muncul 
dengan menggunakan formula yang baru.  

 
Kata kunci: Partisi segitiga, titik utama, kurva utama 

 

1.  PENDAHULUAN 

Luas daerah di R2 yang dibatasi  kurva  𝑓  yang berada di atas sumbu 𝑥  atau 

sebaliknya dengan dibatasi garis 𝑥 = 𝑎 dan 𝑥 = 𝑏 diperoleh dengan menggunakan partisi 

persegi sehingga luas daerah ditentukan dengan  𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
. Affaf dalam Luas Daerah di 

R2 dengan memanfaatkan garis singgung kurva memberikan teknik baru dalam 

menentukan luas daerah yang dibatasi oleh kurva dan garis. Yang membedakan teknik 

luasan yang dilakukan Affaf dengan teknik luasan yang sudah ada, yaitu dalam partisinya, 

dalam hal ini Affaf menggunakan partisi segitiga. Partisi dijalankan dari kurva (yang 

selanjutnya disebut kurva utama), bukan dari sumbu –𝑥 seperti pada teknik yang sudah 

dikenal sebelumnya, kemudian menentukan satu titik pada garis (selanjutnya disebut titik 

utama) yang membatasi daerah yang akan ditentukan luasnya. 

Pada akhir artikelnya, Affaf  memberikan hasil bahwa luas yang dibatasi garis l  

dan fungsi f yang berpotongan di ax   dan bx   diberikan oleh ,L yaitu   



b

a

dxxhL )(
2

1
,  jika 0)( xh  
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dan 



b

a

dxxhL )(
2

1
,  jika 0)( xh  

 bax , dimana ),(')(')()()( xxfxfxxfxlxh cc 
 
dengan  baxc , . 

Dalam artikelnya, Affaf belum memberikan kriteria untuk 𝑓 , Affaf belum 

memberikan gambaran yang jelas, untuk f  seperti apa sehingga )(xh bertanda sama 

dalam selang  ba, . Untuk itu dalam artikel ini, penulis membahas fungsi f  yang 

menyebabkan kondisi )(xh bertanda sama dalam selang  ba, . 

 

2. METODE PENELITIAN 

Misalkan suatu daerah yang dibatasi oleh kurva 𝑦 =  𝑓(𝑥) dan  𝑦 =  𝑔(𝑥) dengan 

𝑦 =  𝑔(𝑥) merupakan garis. Kurva 𝑓 dan 𝑔 berpotongan di absis 𝑥 = 𝑎 dan 𝑥 = 𝑏  dengan 

𝑎 < 𝑏 .  Langkah yang dilakukan dalam membuat partisi segitiga adalah menentukan 

kurva utama di 𝑦 =  𝑓(𝑥) dan titik  𝑥𝑐 , 𝑔 𝑥𝑐   sebagai titik utama di 𝑦 =  𝑔(𝑥) dimana  𝑥𝑐

 𝑎, 𝑏 . Kemudian partisi dijalankan pada kurva utama dengan menghubungkan dua titik 

yang berdekatan, seperti Gambar 1.  

 

Gambar 1: Daerah yang dipartisi menggunakan segitiga 

Berdasarkan Gambar 1 terlihat bahwa partisinya merupakan segitiga sebarang. 

Namun, jika partisinya diperkecil akan menghasilkan segitiga samakaki. Misalkan 𝐿𝑖  

menyatakan luas 𝐴𝑖−1𝐴𝐴𝑖 , maka alas w adalah jarak titik  𝑥𝑖−1 , 𝑓 𝑥𝑖−1   ke  𝑥𝑖 , 𝑓 𝑥𝑖  , 

yang diberikan oleh  𝑤 =   𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1 2 +  𝑓 𝑥𝑖 − 𝑓 𝑥𝑖−1  
2
 dan tinggi 𝑡 adalah jarak titik 
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 𝑥𝑐 , 𝑔 𝑥𝑐   ke garis yang memuat titik  𝑥𝑖−1, 𝑓 𝑥𝑖−1   dan  𝑥𝑖 , 𝑓 𝑥𝑖  . Jika 𝑛  partisi 

mendekati tak hingga maka luas yang dibatasi  oleh kurva𝑦 =  𝑓(𝑥) dan 𝑦 =  𝑔(𝑥) adalah 

𝐿 = lim
𝑛→∞

 𝐿𝑖
𝑛
𝑖=1                                          (1) 

Persamaan garis yang melalui  titik  𝑥𝑖−1 , 𝑓 𝑥𝑖−1   dan  𝑥𝑖 , 𝑓 𝑥𝑖   diberikan oleh 

𝑦 − 𝑓 𝑥𝑖 −
𝑓 𝑥𝑖 −𝑓(𝑥𝑖−1)

𝑥𝑖−𝑥𝑖−1
𝑥 +

𝑓 𝑥𝑖 −𝑓(𝑥𝑖−1)

𝑥𝑖−𝑥𝑖−1
𝑥𝑖 = 0 

Berdasarkan Teorema 5. Diberikan 𝐴 𝑥𝑎 , 𝑦𝑎 , 𝐵 𝑥𝑏 , 𝑦𝑏 , dan 𝐶(𝑥𝑐 , 𝑦𝑐). Misal 𝑥𝑏 > 𝑥𝑎 , Maka 

luas segitiga ABC diberikan oleh 𝐿, yaitu: 

𝐿 =
1

2
 𝑦𝑐 − 𝑦𝑖 − 𝑚𝑥𝑐 + 𝑚𝑥𝑖 (𝑥𝑏 − 𝑥𝑎 ) 

maka 𝐿𝑖  adalah 

𝐿𝑖 =
1

2
 𝑔 𝑥𝑐 − 𝑓 𝑥𝑖 −

𝑓 𝑥𝑖 − 𝑓(𝑥𝑖−1)

𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1
𝑥𝑐 +

𝑓 𝑥𝑖 − 𝑓(𝑥𝑖−1)

𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1
𝑥𝑖  𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1  

Jika n ∞ maka ∆𝑥𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1 → 0. Sedemikian hingga 
𝑓 𝑥𝑖 −𝑓(𝑥𝑖−1)

𝑥𝑖−𝑥𝑖−1
= 𝑓′ 𝑥𝑖 . Maka 

𝐿𝑖 =
1

2
 𝑔 𝑥𝑐 − 𝑓 𝑥𝑖 − 𝑓′ 𝑥𝑖 𝑥𝑐 + 𝑓′ 𝑥𝑖 𝑥𝑖  ∆𝑥𝑖           (1) 

Berdasarkan jumlah Riemann, maka persamaan (1) dapat disederhanakan menjadi 

L =
1

2
  𝑔 𝑥𝑐 − 𝑓 𝑥 − 𝑥𝑐𝑓

′ 𝑥 + 𝑥𝑓 ′ 𝑥  𝑑𝑥
b

a
           (2) 

Misalkan )(')(')()()( xxfxfxxfxgxh cc  , maka persamaan (2) dapat 

disederhanakan menjadi 

L =
1

2
  𝑕 𝑥  𝑑𝑥

b

a
                                          (3) 

 

Karena yang diinginkan adalah 𝑕 𝑥 ≥ 0, maka persamaan (3) dapat ditulis dengan 

𝐿 =
1

2
 𝑕 𝑥 𝑑𝑥

b

a
                                (4) 

 

3. PEMBAHASAN  

Definisi 1. Diberikan fungsi 𝑓 kontinu dalam selang  𝑎, 𝑏 . Fungsi f  dikatakan : 

(i) Cekung ke atas jika dan hanya jika ∀𝑥1, 𝑥2 ∈  𝑎, 𝑏  dengan 𝑥1 > 𝑥2 berlaku   𝑓’(𝑥1) >

𝑓’(𝑥2). 
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(ii) 𝐶 ekung ke bawah jika dan hanya jika  ∀𝑥1 , 𝑥2 ∈  𝑎, 𝑏  dengan 𝑥1 > 𝑥2  berlaku  

𝑓’(𝑥1) < 𝑓’(𝑥2). 

 

 

 

Teorema 2. Diberikan fungsi 𝑓 kontinu dalam  𝑎, 𝑏 , maka: 

(i) Jika 𝑓  cekung ke atas , maka  ∀𝑥0 ∈  𝑎, 𝑏  berlaku  𝑥, 𝑓 𝑥  > 𝑙; ∀𝑥 ∈  𝑎, 𝑏 ;  𝑥 ≠ 𝑥0 

dengan 𝑚𝑙 = 𝑓′ 𝑥0 . 

(ii) Jika 𝑓  cekung ke bawah , maka ∀𝑥0 ∈  𝑎, 𝑏  berlaku  𝑥, 𝑓 𝑥  < 𝑙; ∀𝑥 ∈  𝑎, 𝑏 𝑥 ≠ 𝑥0 

dan 𝑚𝑙 = 𝑓′ 𝑥0 . 

Bukti. Untuk membuktikan Teorema 2, dibutuh teorema nilai rata-rata (TNR) 

TeoremaTNR. Diberikan 𝑓  fungsi kontinu dalam  𝑎, 𝑏  , maka ∀𝑥1 , 𝑥2 ∈  𝑎, 𝑏 ∃𝑥0 ∈  𝑎, 𝑏  

dengan 𝑥1 < 𝑥0 < 𝑥2 ∋ 𝑓′ 𝑥0 =
𝑓𝑥1−𝑓𝑥2

𝑥1−𝑥2
 . 

(i) Andai ∃𝑥 ∈  𝑎, 𝑏 ; 𝑥 ≠ 𝑥0 ∋  𝑥, 𝑓 𝑥  ≤ 𝑙, tetapi 𝑓 cekung ke atas pada selang  𝑎, 𝑏 . 

Maka terdapat  𝑥′, 𝑓 𝑥′  ∈ 𝑓  dengan 𝑥 ≠ 𝑥0;  katakan juga 𝑥′ > 𝑥0  sehingga 

 𝑥′, 𝑓 𝑥′  ∈ 𝑙; akibatnya 𝑚𝑙 =
𝑓 𝑥0 −𝑓 𝑥 ′ 

𝑥0−𝑥 ′
 . 

 Berdasarkan teorema nilai rata-rata terdapat 𝑥0 < 𝑥" < 𝑥′  sehingga 𝑓′ 𝑥" =

𝑓 𝑥0 −𝑓 𝑥 ′ 

𝑥−𝑥 ′
= 𝑚𝑙 = 𝑓′ 𝑥0  . Kontradiksi dengan 𝑓cekung ke atas  

(ii) Bukti sama dengan (i) 

 

Penerapan dalam menentukan luas lingkaran 

y 

  

  x2 + y2 = r2 

 

   

   -r    x   -r        r                     x 

            - 

          

 

 

 

I               II 

III                 IV 
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Persamaan lingkaran di titik 𝑂(0,0) ditentukan dengan 𝑥
2 + 𝑦2 = 𝑟2 . Dengan persamaan 

garis singgung lingkaran di titik (𝑥𝑖, 𝑦𝑖)  adalah 
2.. ryyxx ii   atau 0.

2


ii

i

y

r
yx

y

x

dengan 
i

i

y

x
 merupakan gradien. Misal pilih ),( aa yx di titik 𝑂(0,0), karena di kuadran I, 

fungsi dari persamaan lingkaran cekung kebawah dan lingkaran tersebut simetris dengan 

sumbu simetri 𝑥 = 0 dan 𝑦 = 0, maka luas lingkaran 𝐿 dapat ditentukan dengan: 

L  = 4 . 𝐿1 

    = 4 . 

2

0

1
. .0 0

2

r r x
dx

y y
    

 = 2 . 
2

0 2 2
( )

r r
d x

r x
  

 = 2 . 


r

xr

xd
r

0 22

2 )(
 

Dengan mensubsitusi 𝑥 =  sin.r , maka : 

L     = 2 . 
 

)(.
sin.

cos.
2

1

0 22

2 




d
rr

r
r 


 

 

  = 2 . )(.
cos.

cos.
2

1

0

2 




d
r

r
r   

  = 2 .  


 2

1

0

2r  

  = 2. 







 0

2

1
.2 r  

  = 2.r  

 

4. KESIMPULAN 
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Dari uraian diatas penulis menyimpulkan bahwa luas daerah yang dibatasi kurva 

𝑓 dan 𝑔 dengan menggunakan partisi segitiga,dapat ditentukan jika 𝑓 merupakan fungsi 

cekung ke atas / ke bawah. 
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