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INTERVAL PREDIKSI BOOTSTRAP
UNTUK PROSES AR(1) MELALUI EKSPANSI EDGEWORTH

Bambang Suprihatin
Jurusan Matematika FMIPA Universitas Sriwijaya

ABSTRAK

Misal {Y,,1 =0,1,2,...} adalah proses autoregresif orde satu atau AR(1) yang stasioner.
Asumsikan proses tersebut adalah Gaussian dengan parameter waktu diskrit. Misal diberikan
data berukuran n, yakni y,,y,, -, y,. Selanjutnya, akan dikaji interval prediksi untuk y,,,,

dengan k tertentu dan k >0, yang memuat y,,, dengan peluang 1-a. Tujuan dari
penelitian ini adalah mengkonstrusksi prediksi interval bootstrap dan prediksi satu langkah ke
depan (one-step-ahead), yakni y,. . Hasil-hasil yang diperoleh akan dibuktikan dengan
menggunakan ekspansi Edgeworth dan juga inversnya, yakni ekspansi Cornish-Fisher.

PENDAHULUAN

akiraan atau forecasting untuk nilai

data dari pengamatan yang akan

datang adalah salah satu aplikasi
yang penting didalam analisis deret waktu
(time series). Khususnya, didalam prakiraan
selalu bertujuan menentukan penaksir yang
terbaik, yakni memiliki sifat tak bias,
konsisten dan variansinya kecil. Untuk
menjelaskan  tingkat  keakuratan  dari
prakiraan tersebut, perlu didefinisikan
prediksi error, yang dianggap sebagai ukuran

dari ketidaktentuan dari suatu prakiraan.

Salah satu permasalahan yang erat kaitannya
dengan hal ini adalah mengkonstruksi suatu
interval prediksi untuk pengamatan yang
akan datang.

Misal {y,,/=0,1.2,..} adalah
barisan data deret waktu yang memenuhi
proses autoregresif orde satu atau disingkat
AR (1), yakni, apabila {y,,/=0172,...}
memenuhi persamaan Y, =Y, | +«, dengan
{a,} adalah barisan variabel acak white
noise. Asumsikan

{Y,,t €T’} adalah

Gaussian  stasioner dengan mean nol.
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Menurut  asumsi  bahwa {Y,,/eT}

Gaussian, maka untuk setiap m > I, berlaku
(‘VI’YZ""’Ym) iz ‘A',(f.“‘m(lg)’zm(ﬂ))

dimana feR™.  Syarat kestasioneran
lemah (weakly stationary condition) untuk

proses AR (1) adalah A <1 (Cryer, 1986).

Misal diberikan data berukuran », yakni
V>Vasee-»V,- Selanjutnya akan dikaji

interval prediksi untuk y,.,, dengan &

tertentu dan £ > 0, yang memuat y,.,

dengan peluang l-a. Didalam
mengkonstruksi interval prediksi, digunakan
teknik-teknik standard yang sering dipakai
untuk menentukan interval kepercayaan.
Namun, teknik-teknik standard ini hanya
efektif digunakan untuk data sampel yang
telah diamati berukuran relatif besar (Kabaila
dan Zhisong, 1998). Untuk data sampel yang
berukuran kecil, penaksir distribusi dari
parameter akan bias. Oleh karenanya,
penerapan metode resampling bootstrap
parametrik akan lebih efektif menghasilkan
interval prediksi yang lebih baik atau lebih
akurat. Penerapan bootstrap parametrik

tersebut berdasarkan pada kuantitas dari

Vi —J(B.,n)  (Stine, 1987), dimana
)A/(ﬂ;’n) = E(yn+k

B; adalah taksiran bootstrap untuk /.

yn’yn—l""’yl) dengan

METODOLOGI

1.  Plot data yang diberikan. Jika data tidak
stasioner, lanjutkan langkah ke-2, dan
Jika tasioner langsung lanjutkan langkah
ke-3.

2. Transformasikan faktor-faktor yang
menyebabkan data menjadi tidak
stasioner, misalnya musiman (seasonal)
dan trend, agar menjadi stasioner.

3. Hitung atau plot autokorelasi (ACF) dan
autokorelasi parsial (PACF) dari data
yang stasioner, sebut data itu Y = (y,,
Y2 - sVn)-

4. Jika ACF menurun secara eksponensial
dan PACF cuts off di lag 1, maka data
tersebut adalah AR(1) (Wei, 1990),
yakni memenuhi
Y,= AY.,; + a,, untuk setiap teT.
Asumsikan  {a,}~N(0,¢’). Disini S
=(40°). Jika data tidak AR(1), maka
langkah verhenti.
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5. Data Y= (y, ya»..,y») di bootstrap
sebanyak B kali, diperoleh pseudo data

Y.

6. Hitung taksiran bootstrap

~

. _ N
ﬂn —(11",0'” )

7.  Hitung taksiran bootstrap  y, ., (ﬂ‘,n)

berdasarkan Y".

8. Pilih a cukup kecil, misalnya 1% atau
5%.

9. Tentukan konstanta ¢ sedemikian hingga

p Toise "A); A;’n)ISC =l-a,
R

n) |

dimana S(ﬁ;,n)= G, .
10. Didapatlah interval prediksi bootstrap

[Y (ﬂ" . n)— cs(ﬂ” ' n} Y\B,, n)+ cs(ﬂ" s n)]

HASIL DAN PEMBAHASAN

Mengkonstruksi Interval Prediksi
Bootstrap

Misal diberikan data berukuran n,
yakni Y = (y;, y3 ..., yu). Misal Y memenuhi
proses Gaussian, yakni untuk setiap m > 1,
berlaku

Wb Y2 Yu) ~ Nl B) ZM(,B))’

_ISSN: 1410-7058

dimana £ € R"™ Dalam tulisan ini,
pembahasan dibatasi bahwa Y memenuhi
proses AR(1), yakni memenuhi
Y, = AY,_; +a,, untuk setiapt e7.
Asumsikan E(y) = 0 dan {a}~ NO0,0%).
Disini, 8= (1,0%).
Selanjutnya, akan  dikonstruksi
interval prediksi yang memuat y,.; dengan
peluang /-a . Selanjutnya, definisikan

j’(ﬂ,n) = E{Ymklylv Vo oon Yo b
s(Bn) =

VE i =Y (B |1 oo} -

Jika f diketahui, maka dapat ditentukan

interval “ideal” yang memuat y,.; dengan
peluang [-a sebagai berikut. Perhatikan
bahwa

_ yu+k —j}(ﬂ’n)

.s'(ﬂ, n)

Dan definisikan ¢, sebagai solusi darn

Z- ~N(0,1).

PQZ‘ <c,)=1-a. Sekarang,
Yn+k = );(ﬂ’ n)

P[ ——S (ﬂ, n) =c, J
= P{3{B.n)~c,(B.n). 5(B,n)+ c,(B.n)}

=l-a.

Sehingga diperoleh
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1»1(,8) :[ JA/ (,B,n)-cws(ﬂ,n) ’ j} (ﬂ,n)+cas(ﬂ,n)].
Namun, dalam prakteknya, interval ini tidak
bisa digunakan karena f tidak diketahui. Oleh

karena itu, perlu dikonstruksi interval

prediksi yang diperoleh dengan mengganti B

A

dengan penaksir S

n

didalam 7,() untuk

memperoleh /,( ,5’,, ).

Berikut adalah dua cara yang

digunakan untuk menaksir interval prediksi

L(B,).

1. Bandingkan titik-tittk  ujung
interval 7,(f3,) dengan titik-titik

ujung interval 7,(f).

2. Bandingkan P{y,., € In(ﬁn)}

dengan 1-c .
Pandang suatu model B" =p+ O,,(n'm )

Dengan demikian, titik ujung /,( ,B,, ) berbeda

dengan ftitik-titik ujung 7,(8n) sebesar O,(n
). Definisi untuk notasi O,, bisa dilihat pada
Shao dan Dongsheng (1995). Lebih lanjut,

interval prediksi 1,/ ,&l ) hanya efektif untuk

sampel berukuran besar. Sementara itu, untuk

sampel yang berukuran kecil, akan diterapkan
bootstrap: parametrik untuk memperoleh
interval prediksi yang lebih baik. Disini,
parameter /3 ditaksir oleh penaksir bootstrap

/9;. Ide dasar dari metode bootstrap adalah

membangkitkan data tiruan (pseudo data)Y’

dari data terobservasi Y.

Misal ${3],n) adalah taksiran untuk
Yn+k yang dihitung berdasarkan taksiran
bootstrap B; Definisikan d(/f) sebagai solusi
dari
P, -7 b.n|<d)=1-a.
Jika d(p) diketahui, maka dapat ditentukan
interval “ideal” yang memuat y,.; dengan
peluang 1-a sebagai berikut .
58 [PA8;..n)- a(8),5(8;, n)+ a(p)]
Interval prediksi bootstrap diperoleh dengan

e
"

mengganti # dengan penaksir bootstrap /3

didalam J,() untuk memperoleh J,( ,é; )

Lebih lanjut, dengan menggunakan ekspansi
Edgeworth, dapat dibuktikan bahwa
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PQYM -7\8 ,n] < d): q{ - (;: n)) - @[s (_;n)} R,(B) (1)

dimana R,(8)=0O(n"’). Buktinya adalah sebagai berikut. Perhatikan bahwa

P(lYM, -F ",j,n) < d)

Yn+k_}; A;’nl d }

=P

s(,b’,n) : s(,B, n)

~d Yo -Y(ﬁ,j,n)( d ]
s(B,n)”  s(Bn) T s(B,n)

:P[Y,,M—Y A;,n)s d ]_P[Ym—f 3,n) . —d j

sB.n) " s(B.n) s(B.n) " s(B.n)

= P

2)
Karena {ka —);(,B;,n)/s(ﬂ,n)} ~ N(0,1), maka dengan menggunakan ckspansi Edgeworth

diperoleh

P{((YM - Y(ﬂ:, , n»/s(ﬂ, n)) <% d/s(,B,n)}
+ + + _ + + . Karena
i) M) ol )

polinom p; adalah fungsi genap untuk ; ganjil, maka untuk setiap j ganjil berlaku

o)) )

Perhatikan juga bahwa ¢(— d/s(ﬂ,n))z ¢(d/s(ﬂ,n)). Akibatnya, persamaan terakhir dari (2)

menjadi
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w(afs(pm)-of-aipn) | o
*2”""2(s(§,n>J¢Ls<5,n>J+2”‘2”{s(§,n)J"’Ls(§,n>j*“'
A

7 Ay

Sehingga bukti sudah lengkap.

Dari sini diperoleh, d(f) = cs(Bn)+O(n™).
Karena ﬁ’,,= B + O n"?), dan dengan

menggunakan definisi dari notasi (J,, maka

diperoleh

d(B;) - dp = 0,0n". 3)

Dengan demikian, perbedaan titik-titik ujung
J,(B; Jdengan titik-titik ujung J,(8,) adalah
sebesar O,,(n"/“?). Atau dengan kata lain,

peluang coverage

P()/m-k € Jn(ﬁ; »:1-0 + Op(n_l/)'
Bukti formal dari hasil ini dapat dilihat pada

pembuktian Teorema (1). Perlu dicatat
bahwa, besar perbedaan ini adalah berorde
sama dengan perbedaan antara titik-titik

wjung /(L) dan L,( ,é'" )-
Interval prediksi bootstrap yang lain
diperoleh  apabila bootstrap parametrik

diterapkan pada interval prediksi versi

studentized. Definisikan c(f) adalah salusi

dari

P( Vo ¥ 1) < c] “1-a

| slgin) |

Seperti biasa, jika (/) diketahui, maka dapat
ditentukan interval “ideal” yang memuat Y, ;
dengan peluang 1-a, yakni

K(p)=

87,81k 7B )+ A BB
Interval prediksi bootstrap diperoleh dengan

mengganti S dengan penaksir ﬁ ; didalam

K.(f)  untuk  memperoleh K, ( ,é ; )

Selanjutnya, dapat dibuktikan bahwa

Iﬂ%‘;{ n'ﬂ Sc]zdz(c)—cb(—c)+1§',(ﬁ) )

dimana R (B)=0,(n"). Buktinya analog
dengan  pembuktian  persamaan (1)

Selanjutnya, diperoleh

o BB = 0,n, (5)
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yang buktinya dapat dilihat pada pembuktian

Teorema 1. Dengan demikian, peluang

coverage

Poa K52 )-ra 0
Jadi, perbedaan antara titik-tittk ujung

K,( ,B ;) dan K,(B) berorde lebih rendah
dibandingkan dengan orde dari perbedaan
antara titik-titk ujung J,(£.) dan J,(B).
Sehingga, dapat disimpulkan bahwa, prediksi
interval bootstrap yang diterapkan pada
prediksi error versi studentized adalah lebih
baik/efektif dibandingkan dengan yang non-
studentized.

Berikut akan dibahas mengenai prediksi
satu  langkah kedepan (one-step-ahead

prediction) untuk kasus khusus dari model

time series, yakni preses AR(1).

Prediksi Satu langkah Ke Depan untuk

Proses AR(1)
Misal {Y, , te 7 }adalah proses

Gaussian stasioner yang memenuhi proses

AR(1), yakni

Y, =AY, +a,, untuk setiap 1€ T.

Asumsikan £(¥) = 0 dan {a}~N(0,o°).

Syarat kestasionerannya adalah |/1[< 1.

Selanjutnya, akan dikaji prediksi satu langkah
ke depan, yakni y,,.,.
Perhatikan bahwa untuk kasus ini,

j/ (IB’n) = E{anl ‘ylt er sy y,,}
= E{AY,+alys, yo .., yu} = A5,
s(Bn) =

\/E{YM —f(ﬂ,n))z\yl,yz,---,y,,}= c.

Setelah dilakukan bootstrap diperoleh

y n’n)zlnyn
dan
s\B;.n)=6..
definisikan X, - Y, /o untuk setiap 1 € 7',

sehingga
X'l = l/\/l-l + g( >

dengan &, ~N (0,1) Misal A dan 6% adalah

berturut-turut penaksir bootstrap untuk A dan
.

Berikut adalah teorema yang berkaitan
erat dengan hasil-hasil pada persamaan (3)
dan (5), dan merupakan rangkuman dari
pembahasan ini.
Teorema 1 Misal d(f) dan c(f) adalah

berturut-turut solusi dari

20 X Bambang Suprikatin

Interval Prediksi Bootstrap ...



 ISSN: 1410-7058

No.11. April 2002

Ar,. -7y
danPQ Y O A B ¢)=1-a, maka
(B )-dlp)=0,(*)

dan df;)-(p)=0,(+*?)

Bukti. Disini, akan dibuktikan pernyataan

Sa’)=l—a

kedua. Pernyataan pertama dibuktikan

dengan cara yang sama. Untuk itu, tulis

&
T = Yu+l —911 n

A

Perhatikan bahwa
l-a Pl <e) =Pre<T< 0)
=P(T< ¢)- P(I'S-¢c).  (6)

Dengan menggunakan ekspansi Edgeworth,

persamaan (6) menjadi

did+"*plddd-+1' plddd+ -
b+ pl-dd-d i -9+

Karena p; adalah fungsi genap untuk j ganjil,
maka untuk setiap j ganjil berlaku pfc) -p(-
¢) = 0. Juga, karena p; adalah fungsi ganjil
untuk ; genap, maka untuk setiap j genap
berlaku p(c) - p{-c) = 2 p{c). Selain itu, juga
berlaku ¢(-¢) = ¢#(c) dan (D(— c): 1- CD(c).
Sehingga, diperoleh

1 —a=2<lié) -1+ 2{;1'i pz(c:)ﬂc:) +n* p4(c)¢(c) +-- } ,
atau

1= = 0fe) e plehe) 1 pehe)

Selanjutnya, dengan menggunakan ekspansi

Cornish-Fisher diperoleh

c(P=zc+ n"p_a,(:;) + n‘:p”(z;) +..., (7
dimana & = /-a/2. Analog dengan persamaan
(7), diperoleh

(B)=zs+ 1 Py @)+ 07 Py @)+ ...

(8
Menurut  Hall (1992, hal. 69), diperoleh

hubungan
p2x) =-pAx) dan p, - pi = O ™).
Akibatnya, jika persamaan (7) dikurangkan

ke persamaan (8), maka diperoleh
AB)-cB  =n'{ Py I+ palzd Y+
2 Pay @)+ paz ) ...

=-n'{ P, (z2) + P2 (z2) JO,(n77)
= 0,7,

sehingga bukti sudah lengkap.
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/ﬂy,m “1y) < d): -

dan]’q Y O A B ¢)=1-a, maka
(B )-dlp)=0,(*)

dan df)-dp)=0,(n?)

Bukti. Disini, akan dibuktikan pernyataan

kedua. Pernyataan pertama dibuktikan

dengan cara yang sama. Untuk itu, tulis

&
T == Yu+l —911 n

A

Perhatikan bahwa
lca P71l <) =PEc<T< 0)
=P(T< ¢)-PI'S-¢).  (6)

Dengan menggunakan ekspansi Edgeworth,

persamaan (6) menjadi

did+"*plddd-1' plddd+ -
b+ pl-dd-d i -9+

Karena p; adalah fungsi genap untuk j ganjil,
maka untuk setiap j ganjil berlaku pfc) -p(-
¢) = 0. Juga, karena p; adalah fungsi ganjil
untuk ; genap, maka untuk setiap j genap
berlaku p(c) - p{-c) = 2 p{c). Selain itu, juga
berlaku ¢(-¢) = ¢(c¢) dan (D(— c): 1- CD(c).

Sehingga, diperoleh

1 —a=Mc) -1+ 2{/1'i pz(cMc) +n? m(cMc) +- } ,
atau

1—% =®(c)+n" p,(cIplc)+n pu(chc)+-

Selanjutnya, dengan menggunakan ekspansi

Cornish-Fisher diperoleh

c(P=z:+ n"p_a,(:;) + n"}m(;’;) +..., (7)
dimana & = /-a/2. Analog dengan persamaan
(7), diperoleh

(B)=zs+ ' Py @)+ 07 Py @)+ ...

(®)
Menurut  Hall (1992, hal. 69), diperoleh

hubungan
) = o) dan - p, - O™
Akibatnya, jika persamaan (7) dikurangkan

ke persamaan (8), maka diperoleh
«(B)-cB) = n' Py )+ parlad + 0
2{ [341 (29 + pu(z)}t ...

=-n'{ Py (22 + P2 (z2) JOL77)
= 0,7,

sehingga bukti sudah lengkap.
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KESIMPULAN

1. Metode bootstrap parametrik yang
diterapkan pada prediksi error versi
studentized,  menghasilkan  interval

prediksi  yang lebih  baik  bila

dibandingkan dengan versi non-

Studentized.
2. Untuk suatu model ﬁ,,= B+ O,(mn"?),

diperoleh peluang coverage

PR €2,(B)) = 1-a+ 0,0

dan

P(ym ek, (,5 )) = l-a+ 0,(n™).
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