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ABSTRAK
Dalam makalah diperkenalkan konsep penjumlahan subnear-ring fuzzy, penjumlahan ideal fuzzy dari near-
ring, dan membuktikan beberapa sifat dari konsep ini. Hasil dari penelitian ini adalah penjumlahan dari subnear-
ring fuzzy adalah subnear-ring fuzzy, dan penjumlahan ideal fuzzy dari near-ring adalah ideal fuzzy dari near-ring.

Kata kunci: jumlah, subnear-ring fuzzy, ideal fuzzy.

ABSTRACT
This paper introduce the concept on sum of subnear-rings, sum of fuzzy ideals of a near-ring, and prove
some properties of this concept. Result of this research is the sum of fuzzy subnear-ring is the fuzzy subnear-
ring, and the sum of fuzzy ideals of near-ring is the fuzzy ideal of near-ring.

Keywords: sum, fuzzy subnear-ring, fuzzy ideal.

1. Pendahuluan

Penelitian terkait dengan struktur aljabar fuzzy telah banyak dilakukan oleh peneliti-

peneliti sebelumnya, diantaranya Abou-Zaid [2] memperkenalkan konsep Near-ring fuzzy.
Menurut Pilz [6], near-ring merupakan struktur aljabar yang melibatkan dua operasi biner,
dimana terhadap operasi pertama membentuk grup yang tidak harus abelian, dan terhadap
operasi kedua membentuk semigrup, dan terhadap operasi pertama dan kedua, cukup dipenuhi
salah satu sifat distributif kiri atau kanan.
Penelitian near-ring fuzzy selanjutnya dikembangkan pada konsep subnear-ring fuzzy, dan
ideal fuzzy dari near-ring. Beberapa penelitian terkait dengan ideal fuzzy dari near-ring telah
dilakukan oleh Abdurrahman et al [1] diantaranya adalah ideal fuzzy dari near-ring, yang
meliputi hubungan antara ideal dengan ideal fuzzy dari suatu near-ring. Dalam tulisan ini
akan disajikan hasil kajian teori tentang penjumlahan subnear-ring fuzzy dari suatu near-ring.
Ide tulisan ini dimotivasi oleh pernyataan Satyanarayana et al [7] menyatakan, jika A dan B
adalah ideal dari suatu near-ring R, maka A + B adalah ideal dari R. Dari sifat in1 muncul
suatu pertanyaan, apakah sifat ini berlaku juga pada ideal fuzzynya? Berangkat dari
permasalahan ini, maka dalam tulisan ini akan dibicarakan hasil penjumlahan dari subnear-
ring fuzzy, yang meliputi penjumlahan ideal fuzzy dari suatu near-ring.

2. Metode Penelitian

Penelitian ini dilakukan berdasarkan studi literatur dari berbagai sumber baik berupa
buku, atau jurnal ilmiah, khususnya yang berkaitan dengan near-ring, subnear-ring, ideal near-
ring, near-ring fuzzy, subnear-ring fuzzy, dan ideal fuzzy near-ring.

Pada tahap awal dipelajari konsep-konsep dasar tentang near-ring, subnear-ring, dan ideal
near-ring. Konsep dasar ini yang nantinya akan banyak membantu dalam memahami konsep
near-ring fuzzy, subnear-ring fuzzy, dan ideal fuzzy near-ring.

Setelah memahami konsep near-ring fuzzy, subnear-ring fuzzy, dan ideal fuzzy near-ring,
selanjutnya mendefinisikan penjumlahan dari dua subset fuzzy, membuktikan beberapa lemma
atau teorema yang terkait, dan menentukan asumsi-asumsi sehingga terbentuk sifat baru,
yvang mendukung pada pembuktian hasil penjumlahan antara subnear-ring fuzzy, dan
penjumlahan antara ideal fuzzy near-ring.
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Langkah terakhir, dengan menggunakan lemma atau teorema yang saling terkait, maka
dibuktikan lemma atau teorema dari hasil penjumlahan antara subnear-ring fuzzy, dan
penjumlahan antara ideal fuzzy near-ring.

3. Hasil dan Pembahasan

Sebelum membahas hasil dari penjumlahan antara subnear-ring fuzzy, dan penjumlahan
antara ideal fuzzy near-ring, berikut diberikan beberapa definisi, lemma, dan teorema yang
mendukung pada pembahasan selanjutnya.

Definisi 1. (Pilz, [6]) Himpunan R tidak kosong dengan dua operasi biner + dan . disebut near
ring, jika memenuhi:

(1) (R, +) adalah grup (tidak harus grup abelian),
2) (R,.) adalah semigrup,
(8) untuk setiap x,y,zeR berlaku salah satu sifat distributif kanan atau kiri

(i). distributif kanan : (x+y).z=x.z+y.z

(ii). distributif kiri cx.(ytz)=x.y+tx.z

Suatu near-ring disebut near-ring kanan jika memenuhi aksioma (1), (2), dan (3) bagian

(1), dan disebut near-ring kiri jika memenuhi aksioma (1), (2), dan (3) bagian (i1). Selanjutnya
yang dimaksud near-ring adalah near-ring kiri, kecuali ada keterangan lebih lanjut, dan x-y
dapat juga ditulis xy.

Definisi 2. (Clay, [3]) Diberikan near-ring R. Subgrup H dari R disebut subnear-ring dari R,
Jjika memenuhi HHCH.

Pada near-ring, grupnya tidak harus abelian terhadap operasi +, maka dalam
mendefinisikan ideal dari near-ring subgrupnya harus merupakan suatu subrup normal.

Definisi 3. (Clay, [3]) Diberikan near-ring R. Subgrup normal [ dari R disebut ideal dari R,
Jika

(1). RIcI

(2). (r +1)s —rsel untuk setiap r, seR dan iel.

Subgrup normal I dari R, memenuhi kondisi (1) disebut ideal kiri dari R, dan memenuhi
kondisi (2) disebut ideal kanan dari R.

Definisi 4. (Mordeson et al., [5]) Diberikan X adalah himpunan tidak kosong. Suatu
pemetaan « disebut subset fuzzy dari X jika a: X — [0, 1]. Selanjutnya himpunan semua subset
fuzzy dari X dinotasikan dengan F(X).

Definisi 5. (Mordeson et al., [5]) Jika o,f<F(X), maka untuk setiap x eX:
(1) acpjika dan hanya jika o(x) < B(x),
(2) (oNPx) = min{a(x), B(x)}.

Definisi 6. (Kandasamy, [4]) Diberikan near-ring R dan aclF(R). Subset fuzzy o disebut
subnear-ring fuzzy dari R jika untuk setiap . 1y € R berlaku:

ol — y) >minfo(x), o(y)}, dan ol xy) > minfa(x), ol y)

Definisi 7. (Kandasamy, [4]) Diberikan near-ring R dan aclF(R). Subset fuzzy o disebut ideal
fuzzy dari R, jika untuk setiap i, iy. z eR berlaku:

(1) ol — y) > minfo(x), oy)},
2) ox)=aly+x—y)
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(3) olxy) >oly), dan
4 of(z+ 2)y — xy) >of2).

Suatu p disebut ideal kiri fuzzy dari R jika memenuhi kondisi (1), (2), dan (3), sedangkan
u disebut ideal kanan fuzzy dari R jika memenuhi kondisi (1), (2), dan (4).

Lemma 8. (Abdurrahman et al., [1]) Diberikan near-ring R. Jika o adalah subnear-ring fuzzy
dari R, maka o{OR) > o), dan of —i:) = o) untuk setiap weR.

Definisi 9. (Abou-Zaid, [2]) Diberikan near-ring R, dan a, BeF(R). Penjumlahan o dan B
didefinisikan dengan,

sup[min{a(y), 8(z)}], z=y+=z

(aBp)r) = {01 A

untuk setiap x eR.

Setelah diberikan definisi, lemma, dan teorema yang mendukung pada pembahasan hasil
dari penjumlahan dari subnear-ring fuzzy, dan hasil penjumlahan dari ideal fuzzy near-ring,
berikut disajikan lemma dan teorema yang menjadi bahasan dalam tulisan ini.

Lemma 10. Jika « dan B adalah subnear-ring fuzzy dari near-ring R, maka (aﬂ%ﬂ)((lg) > (aBp)
{ix), dan (aBp)—x) = (aBp)r) untuk setiap € R.

Bukti:
Diambil sebarang xeR, maka x =y + z untuk suatu y, ze R. Mengingat o dan p adalah subnear-
ring fuzzy dari R, maka menurut Lemma 8: o{Og) > a(y), A0r) > fz), dan flx) = K—x).
Akibatnya:

(aBp)(Or) =sup[min{e{Or), BOr)} > sup[minf{a(y), Bz)} = (B p)(x).

dan,

(aEBﬂ)(.‘I:) :sup[min{a(()g), ﬂ(;f:)}] :sup[min{a((]g), ﬂ(—:f:)}] = (aEB,B)(—.’I:). [

Teorema 11. Diberikan « dan p adalah subnear-ring fuzzy dari near-ring R. Jika f adalah
subgrup normal fuzzy dari R, maka aBf adalah subnear-ring fuzzy dari R.

Bukti:
Diambil sebarang x, yeR dengan x =a + b dan y =c¢ + d untuk suatu q, b, ¢, d eR, maka:
(abPB)x-y) =(abPf)a+b-(c+d)=(aBp)a-c+c+b-c-d)
=sup[min{a(a —c), flc +b -c—d)}]
sup[min{min{o(a), afc)}, min{f(c +b - c), f(d)}}]
sup[min{min{a(a), a(c)}, min{f(b), f(d)}}]
2 min[sup{min{a(a), B(b)}}, sup{min{a(c), f(d)}}]
min{(abp)x), (abp)y)h

Y

\/

dan
(abB)xy) = (aBp)(x(c +d)) = (abB)(xc +xd) = sup[min{a(xc), fxd)}
> sup[min{a(c), B(d)}] = min{(aLp) ), (aDBy). |

Teorema 12. Jika a dan S adalah ideal fuzzy dari near-ring R, maka oBf adalah ideal fuzzy
dari R.

Bukti:
Mengingat « dan g adalah ideal fuzzy dari near-ring R, maka menurut Teorema 11, berlaku: («

EP)(x — y) > minf(aBp)x), (aBp)y)}, untuk setiap x, yeR.

Selanjutnya, diambil sebarang x, vy, zeR dengan x = a + b, dan y = ¢ + d untuk suatu q, b, c,
deR, maka:
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(BB +x-y) = (aBpf)(y+a+b-y)=(abBpf)(y +ta-y+y+b-y)
sup[min{a(y +a-y), fy +b-y)}]
sup[min{a(a), B(b)}] = (aEl_%/j’)(;'L‘), dan
(aBP(x +2)y —xy] =(aBB)(x +2)y—xy +Or ]
= sup[min{af(x + 2)y — xy], f(Or)}]

>sup[min{a(z), S(Or)] = (aﬂ%ﬂ)(z). 0

Lemma 13. Diberikan near-ring R. Jika a dan B adalah ideal fuzzy dari R, maka untuk setiap
r.yeR:

(1) (aBB)fx + y) = (b)Y + ), dan

2) (@Bp)x — y) =(aBB)Or) maka (aFB)(x) = (aBBNy).

Bukti:
(1) Mengingat a dan B adalah ideal fuzzy dari R, maka menurut Teorema 12, &34 adalah ideal
fuzzy dari R.
Diambil sebarang . 1eR, maka ((xEBB)(Z) = (uhBB)(— + 2 + =) untuk setiap @, zeR yang
mengakibatkan,
(@B +y) =(aBh(—v + [x +y| +a) =(BA([~2 + 2] + y + x)
=(aBB(y + ),
(2) Misalkan aPp ideal fuzzy dari R dan (aBg){z — y) = (aBp)0r) untuk setiap ., yeR.
Diambil sebarang :. 77e R, maka
a) (abpr) =(@Bp)r+O0r)=(aBB(r + [~y +y]) =(aBBN[r — y] +y)
=(a®p)([x — y] — [—y]) 2 minf(aDpa — y), (B —y)}
=min{(aBp)0r), (aBB)y)} = (abpNy).
b) (DY)  =(aBA(—y) = (DB Or — y) = (a®B [~z + 2] — y)
=(a®p)—v + [v — y]) = (@Dp(—2 — [=(x = y)])
> min{(abp) —x), (B —[r — y])}
= min{(@Bp)x), (aBps — y)} = minfab)(x), (DB OR)}
=(aFp)x).
Berdasarkan a) dan b), maka (a®Bg)x) = (aB)y) untuk setiap ., yeR. [

Lemma 14. Diberikan near-ring R, dan a, BeF(R).
1) Jika adan fadalah ideal fuzzy dari R, maka of \f ideal fuzzy dari R.
2) Jika aideal kanan fuzzy, dan fideal kiri fuzzy dari R, maka oBpcof\p.

Bukti:
1). Mengingat o dan B adalah ideal fuzzy dari R, maka of | adalah ideal fuzzy dari R, karena
untuk setiap i, 1/, i€ R, berlaku:
a). (NPNr —y) =minfo{x —y), Az —y)}
> min{min{a{x), o{y)}, min{Xx), By}
=minfo(x), ay), flx), By}
=min{minfo{xr), fx)}, minfoly), fy)i}
=min{(a\B)x). (o \BY )
b). (e\pNix) =min{alx), flx)} =minfy + = —y), fy + 1 — y)
=By + = —y),
o). (eN\B)xy) = minfa{ry), Blry)} >minfaly), By} =(\B)y), dan
Ad). (NP (x+ i)y — zy) =min{ oA(x+ i)y — xy), A(x+i)y — zy)}
>min{ o), Bi)} = (o 1B7)
2) Misalkan aideal kanan fuzzy, dan gideal kiri fuzzy dari R.
Selanjutnya, diambil sebarang xeR, dengan x =y + z, untuk suatu y, zeF.
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Kasus 1:
Jika (aBp)(x) = 0, maka 0 = (aBB)(x) < (of \A)(Ur), yang mengakibatkan untuk setiap xeR,
berlaku: (aBp)(x) < (o \B)(x). Dengan kata lain, B C o 5.

Kasus 2:

Jika (aop)(x) = sup[min{a(y), f(z)}].
Mengingat of |5 adalah ideal fuzzy, fideal kiri fuzzy, dan «ideal kanan fuzzy dari R, maka

(eNB(x) 2 min{a(x), f(x)}, fx) = p(yz) 2 f(z), dan
alx) = a(yz) = a((Vg +y)z —0gz) = aofy).
Akibatnya (a&p)(x) < min{o(x), f(x)} < (ef\B)(x). Dengan kata lain, a&ECoNB. [

Lemma 15. Diberikan a dan f adalah ideal fuzzy dari near-ring R. Jika o'(x) = o) + 1 — «
(Op), untuk setiap o €F(R) dan xeR, maka (aBf)* adalah ideal fuzzy dari R dan (aBp)C(adb
B
Bukti:
Misalkan & dan fideal fuzzy dari R dan o, f€F(R) dimana o'{(x) = o{x) + I — o{Og), dan g{x)
= ﬂ( B +1 - ﬂ( ()g) untuk setiap z:eR. Akan dibuktikan (ed38)" ideal fuzzy dari R, dan (BB (a
£
Mengingat « dan g adalah ideal fuzzy dari R, maka menurut Teorema 12, a3 ideal fuzzy dari
R, sehingga untuk setiap , ¥, z€R, berlaku:
D) (aBp) (e —y) =(aBp(x —y)+1-(aBB)0r)
>minf(aDBr), (@BpNy) + 1 - (aBp)0r)
=minf(a®pNir) + 1 - (@B 0r), (aBB)y) + 1 - (BB 0r)}
= min{(aBp) (), (BB (y).
2) (aBp){ry) =(a®pry) + 1 - (aBA(0R)
> minf(aBp)x), (abpfy)} + 1 — (abp)Ur)
=minf(aBp)r) + 1 — (aBPNOR), (abply) + 1 — (B Or)}
=min{(acbp)' (), (aBp)(y)1
2) (adB(y+ 1 —y) =By + 2 — y)+ 1 - (aBp)0r)
= (aBpr) + 1 ~(aBP(OR) = (B (r).
3) (abp)(ry) = (aBpry) +1-(aBP)(0r) 2 (@B y) + 1 - (abp)0r)
= (aBp(y).
4 (abp((x+2)y —xy) =(@Bpl(x+2)y —xy) +1 - (aBp)(Or)
2> (a®p)(z) + 1 - (aBpKOR) = (abp) ().
5) Mengingat (aB8){0g) = (aBp)0g) + 1 — (BB 0r), dan (aBp){0r), (aBp)0r) €/0,1], maka
nilai keanggotaan dari (a&8)"(0r) = 1. Akibatnya
(Bp)x) S(a%Bﬂ)((]R) <I= (aéBﬂ)*((]R) untuk setiap zeR.
Karena (ab8)(0g) <1 dan (aBf)" (x) = (abp)(x) + 1 — (aBp)0r), maka (aBp) ) < (aEp)
( ;L') untuk setiap reR, yang mengakibatkan (a&:8)< (b p)".
Berdasarkan analisis di atas, maka (a38)- adalah ideal fuzzy dari R, dan (a8 (abp)*.

Lemma 16. (Swamy et al., [8]) Diberikan near-ring R. Jika ai, as, ..., an adalah ideal fuzzy
dari R, maka aiBa2D> ... Dan adalah ideal fuzzy dari R.

Bukti:
Misalkan ai, az, ..., an adalah ideal fuzzy dari near-ring R. Akan dibuktikan a:PBa=TF ... Pan
ideal fuzzy dari R.
Untuk membuktikan aifasd ... Pan adalah ideal fuzzy dari R, digunakan induksi matematika
padan > 2.
1). Untuk n =2, maka menurut Teorema 12, a1z adalah ideal fuzzy dari R.
2). Asumsikan untuk n =k, ai DD ... S ar adalah ideal fuzzy dari R.
Akan dibuktikan untuk n =k + I, ciPa2® ... BarnFor + 1 adalah ideal fuzzy dari R.

5
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Mengingat a:iB a2 ... Par, dan ax + 1 adalah ideal fuzzy dari R, maka menurut Teorema 12,
arFaxd ... FoarFor + 1adalah ideal fuzzy dari R.
Dari semua kasus, terbukti bahwa aiBae® ... BarBor + 1 adalah ideal fuzzy dari R. Oleh karena
itu dengan prinsip induksi matematika, disimpulkan bahwa aidBa® ... Pan adalah ideal fuzzy
dari R, untuk semua bilangan bulat positif n. [J

Akibat 17. Diberikan near-ring R. Jika ai, a, ..., an adalah ideal fuzzy dari R, maka (crF oz
w. )" adalah ideal fuzzy dari R.

4. Simpulan

Hasil penting atau sifat yang dapat dijadikan sebuah kesimpulan dari tulisan ini adalah

penjumlahan dari dua (lebih) ideal fuzzy dari suatu near-ring R, menghasilkan ideal fuzzy dari
R.
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