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Abstrak

Pemodelan matematika telah banyak digunakan untuk memahami permasalahan

nyata. Model matematika dapat diselesaikan secara analitik. Namun, apabila model

matematika tersebut semakin kompleks, maka solusi analitik tidak mudah diper-

oleh dan pendekatan numerik digunakan. Dalam artikel ini, pendekatan numerik

dengan Metode Transformasi Diferensial (MTD) multi-step yang menghasilkan so-

lusi deret konvergen digunakan untuk mencari solusi dari model matematika penye-

baran penyakit SEIRS yang autonomous dan non-autonomous. Metode ini dike-

nal juga dengan metode semi analitik karena kita dapat menuliskan solusi anali-

tik dari model yang dicarikan solusinya. Dalam artikel akan dikonstruksi metode

tranformasi diferensial untuk model SEIRS autonomous dan nonautonomous dan

menganalisis akurasi dengan cara membandingkan dengan metode Runge-Kutta.

Metode transformasi diferensial multi-step dapat memberikan aproksimasi solusi

yang baik dari model matematika SEIRS autonomous dan non-autonomous. Na-

mun, kinerja dari metode ini lebih baik pada model autonomous.
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Abstract

Mathematical modeling has been widely used to understand real prob-
lems. The solutions of a mathematical model can be obtained analyti-
cally. However, when the model becomes complex, it is not analytically
tractable and therefore, numerical approach has been used. In this arti-
cle, The Multi Step Differential Transformation (MTD) has been con-
structed for solving SEIRS autonomous and nonautonomous epidemic
models. The results are compared to that produced by the Runge-Kutta
method, a widely used method. It is found that the Multi Step Dif-
ferential transformation method can provide a good approximation of
the solution of SEIRS autonomous and nonautonomous epidemic model
where the performance of the method for solving autonomous model is
better.
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1. Pendahuluan

Pemodelan matematika telah banyak digunakan untuk memahami permasalahan nyata
seperti penyebaran penyakit atau rumor [1, 2]. Apabila model matematika sederhana, solusi
analitik masih mudah diperoleh. Sebaliknya jika model matematika semakin kompleks, maka
solusi analitik tidak mudah diperoleh dan oleh karena itu, pendekatan numerik lebih sering
digunakan. Pendekatan numerik yang umumnya digunakan adalah Runge-Kutta, Euler, Skema
Beda Hingga. Sejauh ini, penyelesaian numerik dengan mengkonstruksi metode transformasi
diferensial sangat jarang digunakan. Hal ini diduga karena pemahaman mengenai metode ini
yang masih sangat kurang. Beberapa riset yang menggunakan metode ini dapat dilihat pada
[3, 4, 5, 6, 7, 8]).

Metode Transformasi Diferensial (MTD) adalah metode numerik dan analitik (semi-
analitik) yang digunakan untuk menyelesaikan masalah persamaan diferensial dengan mem-
berikan solusi dalam deret konvergen. Konsep transformasi diferensial pertama kali diusulkan
oleh Zhou [9] dan aplikasi utamanya berkaitan dengan masalah nilai awal linear dan tak linear
dalam analisis rangkaian listrik. MTD memberikan nilai yang tepat dari turunan ke-n dari
fungsi analitik pada suatu titik dalam kondisi batas yang diketahui. MTD digunakan untuk
memberikan solusi perkiraan untuk masalah tak linear dalam deret konvergen dengan kompo-
nen yang mudah dihitung. Akan tetapi, MTD memiliki beberapa kelemahan, yaitu solusi deret
hanya berlaku untuk masalah sederhana sedangkan tingkat konvergensi untuk masalah yang
lebih luas menjadi lebih sulit untuk dihitung. Untuk mengatasi kekurangan tersebut, telah
dikembangkan MTD Multi-Step. Metode ini digunakan untuk memberikan solusi numerik per-
samaan diferensial dengan mempertimbangkan masalah nilai awal tak linear.

Dalam artikel ini, MTD Multi-Step digunakan untuk mengkonstruksi solusi untuk model
penyebaran penyakit SEIRS autonomous dan nonautonomous. Pada model ini populasi dibagi
kedalam kelompok menurut status kesehatannya yakni Rentan (S), Terpapar (E), Terinfeksi
(I), dan Sembuh (R). Pada model SEIRS autonomous, laju penulara penyakit bernilai konstan
sedangkan pada model nonautonomous, laju penyebaran penyakit adalah fungsi dari waktu.
Keakuratan MTD Multi-Step akan diamati dengan cara membandingkannya dengan metode
Runge-Kutta yang merupakan metode yang paling sering digunakan.

.

2. Metode

2.1. Model Matematika. Model matematika yang digunakan adalah model matematika SEIRS,
yang merupakan model dalam masalah epidemiologi khususnya model untuk dinamika penye-
baran penyakit menular, dimana populasi dibagi kedalam kelompok yang berbeda sesuai dengan
kelasnya: kelompok rentan (S), terpapar (E), terinfeksi (I) dan sembuh (R) [10]. Pada model
ini juga dipertimbangkan waning immunity yakni individu yang telah sembuh dapat kembali
lagi menjadi individu rentan setelah beberapa periode waktu. Model matematika SEIR adalah
sebagai berikut

dS

dt
= µN − βSI

N
− µS + vR,

dE

dt
= β

SI

N
− (δ + µ)E,

dI

dt
= δE − γI − µI,

dR

dt
= γI − vR− µR,

(1)

dimana laju transmisi β konstan pada model autonomous dan β(t) = β0(1 + η sin(2πt + ω))
untuk kasus non-autonomous.
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2.2. Transformasi Diferensial Multi-Step.

Definisi 2.1. Diberikan f(x) adalah fungsi terdiferensialkan maka transformasi diferensial dari
turunan ke k adalah fungsi yang didefinisikan sebagai

F (k) =
1

k!

[
dkf(x)

dtk

]
(2)

dimana f(x) is fungsi sebelum transformasi (fungsi awal) and F (x) adalah fungsi transformasi.

Definisi 2.2. Invers diferensial dari fungsi transformasi didefinisikan sebagai

f(x) =

∞∑
k=0

F (k)(x− x0)k. (3)

Dari kedua persamaan diatas (Persamaan (2) and (3)) diperoleh

f(x) =

∞∑
k=0

(x− x0)k

k!

dkf(x)

dxk
|x=x0 . (4)

Dari Persamaan (4) terlihat bahwa konsep DTM diperoleh dari ekspansi deret Taylor. Dalam
penerapannya, fungsi f(x) diekspresikan dalam deret berhingga yakni

f(x) =

n∑
k=0

F (k)(x− x0)k. (5)

Metode ini sering dikenal dengan metode transformasi diferensial klasik. Metode transformasi
diferensial multi-step menggunakan langkah pada MTD klasik pada setiap selang waktu [11].
Metode MTD multi-step sebagai berikut.

Misalkan akan dicari solusi pada selang waktu (0, X) dan domain waktu tersebut dibagi
kedalam m sub-interval [xm−1, xm]. Untuk domain waktu yang pertama, [0, x1], solusi dari
dari sistem diaproksimasi dengan menggunakan

f1(x) =

n∑
k=0

F1(k)xk. (6)

dengan kondisi awal f1(0) = f0. Untuk sub-interval selanjutnya, m ≥ 2, [xm−1, xm], kondisi
awal adalah nilai f(x) pada waktu akhir t dari sub-interval waktu sebelumnya fm−1(m− 1) =
fm(0) dan solusi diaproksimasi

fm(x) =

n∑
k=0

Fm(k)(x− xm−1)k, x ∈ (xm−1, xm) (7)

Dengan demikian, solusinya adalah gabungan dari solusi pada masing-masing sub-interval se-
bagai berikut

f(x) =


f1(x), t ∈ (0, x1),

f2(x), t ∈ (x1, x2)
...

fm(x), t ∈ (xm−1, xm)

(8)

Dengan menggunakan definisi 2.1 and 2.2, sifat-sifat dari operasi transformasi diferensial
diberikan pada Tabel 1 [5, 6].
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Tabel 1. Operation of differential transform

Original function Transformed function
f(t) = u(t) + v(t) F (z) = U(z) + V (z)
f(t) = au(t) F (z) = aU(z)

f(t) = u(t)v(t) F (z)=
∑k
l=0 V (l)U(z − 1)

f(t) = u(t)v(t)w(t) F (z)=
∑k
l=0

∑l
m=0W (m)V (l −m)U(k − 1)

f(t) = dmu(t)
dtm F (z) = (z + 1)(z + 2)(z + 3) . . . (z +m)U(z +m)

f(t) = du(t)
dt F (z) = (z + 1)F (k + 1)

f(t) = sin(αt+ ω) F (z) = αk

k! sin
(
φk
2 + ω

)
3. Hasil dan Pembahasan

3.1. Transformasi dari model matematika. Dari Model (1), misalkan N adalah total

populasi, Ŝ = S/N ,Ê = E/N ,Î = I/N ,R̂ = R/N dan substitusikan ke Persamaan (1), maka
diperoleh model matematika dalam proporsi sebagai berikut

dS

dt
= µ− βSI − µS + vR,

dE

dt
= βSI − (δ + µ)E,

dI

dt
= δE − γI − µI,

dR

dt
= γI − vR− µR,

(9)

Dengan menggunakan sifat-sifat pada Tabel 1, Model 9 kemudian ditransformasikan. Misalkan
S, E, I and R adalah fungsi transformasi dari S, E, I dan R, maka diperoleh fungsi transformasi
dari Model 9 adalah

S(k+1) =
1

k + 1

(
µ− β

k∑
l=0

I(l)S(k-l)− µS(k) + vR(k)

)

E(k+1) =
1

k + 1

(
β

k∑
l=0

I(l)S(k-l)− (δ + µ)E(k)

)

I(k+1) =
1

k + 1
(δE(k)− (γ + µ)I(k))

R(k+1) =
1

k + 1
(γI(k)− (v + µ)R(k))

(10)

Dengan menggunakan fungsi transformasi (10), maka solusi dari Model(9) adalah invers dari
Persamaan (10),

S(t1) =

N∑
k=0

S(k)(t−t0)k t ∈ [t0 t1] dan S(tm) =

N∑
k=0

SH(k)(t−tm−1)k t ∈ [tm−1 tm],

E(t1) =

N∑
k=0

E(k)(t− t0)k t ∈ [t0 t1] and E(tm) =

N∑
k=0

E(k)(t− tm−1)k t ∈ [tm−1 tm],

I(t1) =

N∑
k=0

I(k)(t− t0)k t ∈ [t0 t1] dan I(tm) =

N∑
k=0

I(k)(t− tm−1)k t ∈ [tm−1 tm],

R(t1) =

N∑
k=0

R(k)(t− t0)k t ∈ [t0 t1] dan R(tm) =

N∑
k=0

R(k)(t− tm−1)k t ∈ [tm−1 tm].
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Kondisi awal untuk selang waktu yang pertama adalah S(0) = S0, E(0) = E0, I(0) = I0,
R(0) = R0. Pada selang waktu selanjutnya, kondisi awal adalah nilai pada waktu terakhir
selang waktu sebelumnya.

Persamaan (10) adalah transformasi untuk model autonomous. Untuk model nonau-
tonomous, laju penularan penyakit adalah

β(t) = β0(1 + η sin(2πt+ ω)) = β0 + β0η sin(2πt+ ω) (11)

Fungsi transformasi dari laju penularan adalah

β(k) = β0 + β0η
(2π)k

k!
sin

(
πk

2
+ ω

)
. (12)

Dengan demikian, model transformasi untuk SEIRS nonautonomous adalah

S(k+1) =
1

k + 1

(
µ−

k∑
k2=0

k2∑
k1=0

β(k1)I(k − k2)S(k2 − k1)− µS(k) + vR(k)

)

E(k+1) =
1

k + 1

(
k∑

k2=0

k2∑
k1=0

β(k1)I(k − k2)S(k2 − k1)− (δ + µ)E(k)

)

I(k+1) =
1

k + 1
(δE(k)− (γ + µ)I(k))

R(k+1) =
1

k + 1
(γI(k)− (v + µ)R(k))

(13)

Solusinya adalah invers dari Persamaan (13).
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Gambar 1. Simulasi Numerik antara Runge-Kutta dan Metode Transformasi
Diferensial Multi-Step untuk model autonomous dan selang waktu adalah 0.01.
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3.2. Simulasi Numerik. Pada bagian ini akan diberikan solusi numerik dari model diatas den-
gan menggunakan metode transformasi diferensial multi-step. Hasil simulasi dari metode Trans-
formasi Diferensial Multi Step akan dibandingkan dengan metode Runge-kutta yang merupakan
metode yang paling sering digunakan untuk menyelesaikan sistem persamaan diferensial. Nilai
parameter yang digunakan adalah β = 0.5 day−1, δ = 1/4 day−1, µ = 1/(65 × 365) day−1,
v = 1/20, γ = 1/10 day−1 [12].

Gambar 1 menunjukkan bahwa TDM dan Metode Rungge-Kutta memberikan solusi yang
serupa. Untuk model SEIRS autonomous, kedua metode memberikan solusi yang serupa dan
time-step adalah 0.01.
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Gambar 2. Simulasi Numerik antara Runge-Kutta dan Metode Transformasi
Diferensial Multi-Step untuk model nonautonomous dan selang waktu adalah
0.0001.

Gambar 2 menunjukkan bahwa pada waktu awal, secara umum metode transformasi
diferensial memberikan solusi yang serupa dengan metode Runge-Kutta, walaupun errornya
sedikit besar ketika ditahun ke lima. Time-step yang digunakan adalah 0.0001. Jika digunakan
time-step yang lebih kecil, maka DTM multi step maka error yang diperoleh menjadi lebih
besar untuk model non-autonomous.

4. Diskusi dan Simpulan

Hasil penelitian menunjukkan bahwa metode transformasi diferensial multi step dapat
digunakan untuk penyelesaian numerik dari sistem persamaan diferensial. Metode ini da-
pat menjadi alternatif metode dalam penyelesaian sistem persamaan diferensial. Walaupun
demikian, waktu yang dibutuhkan untuk menghasilkan solusi lebih panjang dibandingkan den-
gan metode Runge-Kutta. Selain itu, pemilihan selang waktu juga menjadi penting. Apabila
selang waktu makin lebar, maka akan mempengaruhi keakuratan dari solusi. Metode transfor-
masi diferensial sudah dibandingkan dengan metode lain seperti nonstandard finite difference
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scheme [3] dan memberikan hasil yang sejalan dengan keakuratan yang juga tinggi. Walaupun
demikian, time-step juga harus dipilih yang kecil sehingga error yang dihasilkan kecil. Aplikasi
dari metode nonstandard finite difference scheme pada model penyebaran penyakit dibahas
pada [13, 3].
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