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ABSTRAK

Dalam makalah ini akan disajikan bagaimana membangun fungsi Green dari persamaan diferensial linear non
homogen tingkat-n. Salah satu metodenya adalah melalui metode variasi parameter. Solusi umum dari persamaan
diferensial linear non homogen tingkat-n terdiri dari solusi homogen dan solusi non homogen. Solusi non homogen
sering juga disebut solusi partikulir. Selanjutnya dari solusi partikulir inilah dapat dibangun fungsi Green yang
memenuhi beberapa syarat. Fungsi Green ini selain dapat digunakan untuk mencari solusi dari persamaan
diferensial linear nonhomogen tingkat-n, juga banyak digunakan dalam bidang fisika, elektro, komputer dan
sebagainya. Dalam makalah ini pula akan diberikan contoh mencari penyelesaian umum dari persamaan diferensial
linear non homogen tingkat-n dengan fungsi Green.

Kata kunci: persamaan diferensial, solusi homogen, Wronsky, solusi khusus, variasi parameter dan fungsi Green.

ABSTRACT

In this paper, we will be presented how to construct the Green function from nonhomogeneous nth-onder linear
differential equation. One of the methods is by using the method of variation of parameters. The general solution of
nonhomogeneous nth-order linear differential equation consist of homogeneous solution and nonhomogeneous solution.
Nonhomogeneous solution is also called particular solution. Next, we can construct the Green function from the
particular solution, where the Green function must hold some conditions. The Green function beside can be used for
finding the solution of nonhomogeneous nth-order linear differential equation, also can be used in physics, electrical,
computer, etc. In this paper, we give also some examples for finding the general solution of nonhomogeneous nth-order
linear differential equation by the Green function.

Keywords: differential equation, homogeneous solution, Wronsky, particular solution, variation of parameter, and
Green function.

1. Pendahuluan

Pandang persamaan diferensial linear non homogen tingkat-n :

Y™+ a; )y + ap()y ™D + -+ a,()y = f(x)
dengan fungsi f kontinu pada daerah definisinya. Fungsi Green untuk persamaan diferensial di atas
dapat dicari sehingga dengan mudah menentukan solusi umum persamaan diferensial untuk fungsi f
sembarang. Dalam makalah ini akan diperkenalkan membangun fungsi Green dari persamaan
diferensial linear melalui metode variansi parameter/konstanta.

2. Konsep Fungsi Green

Pandang persamaan diferensial linear non homogen tingkat-n:
Y+ a; ()Y 4+ a, ()Y + -+ 4y (0)y = f(x) €8]
Fungsi G(x, t) dikatakan fungsi Green untuk masalah nilai awal persamaan diferensial di atas jika
memenuhi kondisi sebagai berikut :
1. G(x,t) terdefinisi pada daerah R = I untuk x € I dari semua titik (x,t) dengan x dan t terletak
dalam selang I.
G 9%G e . . _
2. G(x,¢), e g merupakan fungsi yang kontinu pada R=1 x I

3. Untuk setiap x, dalam selang I dan fungsi f € C(I), fungsi
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Vo) = f G, Of (D)

adalah solusi persamaan diferensial (1) yang memenuhi kondisi awal y,(x,) = Yz; (x0) =
" — .=, @D —
Yp(X0) ==y, ~(x)=0 [2].

3. Membangun Fungsi Green Dari Persamaan Diferensial Linear
Non Homogen Tingkat-n

Pandang persamaan diferensial linear non homogen tingkat—n:
YW+ @ ()y ™+ ap () y PP 4 -+ ay ()y=f(x) 2

Solusi umum persamaan diferensial di atas adalah y =y, + y,, dengany, merupakan solusi umum
persamaan diferensial homogen dan y, adalah solusi khusus atau solusi partikulir. Misalkan
V1 (%), Y5 (X),..., ¥ (x) solusi basis untuk persamaan diferensial homogennya, maka
Y= c1y1(x) + (%) + -+ +cpyn(x)
dengan ¢, ¢,,..., ¢, merupakan bilangan konstanta. Misalkan solusi khususnya:
Yp = U1 (Y1 +u()yz + -+ Fun(x) ¥y 6]
dengan u, , u, , ... ,u,, ditentukan dari sistem persamaan yang terdiri dari n persamaan :

|{ Wy, + Uya ot Upyy =0
Wy, t Uy, +t Upy =0
L™ + wy ™+t upy™™ =)

Dengan menggunakan aturan Cramer, maka diperoleh:

[ V1 Y2 V-1 0 Vi1 S '
N1 Y2 o Vi-1 0 Yisr S
H . : _ 2_1 H 2_1 2_1
U = yi(n ) yl(n Yo yzﬁ’fl ) f 3’541-1 b Y1(n )
k Vi Y2 - Yn
o Y2 o Yr;
) - n-1)
yl 1 -V
dengank =1,2,...,n (4)

Misalkan W[y, (x), ¥, (x), ..., ¥ (x)] merupakan determinan Wronsky dengan

V1 Y2 o n
y y y
Wy, (1), ¥, (%), e 7 (¥) 1 = L0t !

Ty et -
yl(n ) yz(n ) YT(zn 1)

Misalkan pula Vi (x) merupakan determinan yang diperoleh dari

0
Wy, (x), y2(x), ..... ¥, (x) ] dengan menggantikan kolom, ke —& dengan Iol
1

Y1 Y2 Vi-1 0 Vie+1 Yn
. ' , - 0 ' '
Jadi V, (x) = Y1: YZ: Yk 1 ) ch+1 y:n
-1 - -1 -1 -1
Y1(n ) y1(n Y ylgr—l1 ) 1 1521 b y}(@n )

dengan k=12, .., n

Jadi persamaan (4) dapat ditulis menjadi
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Y1 Y2 Yi-1 0 Yi+1 Yn

Y1 V2 Vi-1 0 Vi+1 Yn £(x)
k W[yl (x)! y2 (x)! ;Yn(x)]
, Ve (). f(x)
uk_

B W[yl(x)l V2 (x)! ,}’n(x)]

Jadi diperoleh

X
AGNIO)
U, = fW[yl dt dengank =1,2,...,n )
Xo

(), y2(©), -, ya (O]

Mensubsitusikan (5) ke dalam (3) diperoleh :

X

_ fyl(x)Vl(t) + o Y, )V, (0)
P Wy (£),2(8), ., Y ()]

f(Odt

X0
v = [ G0 f@ae
Xo
dimana

Goot) = Y1 VL) + -+ ¥, GOV, (8)
' Wy (6), y2(6), o, yn (8]

(6)

Jadi solusi umum persamaan diferensial (2) adalah
X

y=w+ [Gwo.f@a 13
X0
Akan ditunjukkan bahwa G (x, t) yang didefinisikan oleh (6) merupakan fungsi Green untuk persamaan
diferensial (2). Jelas bahwa
X

f G(x, bt). f(t)dt

merupakan solusi khusus dari persamaan diferensial (2) dan G(x, t) memenuhi hal-hal berikut :
1. G(x,t) terdefinisi untuk setiap (x,t) karena W[y, (t),y,(t), ..., ¥,(t)] # 0, untuk setiap t €
[xo,x].
2. G(x,t)kontinu untuk setiap (x,t), karena V,(t),V,(t), ..., V,(t), y;(x), y,(x), ..., ¥, (x) kontinu
untuk setiap(x,t). V;(t), V,(t), ..., V,(t) kontinu, karena y;,y,, ..., ¥, dan turunan-turunannya
kontinu sampai dengan tingkat ke n — 1.

Z—i kontinu untuk setiap (x, t), karena V, (t), V5 (t), ..., V,(£), y; (x), ¥, (%), ..., ¥, (x) kontinu untuk
setiap (x, t).

2273 kontinu untuk setiap (x, t), karena V; (t), V,(t), ..., V,,(£), 1 (x), ¥, (), ..., y,, (x) kontinu
untuk setiap (x, t).

Zx—i kontinu untuk setiap (x, t), karena V, (t), V,(¢t), ..., V, (t), yl(n) (%), yz(n) (x), ..., y,S”) (x) kontinu

untuk setiap (x, t).
3. Dari bangun y,, terlihat bahwa

X
300 = [ 66 Ot
X0
adalah solusi khusus dari persamaan diferensial (2). Jelas bahwa
X

Vp(x0) = f G(x,t).f(t)dt =0
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, [ 9G
700 = [ SLF@de + 6600 £G0) %
X0
Akan dibuktikan G (x, x) = 0, untuk setiap x

_ 11OV +y, (V. (0) + -+ ya DV () _

G(x,x) 0 [1].
W[yl(x)! yZ(x)! !yn(‘x)]
Vi + .V + -+ vl
0 y2 yio 0o Y1 y2 = 0
0 oy A ' ! L 0
=n| 2 % T ee|h (A (R
1 yz(n—l) yrgn—l) yl(n—l) 1 e yr(ln—l) yl(n—l) yz(n—l) w1
Untuk n ganjil maka
Vi +y,V, + -+l
Y2 Y3 o Wn Y1 Y3 o Wn Vi Yo v Va1
=y, 3’2 3’3 Yn _y, )’1 J’3 }’n bt oy, }’1 }’z yysl_l
yz(n—z) y3(n—2) myygn—z) yl(n—Z) y?fn_Z) yT(Ln—Z) }’1(n_2) yz(n—z) y,?:z)
| Y1 Y2 "t In |
Y1 Y2 " Vn
= 3’.1 Y2 o o }’n
yl(.n—z) yz(n‘—z) };1(171—2)

Menurut sifat determinan, karena ada dua baris yang terdiri dari elemen-elemen yang sama, maka
yiVi +yoVo 4+l = 0 [4].

Untuk n genap maka
Vi +y. Vot -ty

V2 Yzt Vn Yi V3t Wn 1 Y2 0 Yn-a
V2 Vs Wn V1 Vs Wn 1 Y2 v Yn-aa
=V : PoftY2| s S () :
yz(n—Z) y?,(n—z) yén—Z) y1(n_2) y?fn—z) yr(ln—z) y1(n_2) yz(n—z) yT(Lrl;Z)
Vi Y2 ot Wn
Vi Y2 ot Wn
—_ — }].1 y? s y:n'

-2) (n=2 =2
yB YD D

Menurut sifat determinan, karena ada dua baris yang terdiri dari elemen-elemen yang sama, maka

yiVi+y. Vo + 4+ Vi =0 [4]. Karena W[y, (t),y,(t), ..., ¥, (t)] # 0, maka G(x,x) = 0. Akibatnya
persamaan (7) menjadi :

, (96
700 = [ Sor@ae
, a6
ypx0) = [ SLF@de =0

. [92G oG
7 @) = [ 55 F@de+ 5 @@
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X
, Y026
vy ) = [ S F@de+0=0

X0

n—2

B xan—lG d
YD () = fmf(t)dHW(x’x)f(t)

n-1
WD) = [0S F(©)de +0 = 0 [5]
Contoh 1.
Bangunlah fungsi Green dari persamaan diferensial 3y + 5y" — 2y = r(x), tentukanlah solusi
umumnya.

Persamaan diferensial homogen: 3y + 5y — 2y =0

Persamaan karakteristik: 3m3+5m?—-2m=0
m@B3m?*+5m—-2)=0
m@Bm—-1)(m+2)=0

Akar-akar karakteristik: m, =0,m, = —2,ms :%

1
Solusi homogen: y, = ¢; + c,e72* + c;e3*

1
nx) =1 y,(x) = e™?* y3(x) = e3”
1
dengan{ () =0  y()=-2e  y@=1e’
I

1 1

Ly =0  30) =4  y/(x) =ed"
1
1 e s 2t 11
1 1 —2e” — e3
_9p,=2t _ 3t 14 5
W[Yl(t);YZ (t)Y3(t)] = 0 ze 3 es = 13 1 = —?e t
11 4e~2t o3t
0 4e72t  _p3t 9
) 9
0 e~ 2t e§t )
_ 1 1 e~2t g3t 7
Vl(t) = 0 —2e 2t § es’’| = 1 1 =—e 3
1 1 26_2t § €§t 3
1 4 2t - §t
e 1 99
1 0 e 11
1 1| |0 geit
no=[0 0 |- 3 l-_Ze
0 1 1 lt 1 §e§t
—e3
o
1 e” 0 ot
@) = |0 —2e2 of=]72¢, 9= -2e%
0 42t 1l %€ 1
Jadi fungsi Green:
G o) = 2 )V, (8) + ¥, ()5 (E) + y3 ()V5(2)
' Wy (£), y,(t), y3(t)]
7 2t -2x 1 1 1 —2t
1. ze 37 ) +e —§e3 + e3%(—2e72)
G(x, t) = T
— e
3 3 9 1
= 212 o200 4 2 300
2t 1a¢ toe
r(t)
f@®= =
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Solusi khususnya:

X
3 9 1 r(t
yp = f _§+_e—2(x t) +7 eg(x—t)>' (3)dt

X0

X

1 3 1
_ =(x—t)
Y, = f 5+ 2(x- f)+7 e3™ ).r(t)dt
X0
Jadi solusi umumnya :
1 1 1 3 1
Y=Cy+qe*x+c¢?ﬁkf<—§+ize*“*)+7e?*”>.dﬂdt

X0
Contoh 2.
Bangunlah fungsi Green dari persamaan diferensial

. , 1
x3y" +2x%y" = 2xy' =1 x> 0,

kemudian akan ditentukan solusi umumnya.

Persamaan diferensial Cauchy homogen: x3y " + 2x%y" — 2xy =0

Persamaan pembantunya:
mim—-1)(m-2)+2m(m—-1)—-2m=0
m((m—-1)(m—-2)+2(m—-1)—-2)=0
mm?—-3m+2+2m—-2-2)=0
mm? -m-2)=0
mim+1)(m—-2)=0
m;=0m,=-1my;=2

Diperoleh solusi homogen : y, = ¢; + c,x~ 1 + c3x?

n(x)=1 yy(x) =x7t y3(x) = x?
dengan { y;(x) =0 Ya(x) = —x72 y3(x) = 2x
y (x)=0 v, (x) = 2x73 yi(x) =2
L I
Wi ©.01= |0 -2 2 =]} 2= -6t
0 2t73% 2
0 tt ¢? 1 g2
Vi) = —t72 2t|=|" ., =2+1=3
) =
1 0 t?
0 2t
Vy(t) = 0 Zt | |— —2t
0 1
o=l -2 of=[; J=-
0 2t3 1
Jadi fungsi Green:
Y1V (@) + y2()Vo () + y3(x)V5(t)
G(x,t) =
]f/[h(t):hgt):%gt)]
1.3 +x71(=2t) + x2(=t7?)
G(x'?= 1 B
— 2 By=1 4 22
21: 1+ 31: + 6x
f@) = t_3+t_4

Dengan memilih x, = 1, maka solusi khususnya :
X

—f( 1t2+1t3 ‘1+1 2) (1+1)dt
T = 2 3° % 6" )\

1
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1 1 1 1 1 1

=[(-stt—ct 2+ x st a3 - Zt‘4>dt

Y f( 2 2 g ¥ Tzt X T 6"
1

1 1 1 1 1 1
Vp = —Elnltl +-t - x4 o x7Hn|t] - =Xt — Exzt*q

2 3 3 12
L PRI DU IO SAPPOUE I ISV S5 SUPRE B B
Yp T Tl T g X T T8 Y 7273 TY gt
= x4 e = x4+ x kx|
yp—gx 36x znx 3x nix 4

Jadi solusi umumnya :

1 5 1 1
y=c1 +cx7t +cgx? +§x‘1 +%x2 —Eln|x|+§x‘1ln|x| ~2

1 1
y=A+Bx '+ Cx?— Eln|x|+§x‘1ln|x|

4. Simpulan

Berdasarkan hasil pembahasan maka diperoleh kesimpulan bahwa melalui variasi parameter dapat
membangun fungsi Green suatu persamaan diferensial linear non homogen tingkat-n. Tujuannya agar
dapat menentukan solusi persamaan diferensial untuk fungsi f sembarang.
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