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Abstrak

Pneumonia merupakan penyakit infeksi saluran pernapasan yang menyerang paru-

paru. Salah satu upaya yang dapat dilakukan untuk mengendalikan penyebaran

penyakit ini adalah dengan melakukan pengobatan dan vaksinasi. Pada artikel ini

dikonstruksi model matematika penyebaran penyakit pneumonia dengan intervensi

pengobatan dan vaksinasi. Model matematika tersebut dikaji secara analitik dan

dilakukan simulasi numerik. Kajian analitik meliputi keberadaan titik keseimban-

gan dan kestabilan lokalnya, serta bilangan reproduksi dasar R0. Dengan simulasi

numerik didapat informasi bahwa intervensi vaksinasi dan pengobatan mampu me-

ngendalikan penyebaran penyakit pneumonia.

Kata kunci: epidemiologi matematika, titik keseimbangan, R0 , kestabilan lokal.

Abstract

Pneumonia is a respiratory tract infection that attacks the lungs. One
of the efforts that can be done to control the spread of this disease is by
treatment and vaccination. In this article, a mathematical model of the
spread of pneumonia with treatment and vaccination was constructed.
The model was analyzed analytically and numerical simulation was car-
ried out. The analysis includes existence of equilibrium points, the local
stability of the points, and basic reproduction number R0. By numerical
simulation, it was found that the vaccination and treatment interven-
tions were able to control the spread of pneumonia.

Key words: mathematical epidemiology, equilibrium point, basic reproduction num-

ber, local stability.

1. Pendahuluan

Pneumonia atau paru-paru basah merupakan infeksi saluran pernapasan yang menyerang
paru-paru. Pneumonia disebabkan oleh infeksi mikroorganisme, antara lain jamur, bakteri, dan
virus. Infeksi tersebut menyebabkan peradangan pada alveoli sehingga organ tersebut dapat
dipenuhi cairan atau nanah. Streptococcus pneumoniae merupakah bakteri penyebab paling
umum pneumonia [14].
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Menurut World Health Organization (WHO), pneumonia adalah penyakit menular yang
menyebabkan kematian terbesar pada anak-anak di seluruh dunia. Pada tahun 2017, pneumo-
nia mengakibatkan kematian sekitar 808.694 anak di bawah usia 5 tahun. Menurut Centers
for Disease Control and Prevention, lebih dari satu juta orang terjangkit penyakit pneumonia
setiap tahun di ruang gawat darurat. Sekitar 50.000 orang meninggal karena infeksi penyakit
tersebut setiap tahun [2]. Kelompok usia yang sangat rentan terkena penyakit pneumonia
adalah anak kecil dan orang dewasa yang berusia di atas 65 tahun.

Menurut WHO, pneumonia dapat menyebar dengan secara langsung dan tidak langsung.
Penyebaran pneumonia secara langsung dapat melalui tetesan air liur penderita pneumonia,
droplet dari batuk atau bersin yang terbawa udara yang kemudian terhirup oleh orang sehat
lain. Penyebaran pneumonia secara tidak langsung dapat terjadi jika orang sehat menyentuh
benda yang telah terkena percikan air liur penderita pneumonia, lalu menyentuh mulut dan
hidung [2].

Proses infeksi pada pneumonia dapat dibagi menjadi dua, yaitu proses infeksi cepat (fast
infection) dan proses infeksi lambat (slow infection) [3]. Pada proses infeksi cepat, gejala
penyakit pneumonia muncul dalam waktu 24 - 48 jam. Pada proses infeksi lambat, gejala
penyakit pneumonia muncul dengan lambat setelah beberapa hari kemudian [10].

Pneumonia dapat dicegah dengan beberapa cara, yaitu dengan melakukan vaksinasi dan
menjaga kebersihan. Salah satu vaksin yang dapat mencegah penularan pneumonia adalah
vaksin pneumokokus. Vaksin tersebut berguna untuk melindungi manusia terhadap bakteri
Streptococcus pneumoniae. Vaksinasi umumnya direkomendasikan untuk kelompok usia yang
sangat rentan tertular pneumonia, yaitu: anak-anak di bawah lima tahun, orang dewasa yang
berusia di atas 65 tahun, dan individu dengan kondisi penyakit tertentu, seperti penyakit
jantung dan ginjal. Vaksin tersebut mungkin tidak selalu dapat mencegah pneumonia, tetapi
dapat mencegah komplikasi serius. Vaksin pneumokokus biasanya diberikan selama jadwal
vaksininasi anak-anak di bawah lima tahun [1].

Penderita dengan kasus pneumonia yang kronis, dibutuhkan penanganan medis lebih
lanjut dan melakukan rawat inap di rumas sakit [4]. Menurut WHO, penderita pneumonia
harus diobati dengan pemberian antibiotik dan rawat inap hanya direkomendasikan untuk
kasus pneumonia yang kronis [14].

Penderita pneumonia biasanya membaik setelah tiga sampai lima hari pengobatan de-
ngan pemberian antibiotik, sedangkan penderita yang membutuhkan perawatan di rumah sakit
mungkin membutuhkan waktu yang lebih lama untuk proses penyembuhan. Pneumonia meru-
pakan penyakit yang dapat sangat fatal karena angka mortalitas hingga 30% untuk penderita
pneumonia kronis yang membutuhkan perawatan intensif oleh tenaga medis. Secara keselu-
ruhan, sekitar 5% - 10% penderita yang dirawat di rumah sakit meninggal karena penyakit
tersebut [13].

Penderita pneumonia akan menimbulkan gejala dengan durasi yang bervariasi berdasarkan
jenis pneumonia dan status kesehatan penderita tersebut. Individu yang sebelumnya se-
hat, pneumonia dapat menjadi penyakit ringan, yang sembuh hanya dalam dua hingga tiga
minggu. Pada kelompok usia yang memiliki imun yang lemah, kelompok lanjut usia, dan pengi-
dap penyakit kronis atau masalah kesehatan lainnya, pemulihan dapat memakan waktu enam
hingga delapan minggu [13].

Model matematika untuk penyakit menular telah diakui sebagai metode yang dapat mem-
berikan pemahaman mengenai dinamika infeksi dalam tubuh, dinamika penularan dalam popu-
lasi manusia, dan perumusan atau implementasi program pengendalian penyakit [9]. Penelitian
model matematika penyebaran penyakit pneumonia telah banyak dilakukan, antara lain; model
matematika penyebaran penyakit pneumonia dengan faktor vaksin [11] dan model matematika
penyebaran penyakit pneumonia dengan model SV EIR [15].

Pada artikel ini dikonstruksi suatu model matematika dengan tujuan untuk menganalisis
penyebaran penyakit pneumonia dengan intervensi vaksinasi dan pengobatan. Mengacu pada
penelitian-penelitian sebelumnya yang menggunakan intervensi vaksin dan pengobatan, model
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yang dikonstruksi pada artikel ini mempertimbangkan efektivitas vaksin yang tidak 100%,
proses infeksi lambat dan proses infeksi cepat, serta faktor berkurangnya kekebalan tubuh
pada penderita yang telah sembuh yang kemudian dapat menjadi rentan kembali. Kebaruan
dari model yang dikonstruksi pada artikel ini adalah model mempertimbangkan proses infeksi
lambat dan proses infeksi cepat pada pneumonia.

2. Model Matematika

2.1. Konstruksi Model. Dalam konstruksi model matematika penyebaran pneumonia de-
ngan intervensi vaksinasi dan pengobatan, populasi manusia dibagi menjadi lima subpopulasi,
yaitu:

(1) Subpopulasi rentan S, yaitu subpopulasi yang rentan terhadap infeksi pneumonia.
(2) Subpopulasi tervaksin V , yaitu subpopulasi yang telah mendapat vaksin.
(3) Subpopulasi terpapar E, yaitu subpopulasi yang telah terinfeksi penyakit pneumonia,

tetapi belum dapat menularkan pneumonia kepada individu lain.
(4) Subpopulasi menular I, yaitu subpopulasi yang telah terinfeksi pneumonia dan sudah

dapat menularkan pneumonia kepada individu lain.
(5) Subpopulasi sembuh R, yaitu subpopulasi yang telah sembuh dari pneumonia.

Pada konstruksi model tersebut, diperlukan beberapa asumsi sebagai berikut:

(1) Populasi manusia bersifat tertutup dan homogen.
(2) Semua individu yang lahir masuk ke dalam kelompok rentan.
(3) Vaksin tidak efektif 100%.
(4) Individu yang telah sembuh dapat menjadi rentan kembali karena menurunnya anti-

bodi.
(5) Jika individu yang telah tervaksin pneumonia terinfeksi, maka ia menjalani proses

infeksi lambat.
(6) Penyakit pneumonia hanya dapat disembuhkan dengan melakukan pengobatan.
(7) Tingkat kelahiran individu dan tingkat kematian alami sama.

Model yang dikonstruksi memperhatikan dua proses infeksi, yaitu proses infeksi cepat
dan proses infeksi lambat. Pada proses infeksi cepat, jika individu pada subpopulasi rentan S
terinfeksi, maka diasumsikan ia langsung masuk ke subpopulasi menular I. Pada proses infeksi
lambat, ketika individu pada subpopulasi rentan S terinfeksi, maka ia masuk ke subpopulasi
terpapar E, lalu setelah waktu tertentu ia pindah ke subpopulasi menular I.

Lebih lanjut, diagram transmisi penyakit pneumonia dapat dilihat pada GAMBAR 1.

Berdasarkan diagram transmisi pada GAMBAR 1, model matematika penyebaran penyakit
pneumonia dengan intervensi vaksinasi dan pengobatan adalah sebagai berikut:

dS

dt
= λ− υS − βSI − µS + ηR,

dV

dt
= υS − βρV I − µV,

dE

dt
= βρV I + βθSI − µE − σE,

dI

dt
= σE + β(1 − θ)IS − (µ+ τ)I − γI,

dR

dt
= γI − ηR− µR.

(1)

Deskripsi parameter-parameter pada model (1) dapat dilihat pada TABEL 1. Semua parameter
diasumsikan konstan dan positif.

Berdasarkan asumsi, vaksin yang digunakan tidak efektif 100%, sehingga individu yang
telah divaksin masih mungkin terinfeksi pneumonia dengan faktor reduksi efektivitas vaksin
yang diwakili oleh parameter ρ. Model (1) juga mempertimbangkan probabilitas infeksi lambat
yang diwakili oleh parameter θ dan infeksi cepat 1 − θ. Infeksi lambat terjadi ketika individu
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Model 3.png

Gambar 1. Diagram Transmisi Model Matematika Penyebaran Penyakit
Pneumonia dengan Intervensi Vaksinasi dan Pengobatan.

Tabel 1. Deskripsi Parameter pada Model (1).

Parameter Deskripsi

λ Laju rekrutmen

µ Laju kematian alami per kapita

υ Laju vaksinasi per kapita

β Laju sukses infeksi

θ Probabilitas terjadinya infeksi-lambat

η Laju individu pulih kembali menjadi rentan

ρ Faktor reduksi efektivitas vaksin

σ Laju peningkatan infeksi

τ Laju kematian karena infeksi penyakit

γ Laju pengobatan infeksi

rentan terinfeksi pneumonia masuk ke dalam kompartemen exposed terlebih dahulu, sedangkan
infeksi cepat terjadi ketika individu rentan terinfeksi pneumonia langsung masuk ke dalam
kompartemen infectious. Berdasarkan asumsi bahwa pneumonia hanya dapat disembuhkan
dengan pengobatan, kelompok terinfeksi yang menerima pengobatan dan sembuh dimasukkan
ke dalam kompartemen recovered yang diwakili oleh parameter γ. Individu yang telah pulih
dapat menjadi rentan lagi yang diwakili oleh parameter η.

2.2. Analisis Model. Model (1) memiliki titik keseimbangan bebas penyakit

E0 = (S, V,E, I,R) =

(
λ

υ + µ
,

υ λ

µ (υ + µ)
, 0, 0, 0

)
.

Jika program vaksinasi tidak dilaksanakan (ν = 0), maka komponen V pada titik bebas
penyakit E0 bernilai nol.

Bilangan reproduksi dasar R0 adalah banyaknya kasus baru infeksi yang disebabkan oleh
satu individu terinfeksi selama masa menularnya di dalam populasi yang sepenuhnya rentan [5].
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Dengan menggunakan metode Next-Generation Matrix large domain didapat basic reproduction
number

R0 =
β λ [(1 − θ)µ2 + µσ + ρ σ υ]

µ (µ+ υ) (µ+ σ) (µ+ τ + γ)
.

Untuk menentukan kestabilan titik keseimbangan bebas penyakit, dilakukan pelinieran
model (1) di titik keseimbangan bebas penyakit E0. Dari pelinieran tersebut, didapat nilai eigen
λ1 = −µ, λ2 = −µ− η, λ3 = −µ− υ. Selain itu, nilai eigen λ4, λ5 didapat dari persamaan

λ2 + b λ+ c = 0,

dengan

b =
β Λ (1 − θ)

µ+ υ
+ (2µ+ σ + τ + γ) > 0,

c = (µ+ σ) (µ+ τ + γ) (1 − R0).

Kedua nilai eigen λ4 dan λ5 bernilai negatif jika R0 < 1. Akibatnya, didapat teorema berikut.

Teorema 2.1. Titik keseimbangan bebas penyakit E0 stabil asimtotik lokal jika R0 < 1 dan
tidak stabil jika R0 > 1.

Lebih lanjut, model (1) mempunyai titik keseimbangan endemik E1 = (S∗, V ∗, E∗, I∗, R∗),
dengan

S∗ =
(µ+ σ)(µ+ τ + γ)(βρI∗ + µ)

β [(1 − θ)µ2 + (I∗β(1 − θ)ρ+ σ)µ+ ρσ(βI∗ + υ)]
,

V ∗ =
υ(µ+ σ)(µ+ τ + γ)

β [(1 − θ)µ2 + (I∗β(1 − θ)ρ+ σ)µ+ ρσ(βI∗ + υ)]
,

E∗ =
(µθ + ρ(βθI∗ + υ))(µ+ τ + γ)I∗

(1 − θ)µ2 + (I∗β(1 − θ)ρ+ σ)µ+ ρσ(βI∗ + υ)
,

R∗ =
γI∗

η + µ
,

(2)

dan I∗ adalah akar persamaan

AI2 +B I + C = 0, (3)

dengan koefisien A,B,C sebagai berikut

A = ρ β2 [µ3 + (η + γ + σ + τ)µ2 + ((η + γ + τ)σ + η(γθ + τ))µ+ η σ τ ] > 0,

B = −ρλβ2(µ+ η)((1 − θ)µ+ σ) + β(ηµ(µ+ σ)(µ(1 + ρ) + τ + ρ(γ + τ)) + γµθ)

+ηρυ[γµ+ (µ+ σ)(µ+ τ)] + µ(µ+ σ)(γ + µ+ τ)(µ+ µρ+ ρυ),

C = µ (η + µ) (µ+ σ) (γ + µ+ τ) (µ+ υ) (1 − R0).

Jika R0 < 1, maka koefisien C bernilai positif, sehingga kedua akar bernilai positif atau
keduanya bernilai negatif. Jika R0 > 1, maka koefisien C bernilai negatif, sehingga ada satu
akar positif dan satu akar negatif. Persamaan (3) memenuhi konsep biologis jika akarnya
bernilai positif. Selain itu, komponen S∗, V ∗, E∗, R∗ juga bernilai positif jika I∗ bernilai
positif. Lebih lanjut, didapat teorema tentang keberadaan titik keseimbangan endemik sebagai
berikut.

Teorema 2.2. Model (1) memiliki titik keseimbangan endemik jika R0 > 1.

Untuk mengetahui jenis kestabilan titik keseimbangan endemik pada model (1) digunakan
Teorema Castillo-Chavez dan Song. Dipilih β sebagai parameter bifurkasi. Ambang batas β
didapat dari persamaan R0 = 1, yaitu

β∗ =
µ (µ+ υ) (µ+ σ) (µ+ τ + γ)

λµ2(1 − θ) + µσ + ρ σ υ
. (4)
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Ambang batas β∗ pada persamaan (4) disubstitusi ke persamaan (2), kemudian dihitung
matriks Jacobiannya. Seluruh nilai eigen pada matriks Jacobian tersebut bernilai negatif dan
terdapat nilai eigen sederhana 0. Matriks tersebut juga memiliki vektor eigen kanan dan vektor
eigen kiri yang non negatif dan berkorespondensi dengan nilai eigen sederhana 0. Dengan
kondisi tersebut, untuk mencari kestabilan titik keseimbangan endemik dapat menggunakan
rumus untuk mencari parameter a dan b pada Teorema Castillo-Chavez dan Song [8]

a =

n∑
k,i,j=1

vkwiwj
∂2fk
∂xi∂xj

(0, 0),

b =

n∑
k,i=1

vkwi
∂2fk
∂xi∂φ

(0, 0),

didapat a < 0 dan b > 0. Jadi didapat teorema berikut.

Teorema 2.3. Model (1) mengalami fenomena bifurkasi maju di R0 = 1, sehingga mengaki-
batkan titik keseimbangan endemik stabil asimtotik lokal ketika R0 > 1.

2.3. Diagram Bifurkasi. Bifurkasi adalah perubahan perilaku sistem akibat parameter mele-
wati titik kritis (parameter bifurkasi). Pada Teorema 2.3. telah diketahui bahwa model (1)
mengalami bifurkasi maju saat R0 = 1 [6]. Teorema 2.2 dan Teorema 2.3 dapat diilustrasikan
pada GAMBAR 2.

Gambar 2. Ilustrasi Diagram Bifurkasi Model (1).

Titik keseimbangan bebas penyakit stabil asimtotik lokal ketika R0 < 1, dan berubah
menjadi tidak stabil ketika R0 > 1. Pada saat R0 < 1 tidak terdapat titik keseimbangan en-
demik, sedangkan pada saat R0 > 1 muncul titik keseimbangan endemik yang stabil asimtotik
lokal.

3. Hasil dan Pembahasan

3.1. Analisis bilangan reproduksi dasar. Analisis elastisitas bilangan reproduksi dasar R0

terhadap suatu parameter memberikan informasi persentase perubahan R0 terhadap persen-
tase perubahan nilai parameter tersebut. Elastisitas bilangan reproduksi dasar R0 terhadap
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parameter p dihitung dengan menggunakan rumus [8]

εpR0
=
∂R0

∂p
· p

R0
≈ %∆R0

%∆p
. (5)

Untuk simulasi numerik, nilai-nilai parameter yang digunakan pada model (1) adalah
sebagai berikut.

Tabel 2. Nilai Parameter Model (1).

No. parameter Nilai Sumber

1. λ 1000
70×365 asumsi

2. µ 1
70×365 Asumsi

3. υ 0,0621 [7]

4. β β > 0 asumsi

5. θ 0,7 [12]

6. η 0,0241 [7]

7. ρ 0,3 [15]

8. σ 0,01096 [15]

9. τ 0,05 [13]

10. γ 0,0714 [15]

Dengan mensubstitusi data pada TABEL 2 pada rumus elastisitas (5), didapat elastisitas
bilangan reproduksi dasar R0 terdapat parameter seperti pada TABEL 3.

Tabel 3. Elastisitas R0 terhadap Parameter.

Nilai Elastisitas

ευR0
-0,001

ερR0
0,998

εγR0
-0,588

Berdasarkan TABEL 3, jika laju pengobatan γ diperbesar 1%, maka R0 menurun sebesar
0,588%. Jika faktor reduksi efektivitas vaksin ρ diperbesar 1%, maka R0 meningkat 0,998%.
Lebih lanjut, berdasarkan TABEL 3 urutan parameter yang memiliki pengaruh dari terbesar
sampai terkecil pada model (1) adalah faktor reduksi efektivitas vaksin ρ, laju pengobatan γ,
dan laju vaksinasi υ.

Selanjutnya dilakukan analisis sensitivitas bilangan reproduksi dasar R0 terhadap laju
vaksinasi υ, faktor reduksi efektivitas vaksin ρ, dan laju pengobatan γ. Sensitivitas R0 terhadap
parameter p dihitung dengan menggunakan rumus [8]

S p
R0

=
∂R0

∂p
. (6)

Pertama-tama substitusi nilai paramater pada TABEL 2 selain nilai parameter υ, ρ, dan
γ ke persamaan R0, kemudian turunkan terhadap masing-masing parameter tersebut, sesuai
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dengan rumus (6). Akibatnya didapat

∂R0

∂υ
≈ −59.620,151 − 0,1 υ

(1 + 25.550 υ)2
< 0,

∂R0

∂ρ
≈ 3,326 > 0,

∂R0

∂γ
≈ − 0,121

(0,050 + γ)2
< 0.

(7)

Pada persamaan (7) terlihat bahwa, hubungan γ dan υ dengan R0 berbanding terbalik,
sedangkan ρ dan R0 berbanding lurus. Dari analisis tersebut terlihat bahwa semakin besar nilai
ρ, maka semakin besar juga nilai R0, sedangkan semakin besar nilai γ dan υ, maka semakin
kecil nilai R0.

3.2. Simulasi numerik. Nilai parameter yang digunakan pada simulasi numerik ini mengacu
pada TABEL 2 dan nilai β = 0,000405. Sementara itu, nilai awal yang digunakan adalah
(S0, V0, E0, I0, R0) = (400, 100, 200, 200, 100).

Gambar 3. Dinamika Populasi dengan Variasi Laju Vaksinasi υ untuk 300 hari.

Hasil simulasi dari 3 variasi laju vaksinasi υ untuk model (1) dapat dilihat pada GAM-
BAR 3. Kurva merah adalah dinamik subpopulasi ketika υ = 0,5, kurva hijau ketika υ = 0,05,
dan kurva biru ketika υ = 0.

Pada kasus laju vaksinasi υ = 0, subpopulasi individu rentan S cenderung stabil dan
lebih banyak daripada kedua kasus lainnya. Selain itu, pada kasus ini subpopulasi individu
yang telah melakukan vaksinasi V turun menuju nol.

Pada kasus laju vaksinasi υ = 0,05 dan υ = 0,5, subpopulasi individu rentan S men-
galami penurunan dan subpopulasi individu yang telah melakukan vaksinasi V meningkat. Hal
tersebut mengindikasikan bahwa individu rentan S berpindah ke kompartemen vaksinasi V .
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Di samping itu, semakin tinggi nilai υ, maka subpopulasi individu terinfeksi I lebih cepat
menurun. Jadi peningkatan laju vaksinasi υ dapat memperkecil jumlah individu yang terinfeksi
I, sehingga dapat mengendalikan penyebaran penyakit pneumonia.

Semain besar laju vaksinasi υ, semakin kecil subpopulasi sembuh R. Hal ini dikarenakan
ketika nilai parameter υ makin besar, maka makin banyak individu rentan yang mendapatkan
vaksin. Akibatnya, banyaknya individu rentan yang terinfeksi pneumonia I berkurang, se-
hingga individu yang sembuh I juga berkurang.

Gambar 4. Dinamika Populasi dengan Variasi Nilai γ untuk 300 hari.

Hasil simulasi 3 variasi laju pengobatan γ dari model (1) dapat dilihat pada GAMBAR
4. Kurva merah adalah dinamik subpopulasi ketika γ = 0,9, kurva hijau ketika γ = 0,05, dan
kurva biru ketika γ = 0,01.

Pada kasus laju vaksinasi γ = 0,01, terlihat bahwa subpopulasi individu tervaksin V
cenderung menurun, berbeda dengan kasus γ = 0,05 dan kasus γ = 0,9 subpopulasi individu
tervaksin V cenderung meningkat. Semakin besar laju pengobatan γ, maka semakin besar
subpopulasi individu tervaksin V .

Pada jumlah individu yang terinfeksi, terlihat bahwa peningkatan nilai γ mengakibatkan
penurunan yang cukup signifikan. Semakin besar nilai γ maka penurunan jumlah individu yang
terinfeksi semakin besar. Informasi yang dapat diambil adalah laju pengobatan dapat mengu-
rangi jumlah individu yang terinfeksi, sehingga dapat mengendalikan penyebaran penyakit
pneumonia.

4. Simpulan

Pada artikel ini model penyebaran pneumonia dengan intervensi vaksinasi dan pengo-
batan telah dikonstruksi. Kajian analitik yang dilakukan adalah analisis titik keseimbangan
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bebas penyakit dan endemik, penentuan bilangan reproduksi dasar R0, dan analisis diagram
bifurkasi.

Titik keseimbangan bebas penyakit bersifat stabil asimtotik lokal jika R0 < 1 dan tidak
stabil ketika R0 > 1. Titik keseimbangan endemik bersifat stabil asimtotik lokal ketika R0 > 1.
Fenomena bifurkasi dari model yang dikonstruksi dianalisis dengan menggunakan Teorema
Castillo-Chavez dan Song dan didapat bahwa model tersebut mengalami fenomena bifurkasi
maju saat R0 = 1. Simulasi numerik memberikan informasi bahwa semakin besar laju vaksi-
nasi υ dan laju pengobatan γ, maka banyaknya individu yang terinfeksi pneumonia semakin
berkurang. Akibatnya, dapat disimpulkan bahwa intervensi vaksinasi dan pengobatan dapat
mengendalikan penyebaran penyakit pneumonia.
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