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Abstrak

Pada artikel ini, diteliti sifat-sifat fungsi terfragmentasi dan fungsi terfragmentasi

terhitung fungsional. Dengan menggunakan barisan transfinite regular, dibuktikan

bahwa himpunan semua fungsi terfragmentasi bernilai real dan himpunan semua

fungsi terfragmentasi terhitung fungsional dan terbatas yang bernilai real meru-

pakan ring. Selain itu, dibuktikan pula sifat fungsi terfragmentasi dan fungsi ter-

fragmentasi terhitung fungsional yang analog dengan Teroema Weierstrass M-Test.

Lebih lanjut, diberikan syarat tambahan supaya fungsi terfragmentasi terhitung

fungsional juga kontinu.

Kata kunci: fungsi terfragmentasi-ε, fungsi terfragmentasi, fungsi terfragmentasi
terhitung fungsional, fungsi terfragmentasi terhitung-ε fungsional, barisan regular.

Abstract

In this paper, we study some properties of fragmented functions and
functionally countably fragmented functions. Using regular transfinite
sequences, we prove that the set of all real-valued fragmented functions
and the set of all real-valued functionally countably fragmented functions
is a ring. We also prove a property of fragmented function (functionally
countably fragmented function) which is analogous to Weierstrass M-
Test Theorem. Furthermore, we provide an imposed condition such that
a functionally countably fragmented function is continuous.

Keywords: ε-fragmented funtion, fragmented function, functionally ε-countably frag-
mented function, functionally countably fragmented function, regular sequence.

1. Pendahuluan

Teorema perluasan fungsi merupakan salah satu topik yang sering diselidiki oleh matem-
atikawan. Salah satu teorema yang terkenal adalah Teorema Perluasan Tietze untuk fungsi
kontinu. Selain fungsi kontinu, beberapa peniliti juga meneliti perluasan fungsi Baire-1, di-
antaranya [3], [4], [7], [8], dan [9]. Fungsi f : X → Y dengan X dan Y ruang topologi disebut
fungsi Baire-1 jika terdapat barisan fungsi kontinu {fn}n∈N dari X ke Y yang konvergen titik
demi titik ke f . Karlova dan Mykhaylyuk [4] yang meneliti perluasan fungsi Baire kelas satu
dengan domain ruang Lindelöf memperoleh hasil sebagai berikut.
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Teorema 1.1. ([4]) Diberikan ruang Lindelöf X dan fungsi Baire-1 f : X → R. Pernyataan-
pernyataan berikut ini ekuivalen:

(i.) Fungsi f dapat diperluas menjadi fungsi Baire-1 F : Y → R dengan Y ⊇ X ruang regular
lengkap.

(ii.) Fungsi f dapat diperluas menjadi fungsi Baire-1 F : cX → R dengan cX kompaktifikasi
X.

(iii.) Fungsi f dapat diperluas menjadi fungsi Baire-1 F : βX → R.
(iv.) Fungsi f terfragmentasi terhitung fungsional.
(v.) Fungsi f terfragmentasi.

Kalenda dan Spurny [3] memberikan masalah terbuka berikut: jika diberikan ruang reg-
ular lengkap X yang menurunkan sifat Baire dan fungsi Baire kelas satu f pada X, apakah
fungsi f dapat diperluas pada kompaktifikasi Čech-Stone X? Masalah terbuka tersebut dijawab
oleh Karlova dan Mykhaylyuk [5] dengan jawaban negatif, yaitu terdapat ruang regular lengkap
yang tersebar X dan fungsi Baire-1 f : X → [0, 1] yang tidak dapat diperluas pada βX, dengan
βX menyatakan kompaktifikasi Čech-Stone X. Meskipun demikian, Karlova dan Mykhaylyuk
[5] memberikan syarat tambahan supaya perluasan tersebut dapat dilakukan seperti yang dise-
butkan dalam teorema berikut.

Teorema 1.2. ([5]) Diberikan ruang regular lengkap X. Jika f : X → R fungsi Baire-1, maka
pernyataan-pernyataan berikut ini ekuivalen:

(i.) Fungsi f merupakan terfragmentasi terhitung fungsional.
(ii.) Fungsi f dapat diperluas menjadi fungsi Baire-1 pada βX.

Berdasarkan Teorema 1.1 dan Teorema 1.2 terlihat bahwa fungsi terfragmentasi terhi-
tung fungsional memegang peranan penting untuk teorema perluasan fungsi Baire-1. Kelas
fungsi terfragmentasi terhitung fungsional merupakan kelas bagian dari kelas fungsi terfrag-
mentasi. Fungsi terfragmentasi diperkenalkan oleh Koumoullis [6]. Di dalam [4], [5], dan
[6] belum diberikan sifat linear dan perkalian fungsi terfragmentasi dan fungsi terfragmentasi
terhitung fungsional. Di dalam makalah ini, diberikan sifat-sifat fungsi terfragmentasi dan
terfragmentasi terhitung fungsional. Sifat-sifat yang diberikan antara lain, kelas semua fungsi
terfragmentasi bernilai real dan kelas semua fungsi terfragmentasi terhitung fungsional dan ter-
batas bernilai real merupakan ring terhadap operasi penjumlahan dan perkalian fungsi. Selain
itu, dibuktikan pula sifat fungsi terfragmentasi dan terfragmentasi terhitung fungsional yang
analog dengan Teorema Weierstrass M-Test untuk fungsi kontinu. Telah disebutkan dalam
Karlova dan Mykhaylyuk [5] bahwa setiap fungsi kontinu merupakan fungsi terfragmentasi,
tetapi sebaliknya belum tentu berlaku. Dalam makalah ini, diberikan syarat tambahan supaya
fungsi terfragmentasi terhitung fungsional juga merupakan fungsi kontinu.

2. Landasan Teori

2.1. Fungsi Terfragmentasi dan Fungsi Terfragmentasi Terhitung Fungsional. Se-
belum diberikan definisi fungsi terfragmetasi, terlebih dahulu diberikan pengertian osilasi fungsi
pada suatu himpunan di ruang topologi. Di dalam makalah ini, himpunan semua bilangan real
ditulis dengan R.

Diberikan ruang topologi (X, τ), ruang metrik (Y, d), dan fungsi f : X → Y . Untuk
setiap A ⊆ X dengan A 6= ∅, osilasi fungsi f pada A didefinisikan sebagai

ωf (A) = sup
x,y∈A

dY (f(x), f(y)).

Fungsi terfragmentasi didefinisikan oleh Koumoullis [6], sebagaimana dituliskan dalam
definisi berikut.

Definisi 2.1. ([6]) Diberikan ruang topologi (X, τ) dan ruang metrik (Y, d). Fungsi f : X →
Y dikatakan terfragmentasi-ε (ε-fragmented) untuk suatu ε > 0 jika untuk setiap himpunan
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tertutup F ⊆ X, terdapat himpunan terbuka relatif tak kosong U ⊆ F sehingga ωf (U) < ε.
Fungsi f dikatakan terfragmentasi apabila f terfragmentasi-ε untuk setiap ε > 0.

Contoh 2.2. Diberikan ruang topologi (X, τ), ruang metrik (Y, d), dan fungsi kontinu f : X →
Y . Diambil sebarang ε > 0, himpunan tertutup F ⊆ X, dan sebarang x ∈ F . Karena f kontinu
pada X, maka terdapat V ⊆ X persekitaran x sehingga untuk setiap y ∈ V berlaku f(y) ∈
Bd(f(x), ε3 ). Dibentuk U = V ∩ F . Diperoleh, ωf (U) ≤ ωf (V ) < ε. Jadi, f terfragmentasi-ε.
Karena untuk setiap ε > 0 fungsi f terfragmentasi-ε, maka f terfragmentasi.

Pada Contoh 2.2 di atas, telah ditunjukkan bahwa setiap fungsi kontinu dari ruang
topologi ke ruang metrik merupakan fungsi terfragmentasi. Sebaliknya belum tentu berlaku
sebagaimana diberikan pada contoh berikut.

Contoh 2.3. Diberikan A = (0, 1) ⊆ R, akan ditunjukkan fungsi χA terfragmentasi. Diambil
sebarang ε > 0 dan himpunan tertutup F ⊆ R. Diperhatikan, F ∩ A 6= ∅ atau F ⊆ (X \ A).
Pertama, akan ditunjukkan untuk kasus F ∩ A 6= ∅. Diambil sebarang x ∈ F ∩ A. Dipilih
δ = min{|x|, |1− x|} dan dinamakan U = B(x, δ2 ) ∩ F . Diambil sebarang y ∈ U , diperoleh

|χA(x)− χA(y)| = |1− 1| = 0 <
ε

2
.

Akibatnya, ωχA(U) < ε. Selanjutnya, akan ditunjukkan untuk kasus F ⊆ (X \ A). Diambil
sebarang x ∈ F . Karena F tertutup, maka untuk setiap δ > 0 berlaku B(x, δ) ∩ F 6= ∅.
Dinamakan U = B(x, δ) ∩ F . Diambil sebarang y ∈ U , diperoleh

|χA(x)− χA(y)| = |0− 0| = 0 <
ε

2
.

Akibatnya, ωχA(U) < ε.

Fungsi terfragmentasi-ε dapat dikarakterisasi dengan menggunakan barisan regular. Penger-
tian barisan regular dinyatakan dalam definisi berikut.

Definisi 2.4. ([4]) Diberikan U = {Uξ : ξ ∈ [0, α]} barisan transfinite himpunan-himpunan
bagian di ruang topologi X. Barisan U dikatakan regular di X jika

a. untuk setiap ξ ∈ [0, α], Uξ terbuka di X,
b. ∅ = U0 ⊂ U1 ⊂ ..... ⊂ Uα = X,
c. Uγ =

⋃
ξ<γ Uξ untuk setiap limit ordinal γ ∈ [0, α).

Teorema di bawah ini memberikan karakterisasi fungsi terfragmentasi-ε dan barisan reg-
ular.

Teorema 2.5. ([5]) Diberikan ruang topologi (X, τ), ruang metrik (Y, d) dan ε > 0. Untuk
suatu fungsi f : X → Y , pernyataan-pernyataan di bawah ini ekuivalen:

1. Fungsi f terfragmentasi-ε;
2. Ada ordinal α dan barisan regular U = {Uξ : ξ ∈ [0, α]} di X sehingga ωf (Uξ+1 \ Uξ) < ε

untuk setiap ξ ∈ [0, α).

Selanjutnya, diberikan definisi barisan himpunan yang berasosiasi-ε dengan suatu fungsi.

Definisi 2.6. ([4]) Diberikan bilangan ordinal α. Keluarga himpunan terbuka U = {Uξ : ξ ∈
[0, α]} dikatakan berasosiasi-ε (ε-associated) dengan f jika ωf (Uξ+1 \ Uξ) < ε untuk setiap
ξ ∈ [0, α).

Diberikan ruang topologi (X, τ). Berdasarkan [2], himpunan A ⊆ X dikatakan tertutup
fungsional jika terdapat fungsi kontinu f : X → [0, 1] sehingga f−1({0}) = A. Lebih lanjut,
himpunan B ⊆ X dikatakan terbuka fungsional jika X \B tertutup fungsional.

Selanjutnya, Karlova dan Mykhaylyuk [4] mendefinisikan fungsi terfregmentasi fungsional
dan fungsi terfragmentasi terhitung fungsional sebagai berikut.
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Definisi 2.7. ([4]) Diberikan ruang topologi (X, τ) dan ruang metrik (Y, d).

(1.) Fungsi terfragmentasi-ε f : X → Y dikatakan terfragmentasi-ε fungsional (functionally
ε-fragmented) jika dapat dipilih keluarga U = {Uξ : ξ ∈ [0, α]} yang berasosiasi-ε dengan
f sehingga untuk setiap ξ ∈ [0, α], himpunan Uξ merupakan himpunan terbuka fungsional
di X.

(2.) Fungsi f dikatakan terfragmentasi terhitung-ε fungsional (functionally ε-countably frag-
mented) jika dapat dipilih keluarga terhitung U yang berasosiasi-ε dengan f sehingga setiap
anggota U merupakan himpunan terbuka fungsional.

Fungsi f dikatakan terfragmentasi terhitung fungsional (functionally countably fragmented)
apabila f terfragmentasi terhitung-ε fungsional untuk setiap ε > 0.

Contoh 2.8. Diberikan X = {x ∈ R : x ≥ 0} dan fungsi f : X → R dengan f(x) =
√
x.

Diambil sebarang ε > 0, karena f kontinu seragam, maka terdapat δε > 0 sehingga untuk setiap
x ∈ X, ωf (B(x, δε2 )) < ε. Karena X separable, maka terdapat {xi : i ∈ N} ⊆ X sehingga⋃
i∈NB(xi,

δε
2 ) = X. Dibentuk U = {Uk : k ∈ N} dengan Uk =

⋃k
i=1B(x,

δε
2 ). Diperoleh, U

berasosiasi-ε dengan f . Lebih lanjut, f terfragmentasi terhitung fungsional.

Contoh 2.9. Diberikan A = (0, 1) ⊆ R. Fungsi karakteristik χA : R → R merupakan fungsi
terfragmentasi terhitung fungsional ([5]).

3. Hasil dan Pembahasan

Pada bagian ini disajikan sifat-sifat fungsi terfragmentasi dan fungsi terfragmentasi ter-
hitung fungsional.

Teorema 3.1. Diberikan ruang topologi (X, τ). Jika f, g : X → R fungsi terfragmentasi dan
c ∈ R, maka f + g, cf , fg, dan |f | terfragmentasi.

Bukti. Diambil sebarang ε > 0 dan himpunan tertutup V ⊆ X. Pertama, akan ditunjukkan
fungsi f + g terfragmentasi. Karena f terfragmentasi, maka ada himpunan terbuka Uf ⊆ X
sehingga

ωf (Uf ∩ V ) <
ε

3
.

Karena g terfragmentasi dan Uf ∩ V tertutup, maka terdapat himpunan terbuka Ug ⊆ X
sehingga

ωg(Ug ∩ (Uf ∩ V ) <
ε

3
.

Akan ditunjukkan Ug∩(Uf ∩V ) 6= ∅. Diambil sebarang x ∈ Ug∩(Uf ∩ V ). Karena Ug terbuka,

maka ada himpunan terbuka Gx sehingga x ∈ Gx ⊆ Ug. Selanjutnya karena x ∈ Uf ∩ V , maka
Gx ∩ (Uf ∩ V ) 6= ∅. Dengan kata lain, Ug ∩ (Uf ∩ V ) 6= ∅. Dipilih U = Ug ∩ Uf ∩ V . Untuk
setiap x, y ∈ U berlaku

|(f(x) + g(x))− (f(y) + g(y))| ≤ |f(x)− f(y)|+ |g(x)− g(y)| < 2

3
ε.

Akibatnya, ωf+g(U) < ε.

Kedua, akan ditunjukkan cf terfragmentasi. Untuk c = 0, jelas berlaku. Karena itu,
diasumsikan c 6= 0. Karena f terfragmentasi, maka ada himpunan terbuka Uf ⊆ X sehingga

ωf (Uf ∩ V ) <
ε

|c|+ 1
.

Dipilih U = Uf ∩ V . Untuk setiap x, y ∈ U berlaku

|cf(x)− cf(y)| ≤ |c||f(x)− f(y)| < |c|
|c|+ 1

ε.

Diperoleh, ωcf (U) < ε.
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Ketiga, akan ditunjukkan fg terfragmentasi. Karena f terfragmentasi, maka ada him-
punan terbuka U(f,1) ⊆ X sehingga untuk setiap x, y ∈ U(f,1) ∩ V berlaku

|f(x)− f(y)| < 1.

Akibatnya, untuk suatu y ∈ U(f,1) ∩ V , diperoleh

f(y)− 1 < f(x) < f(y) + 1.

Dengan kata lain, f(x) terbatas di U(f,1) ∩ V . Karena g terfragmentasi, maka ada himpunan

terbuka U(g,1) ⊆ X sehingga untuk setiap x, y ∈ U(g,1) ∩ U(f,1) ∩ V berlaku

|g(x)− g(y)| < 1.

Akibatnya, untuk suatu y ∈ U(g,1) ∩ U(f,1) ∩ V , diperoleh

g(y)− 1 < g(x) < g(y) + 1.

Dengan kata lain, g terbatas di U(g,1) ∩ U(f,1) ∩ V . Akibatnya, terdapat Mf ,Mg > 0 sehingga
untuk setiap x ∈ U(g,1) ∩ U(f,1) ∩ V berlaku

|f(x)| < Mf dan |g(x)| < Mg.

Dinamakan H = U(g,1) ∩ U(f,1) ∩ V . Karena f terfragmentasi, maka ada himpunan terbuka
Uf ⊆ X sehingga

ωf (Uf ∩H) < ωf (Uf ∩H) <
ε

3Mg
.

Karena g terfragmentasi dan Uf ∩H tertutup, maka terdapat himpunan terbuka Ug ⊆ X
sehingga

ωg(Ug ∩ (Uf ∩H)) < ωg(Ug ∩ (Uf ∩H) <
ε

3Mf
.

Dipilih U = Ug ∩ Uf ∩H. Untuk setiap x, y ∈ U berlaku

|f(x)g(x)− f(y)g(y)| ≤ |f(x)||g(x)− g(y)|+ |g(y)||f(x)− f(y)|

≤ Mf ε

3Mf
+
Mgε

3Mg
=

2ε

3

Jadi, ada himpunan terbuka relatif

U = Ug ∩ Uf ∩ U(g,1) ∩ U(f,1) ∩ V
terhadap V sehingga ωfg(U) < ε.

Terakhir, akan ditunjukkan |f | terfragmentasi. Karena f terfragmentasi, maka terdapat
himpunan terbuka Uf ⊆ X sehingga

ωf (Uf ∩ V ) <
2

3
ε.

Dipilih U = Uf ∩ V . Untuk setiap x, y ∈ U berlaku

||f(x)| − |f(y)|| ≤ |f(x)− f(y)| < 2

3
ε.

Akibatnya, ω|f |(U) < ε.

Dengan menggunakan Teorema 3.1, diperoleh akibat berikut.

Akibat 3.2. Diberikan ruang topologi (X, τ). Himpunan semua fungsi terfragmentasi bernilai
real merupakan ring dengan operasi penjumlahan

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

dan perkalian

(fg)(x) = f(x)g(x).

Bukti. Diambil sebarang fungsi terfragmentasi f, g, h : X → R.

1. Menurut Teorema 3.1, f + g terfragmentasi bernilai real.
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2. Karena f , g, dan h bernilai real, maka f(x) + (g(x) + h(x)) = (f(x) + g(x)) + h(x) untuk
setiap x ∈ X. Jadi, f + (g + h) = (f + g) + h.

3. Karena f dan g bernilai real, maka f(x) + g(x) = g(x) + f(x) untuk setiap x ∈ X. Jadi,
f + g = g + f .

4. Didefinisikan fungsi 0 dengan 0(x) = 0 untuk setiap x ∈ X. Jelas bahwa 0 kontinu. Akibat-
nya, k terfragmentasi. Diperhatikan, f + 0 = 0 + f = f .

5. Menurut Teorema 3.1, −f fungsi terfragmentasi bernilai real. Diperhatikan,

f + (−f) = (−f) + f = 0.

6. Menurut Teorema 3.1, fg fungsi terfragmentasi bernilai real.
7. Karena f , g, dan h bernilai real, maka f(x)(g(x)h(x)) = (f(x)g(x))h(x) untuk setiap x ∈ X.

Jadi, f(gh) = (fg)h.
8. Didefinisikan fungsi 1 dengan 1(x) = 1 untuk setiap x ∈ X. Diperhatikan, f1 = f dan

1f = f .
9. Karena f , g, dan h bernilai real, maka f(x)(g(x)+h(x)) = f(x)g(x)+f(x)h(x) untuk setiap
x ∈ X. Jadi, f(g + h) = fg + fh.

10. Karena f , g, dan h bernilai real, maka (f(x)+g(x))h(x) = f(x)h(x)+g(x)h(x) untuk setiap
x ∈ X. Jadi, (f + g)h = fh+ gh.

Berdasarkan sepuluh sifat yang telah dibuktikan, himpunan semua fungsi terfragmentasi berni-
lai real merupakan Ring.

Teorema 3.3. Diberikan ruang topologi (X, τ) dan fungsi f, g : X → R. Jika f, g terfragmen-
tasi, maka fungsi max{f, g} dan min{f, g} terfragmentasi.

Bukti. Diperhatikan,

max{f, g} =
1

2
(f + g + |f − g|) dan min{f, g} =

1

2
(f + g − |f − g|).

Menurut Teorema 3.1, fungsi f + g dan |f − g| terfragmentasi. Akibatnya, fungsi max{f, g}
dan min{f, g} terfragmentasi.

Sifat-sifat pada Teorema 3.1 juga berlaku untuk fungsi terfragmentasi terhitung fung-
sional dan terbatas. Untuk membuktikan sifat tersebut, terlebih dahulu diberikan pengertian
himpunan terurut sempurna.

Definisi 3.4. ([1]) Diberikan himpunan A. Relasi ≺ pada A disebut urutan parsial jika

(i.) a ≺ a untuk setiap a ∈ A;
(ii.) untuk setiap a, b, c ∈ A, jika a ≺ b dan b ≺ c, maka a ≺ c;

(iii.) untuk setiap a, b ∈ A, jika a ≺ b dan b ≺ a, maka a = b.

Himpunan A dilengkapi dengan urutan parsial disebut himpunan terurut parsial dan
ditulis dengan (B,≺). Untuk setiap B ⊆ A, elemen b0 ∈ B disebut elemen pertama B jika
b0 ≺ b untuk setiap b ∈ B. Lebih lanjut, himpunan (A,≺) disebut himpunan terurut sempurna
jika setiap himpunan tak kosong B ⊆ A mempunyai elemen pertama.

Teorema 3.5. Diberikan ruang topologi (X, τ). Jika f, g : X → R fungsi terfragmentasi
terhitung fungsional dan terbatas dan c ∈ R, maka f + g, cf , fg, dan |f | terfragmentasi
terhitung fungsional.

Bukti. Diambil sebarang ε > 0. Pertama, akan ditunjukkan f + g terfragmentasi terhi-
tung fungsional. Karena f dan g terfragmentasi terhitung fungsional, maka terdapat bilangan
ordinal α, β dengan |α| ≤ ℵ0 dan |β| ≤ ℵ0 dan barisan regular

U = {Uξ : ξ ∈ [0, α]} dan V = {Vη : η ∈ [0, β]}
dengan Uξ dan Vη terbuka fungsional untuk setiap ξ ∈ [0, α] dan η ∈ [0, β] sehingga untuk
setiap ξ ∈ [0, α) dan η ∈ [0, β) berlaku

ωf (Uξ+1 \ Uξ) <
ε

3
dan ωg(Vη+1 \ Vη) <

ε

3
.
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Untuk setiap ξ ∈ [0, α) didefinisikan

Bξ = {η ∈ [0, β) : (Uξ+1 \ Uξ) ∩ (Vη+1 \ Vη) 6= ∅}.

Selanjutnya, untuk setiap η ∈ Bξ dibentuk

Qξ,η = Uξ ∪ ((Uξ+1 \ Uξ) ∩ Vη) = Uξ+1 ∩ (Uξ ∪ Vη).

Karena Uξ, Uξ+1, dan Vη terbuka fungsional, maka Qξ,η terbuka fungsional untuk setiap ξ ∈
[0, α] dan η ∈ Bξ. Dinamakan

Cξ =
⋃
η∈Bξ

Qξ,η+1 \Qξ,η.

Jelas bahwa Cξ ⊆ Uξ+1\Uξ. Lebih lanjut, diambil sebarang x ∈ Uξ+1\Uξ. Akibatnya, terdapat
η sehingga x ∈ Vη+1 \ Vη. Diperoleh, x ∈ Qξ,η+1 \Qξ,η. Jadi,

Cξ ⊆ Uξ+1 \ Uξ ⊆ Cξ.

Dengan kata lain, Cξ = Uξ+1 \ Uξ. Diperhatikan, apabila ξ < λ, maka berlaku Qξ,η ⊂ Qλ,µ.
Lebih lanjut, apabila η < µ, maka berlaku Qξ,η ⊂ Qξ,µ. Akibatnya, keluarga himpunan terbuka
fungsional

Q = {∅} ∪ {Qξ,η : ξ ∈ [0, α], η ∈ Bξ}
terurut sempurna oleh relasi urutan ⊆. Menurut [1], Teorema 6.4, terdapat pemetaan bijektif
J : Q → ρ untuk suatu bilangan ordinal ρ. Karena α dan β terhitung, maka ρ terhitung.
Selanjutnya, dibentuk barisan naik monoton P = {Pξ : ξ ∈ [0, ρ]} dengan P0 = ∅ dan Pξ = Qλ,µ
dengan J(Qλ,µ) = ξ. Diambil sebarang ξ ∈ [0, ρ) dan x, y ∈ Pξ+1 \ Pξ. Akibatnya, terdapat
δ ∈ [0, α) dan π ∈ [0, β) sehingga x, y ∈ (Uδ+1 \ Uδ) ∩ (Vπ+1 \ Vπ). Diperoleh

|(f(x) + g(x))− (f(y) + g(y))| ≤ |f(x)− f(y)|+ |g(x)− g(y)| < ε

3
+
ε

3
=

2ε

3
.

Dengan kata lain, ωf+g(Pξ+1 \ Pξ) < ε.

Kedua, akan ditunjukkan cf terfragmentasi. Untuk c = 0, jelas berlaku. Karena itu,
diasumsikan c 6= 0. Karena f terfragmentasi terhitung fungsional, maka terdapat bilangan
ordinal α dengan |α| ≤ ℵ0 dan barisan regular

U = {Uξ : ξ ∈ [0, α]}

dengan Uξ terbuka fungsional untuk setiap ξ ∈ [0, α] sehingga untuk setiap ξ ∈ [0, α) berlaku

ωf (Uξ+1 \ Uξ) <
ε

2|c|
.

Diambil sebarang x, y ∈ Uξ+1 \ Uξ. Diperoleh

|cf(x)− cf(y)| = |c||f(x)− f(y)| < ε

2
.

Dengan kata lain, ωcf (Uξ+1 \ Uξ) < ε.

Ketiga, akan ditunjukkan fg terfragmentasi. Karena f dan g terbatas, maka terdapat
Mf ,Mg > 0 sehingga untuk setiap x ∈ X berlaku |f(x)| ≤Mf dan |g(x)| ≤Mg. Karena f dan
g terfragmentasi terhitung fungsional, maka terdapat bilangan ordinal α, β dengan |α| ≤ ℵ0
dan |β| ≤ ℵ0 dan barisan regular

U = {Uξ : ξ ∈ [0, α]} dan V = {Vη : η ∈ [0, β]}

dengan Uξ dan Vη terbuka fungsional untuk setiap ξ ∈ [0, α] dan η ∈ [0, β] sehingga untuk
setiap ξ ∈ [0, α) dan η ∈ [0, β) berlaku

ωf (Uξ+1 \ Uξ) <
ε

3Mg
dan ωg(Vη+1 \ Vη) <

ε

3Mf
.

Dengan cara yang sama seperti pada pembuktian penjumlahan dua fungsi terfragmentasi ter-
hitung fungsional dan terbatas, diperoleh keluarga himpunan terbuka fungsional P = {Pξ : ξ ∈
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[0, ρ]} dengan |ρ| ≤ ℵ0. Diambil sebarang ξ ∈ [0, ρ) dan x, y ∈ Pξ+1 \ Pξ. Akibatnya, terdapat
δ ∈ [0, α) dan π ∈ [0, β) sehingga x, y ∈ (Uδ+1 \ Uδ) ∩ (Vπ+1 \ Vπ). Diperoleh

|(f(x)g(x))− (f(y)g(y))| = |(f(x)g(x))− (f(y)g(x)) + (f(y)g(x))− (f(y)g(y))|
≤ |g(x)||f(x)− f(y)|+ |f(y)||g(x)− g(y)|

< Mg
ε

3Mg
+Mf

ε

3Mf

=
2ε

3
.

Dengan kata lain, ωfg(Pξ+1 \ Pξ) < ε.

Terakhir, akan ditunjukkan |f | terfragmentasi. Karena f terfragmentasi terhitung fung-
sional, maka terdapat bilangan ordinal α dengan |α| ≤ ℵ0 dan barisan regular

U = {Uξ : ξ ∈ [0, α]}
dengan Uξ terbuka fungsional untuk setiap ξ ∈ [0, α] sehingga untuk setiap ξ ∈ [0, α) berlaku

ωf (Uξ+1 \ Uξ) <
ε

2
.

Diambil sebarang ξ ∈ [0, α) dan x, y ∈ Uξ+1 \ Uξ. Diperoleh

||f(x)| − |f(y)|| ≤ |f(x)− f(y)| < ε

2
.

Akibatnya, ω|f |(Uξ+1 \ Uξ) < ε.

Berdasarkan Teorema 3.5 diperoleh akibat berikut.

Akibat 3.6. Diberikan ruang topologi (X, τ). Himpunan semua fungsi terfragmentasi terhi-
tung fungsional terbatas dari X ke R merupakan ring dengan operasi penjumlahan

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

dan perkalian
(fg)(x) = f(x)g(x).

Bukti. Diambil sebarang fungsi terfragmentasi terhitung fungsional bernilai real dan terbatas
f , g, dan h.

1. Menurut Teorema 3.5, f + g terfragmentasi terhitung fungsional bernilai real dan terbatas.
2. Karena f , g, dan h bernilai real, maka f(x) + (g(x) + h(x)) = (f(x) + g(x)) + h(x) untuk

setiap x ∈ X. Jadi, f + (g + h) = (f + g) + h.
3. Karena f dan g bernilai real, maka f(x) + g(x) = g(x) + f(x) untuk setiap x ∈ X. Jadi,
f + g = g + f .

4. Didefinisikan fungsi 0 dengan 0(x) = 0 untuk setiap x ∈ X. Jelas bahwa 0 kontinu. Akibat-
nya, 0 terfragmentasi terhitung fungsional bernilai real dan terbatas. Diperhatikan,

f + 0 = 0 + f = f.

5. Menurut Teorema 3.1, −f fungsi terfragmentasi terhitung fungsional bernilai real dan ter-
batas. Diperhatikan,

f + (−f) = (−f) + f = 0.

6. Menurut Teorema 3.5, fg fungsi terfragmentasi terhitung fungsional bernilai real dan ter-
batas.

7. Karena f , g, dan h bernilai real, maka f(x)(g(x)h(x)) = (f(x)g(x))h(x) untuk setiap x ∈ X.
Jadi, f(gh) = (fg)h.

8. Didefinisikan fungsi 1 dengan 1(x) = 1 untuk setiap x ∈ X. Diperhatikan, f1 = f dan
1f = f .

9. Karena f , g, dan h bernilai real, maka f(x)(g(x)+h(x)) = f(x)g(x)+f(x)h(x) untuk setiap
x ∈ X. Jadi, f(g + h) = fg + fh.

10. Karena f , g, dan h bernilai real, maka (f(x)+g(x))h(x) = f(x)h(x)+g(x)h(x) untuk setiap
x ∈ X. Jadi, (f + g)h = fh+ gh.



Sifat-Sifat Fungsi Terfragmentasi dan Fungsi Terfragmentasi Terhitung Fungsional 63

Berdasarkan sepuluh sifat yang telah dibuktikan, himpunan semua fungsi terfragmentasi ter-
hitung fungsional bernilai real dan terbatas merupakan Ring.

Selanjutnya, akan diberikan sifat fungsi terfragmentasi yang analog dengan Teorema
Weierstrass M-Test untuk fungsi kontinu. Untuk itu, diperlukan teorema berikut.

Teorema 3.7. ([4]) Diberikan ruang topologi (X, τ) dan ruang metrik (Y, d). Jika untuk setiap
n ∈ N, fn : X → Y terfragmentasi terhitung fungsional dan barisan fungsi {fn}n∈N konvergen
seragam ke f : X → Y , maka f terfragmentasi terhitung fungsional.

Teorema 3.8. Diberikan ruang topologi (X, τ) dan barisan fungsi terfragmentasi {fn} dengan
fn : X → R. Jika untuk setiap n ∈ N terdapat Mn > 0 sehingga |fn(x)| ≤ Mn untuk
setiap x ∈ X dan

∑∞
n=1Mn < ∞, maka fungsi f =

∑∞
n=1 fn terfragmentasi. Lebih lanjut,

jika fn terfragmentasi terhitung fungsional untuk setiap n ∈ N, maka fungsi f =
∑∞
n=1 fn

terfragmentasi terhitung fungsional.

Bukti. Akan dibuktikan untuk kasus fn terfragmentasi terhitung fungsional. Untuk kasus fn
terfragmentasi, dapat dibuktikan dengan cara yang sama. Diperhatikan, fungsi f terdefinisi
sebab

|f(x)| = |
∞∑
n=1

fn(x)| ≤
∞∑
n=1

|fn(x)| ≤
∞∑
n=1

Mn <∞.

Untuk setiap n ∈ N, dibentuk fungsi gn : X → R dengan gn(x) =
∑n
i=1 fi(x). Menurut

Teorema 3.1, fungsi gn terfragmentasi terhitung fungsional. Akan ditunjukkan barisan fungsi
{gn} konvergen seragam ke f . Diambil sebarang ε > 0. Karena

∑∞
n=1Mn <∞, maka terdapat

n0 ∈ N sehingga untuk setiap n ≥ n0 berlaku

∞∑
i=n+1

Mi < ε.

Diperhatikan, untuk setiap x ∈ X dan n ≥ n0 berlaku

|gn(x)− f(x)| = |
∞∑

i=n+1

fi(x)| ≤
∞∑

i=n+1

Mi < ε.

Dengan kata lain, barisan {gn} konvergen seragam ke f . Menurut Teorema 3.7, fungsi f
terfragmentasi terhitung fungsional.

Komposisi fungsi terfragmentasi dan fungsi kontinu merupakan fungsi terfragmentasi.
Lebih lanjut, komposisi fungsi terfragmentasi terhitung fungsional dan fungsi kontinu meru-
pakan fungsi terfragmentasi terhitung fungsional. Hal ini dijelaskan dalam teorema di bawah
ini.

Teorema 3.9. Diberikan ruang topologi (X, τ), ruang topologi (Y, ρ), dan ruang metrik (Z, d).
Jika fungsi g : X → Y kontinu dan fungsi f : Y → Z terfragmentasi, maka fungsi f ◦ g terfrag-
mentasi. Lebih lanjut, jika f terfragmentasi terhitung fungsional, maka f ◦ g terfragmentasi
terhitung fungsional.

Bukti. Akan dibuktikan untuk kasus f terfragmentasi terhitung fungsional. Untuk kasus f
terfragmentasi, dapat dibuktikan dengan cara yang sama. Diambil sebarang ε > 0. Karena
fungsi f terfragmentasi terhitung fungsional, maka terdapat bilangan ordinal α dengan |α| ≤ ℵ0
dan barisan regular U = {Uξ : ξ ∈ [0, α]} dengan Uξ terbuka fungsional untuk setiap ξ ∈ [0, α]
sehingga untuk setiap ξ ∈ [0, α) berlaku

ωf (Uξ+1 \ Uξ) <
ε

2
.

Dibentuk barisan regular V = {Vξ : Vξ = g−1(Uξ), ξ ∈ [0, α]}. Karena g kontinu dan untuk
setiap ξ ∈ [0, α] himpunan Uξ terbuka fungsional, maka himpunan Vξ terbuka fungsional untuk
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setiap ξ ∈ [0, α]. Diambil sebarang ξ ∈ [0, α). Untuk setiap x, y ∈ Vξ+1\Vξ berlaku g(x), g(y) ∈
Uξ+1 \ Uξ. Akibatnya,

d((f ◦ g)(x), (f ◦ g)(y)) <
ε

2
.

Jadi, fungsi f ◦ g terfragmentasi terhitung fungsional.

Selanjutnya, diberikan sifat terkait komposisi fungsi kontinu seragam dengan fungsi ter-
fragmentasi dan komposisi fungsi kontinu seragam dengan fungsi terfragmentasi terhitung fung-
sional.

Teorema 3.10. Diberikan ruang topologi (X, τ), ruang metrik (Y, ρ), dan ruang metrik (Z, d).
Jika fungsi g : X → Y terfragmentasi dan fungsi f : Y → Z kontinu seragam, maka fungsi
f ◦ g terfragmentasi.

Bukti. Diambil sebarang ε > 0. Karena f kontinu seragam, maka terdapat δ > 0 sehingga
untuk setiap x ∈ X dan y ∈ Bρ(x, δ) berlaku

d(f(x), f(y)) <
ε

3
.

Karena g terfragmentasi, maka terdapat barisan regular U = {Uξ : ξ ∈ [0, α]} sehingga

ωg(Uξ+1 \ Uξ) < δ.

Diambil sebarang ξ ∈ [0, α) dan x, y ∈ Uξ+1\Uξ. Karena ωg(Uξ+1\Uξ) < δ, maka ρ(g(x), g(y)) <
δ. Dengan kata lain, g(y) ∈ Bρ(g(x)). Akibatnya,

d((f ◦ g)(x), (f ◦ g)(x)) <
ε

2
.

Diperoleh
ωf◦g(Uξ+1 \ Uξ) < ε.

Jadi, fungsi f ◦ g terfragmentasi.

Dengan cara yang sama dapat dibuktikan teorema berikut.

Teorema 3.11. Diberikan ruang topologi (X, τ), ruang metrik (Y, ρ), dan ruang metrik (Z, d).
Jika fungsi g : X → Y terfragmentasi terhitung fungsional dan fungsi f : Y → Z kontinu
seragam, maka fungsi f ◦ g terfragmentasi terfragmentasi terhitung fungsional.

Untuk membuktikan sifat selanjutnya, terlebih dahulu diberikan pengertian himpunan
Gδ-fungsional dan himpunan Fσ-fungsional. Diberikan ruang topologi (X, τ). Himpunan
A ⊆ X disebut himpunan Gδ-fungsional jika terdapat barisan himpunan terbuka fungsional
{An}n∈N sehingga A =

⋂
n∈NAn. Lebih lanjut, himpunan A ⊆ X disebut himpunan Fσ-

fungsional jika terdapat barisan himpunan tertutup fungsional {An}n∈N sehinggaA =
⋃
n∈NAn.

Menurut Contoh 2.9, fungsi terfragmentasi terhitung fungsional belum tentu kontinu.
Dengan menambahkan syarat tertentu pada domain fungsinya, dapat ditunjukkan fungsi ter-
fragmentasi terhitung fungsional juga kontinu. Untuk itu, diperlukan lemma berikut.

Lemma 3.12. Diberikan ruang topologi (X, τ) dan ruang metrik (Y, d). Jika fungsi f : X → Y
terfragmentasi terhitung fungsional, maka untuk setiap x ∈ X dan ε > 0, f−1(B(f(x), ε))
merupakan gabungan terhitung himpunan Gδ-fungsional.

Bukti. Diambil sebarang ε > 0. Karena f terfragmentasi terhitung fungsional, maka untuk
setiap n ∈ N dengan 1

n < ε, terdapat bilangan ordinal αn dengan |αn| ≤ ℵ0 dan barisan regular
Un = {Unξ : ξ ∈ [0, αn]} dengan Unξ terbuka fungsional untuk setiap ξ ∈ [0, αn] sehingga untuk

setiap ξ ∈ [0, αn) berlaku

ωf (Unξ+1 \ Unξ ) <
1

n
.

Dinamakan

Cn =
⋃
{Unξ+1 \ Unξ : Unξ+1 \ Unξ ⊆ f−1(B(f(x), ε))} dan C =

⋃
n∈N, 1n<ε

Cn.
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Akan ditunjukkan f−1(B(f(x), ε)) = C. Diambil sebarang y ∈ f−1(B(f(x), ε)). Karena
B(f(x), ε) terbuka, maka terdapat n ∈ N sehingga B(f(y), 1

n ) ⊆ (B(f(x), ε). Diperhatikan,

terdapat ξ ∈ [0, α3n) sehingga y ∈ U3n
ξ+1 \ U3n

ξ . Lebih lanjut, ωf (U3n
ξ+1 \ U3n

ξ ) < 1
3n . Diambil

sebarang z ∈ U3n
ξ+1 \ U3n

ξ . Diperoleh

d(f(z), f(y)) <
1

3n
.

Akibatnya,

f(U3n
ξ+1 \ U3n

ξ ) ⊆ B(f(y),
1

n
) ⊆ B(f(x), ε).

Diperoleh, f−1(B(f(x), ε)) ⊆ C ⊆ f−1(B(f(x), ε)). Karena Unξ terbuka fungsional, maka

Unξ+1\Unξ himpunanGδ-fungsional. Karena |αn| ≤ ℵ0 untuk setiap n ∈ N, maka f−1(B(f(x), ε))
merupakan gabungan terhitung himpunan Gδ-fungsional.

Dengan menggunakan Lemma 3.12, diperoleh teorema berikut.

Teorema 3.13. Diberikan ruang topologi (X, τ), ruang metrik (Y, d), dan fungsi terfragmentasi
terhitung fungsional f : X → Y . Jika setiap irisan terhitung himpunan terbuka di X merupakan
himpunan terbuka di X, maka f kontinu di X.

Bukti. Diambil sebarang x ∈ X dan ε > 0. Menurut Lemma 3.12, f−1(B(f(x), ε)) merupakan
gabungan terhitung himpunan Gδ-fungsional. Karena setiap himpunan terbuka fungsional
merupakan himpunan terbuka, maka f−1(B(f(x), ε)) terbuka di X. Akibatnya, f kontinu.

4. Simpulan

Berdasarkan pembahasan pada bagian sebelumnya, diperoleh bahwa himpunan semua
fungsi terfragmentasi bernilai real dan himpunan semua fungsi terfragmentasi terhitung fung-
sional dan terbatas bernilai real merupakan ring. Komposisi fungsi terfragmentasi dan fungsi
kontinu merupakan fungsi terfragmentasi. Sifat ini juga berlaku untuk fungsi terfragmentasi
terhitung fungsional. Selanjutnya, komposisi fungsi kontinu seragam dan fungsi terfragmentasi
merupakan fungsi terfragmentasi dan komposisi fungsi kontinu seragam dan fungsi terfragmen-
tasi terfragmentasi terhitung fungsional merupakan fungsi terfragmentasi terhitung fungsional.
Fungsi terfragmentasi dan fungsi terfragmentasi terhitung fungsional mempunyai sifat yang
analog dengan sifat Weierstrass M-Test untuk fungsi kontinu. Fungsi terfragmentasi terhitung
fungsional belum tentu kontinu. Dengan memberikan syarat tambahan, yaitu setiap irisan
terhitung himpunan terbuka di domain fungsinya terbuka, diperoleh fungsi terfragmentasi ter-
hitung fungsional merupakan fungsi kontinu.
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