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Abstrak

Bilangan kromatik lokasi graf diperkenalkan oleh Chartrand et al. pada tahun 2002.
Konsep ini merupkan perpaduan dari konsep dimensi partisi dan pewarnaan graf.
Penentuan bilangan kromatik lokasi suatu graf dilakukan dengan mengkonstruksi
batas atasnya dan penentuan batas bawahnya. Dalam paper ini, kami mengkaji
tentang bilangan kromatik lokasi amalgamasi bintang tertentu, yang dinotasikan
dengan nSy ,,. Bilangan kromatik lokasi nSy ,, untuk k,m > 2,k < m dengan
n, k,m bilangan asli adalah (m + 1), jika 1 < n < {iJ dan (m + 2) untuk

k—1
n< |2

Kata kunci: amalgamasi bintang, bilangan kromatik lokasi graf, pewarnaan graf.

Abstract

The locating chromatic number of a graph was introduced by Chartrand
et al in 2002. This concept is combined from the graph partition dimen-
sion and graph coloring. Determining the locating chromatic number of
graph with construct the upper bound and the lower bound of the graph.
In this paper, we determine the locating chromatic number for certain
amalgamation of stars, denoted by nSy .. We prove that the locating
chromatic number, nSy p, for k,m > 2,k < m natural numbers n,k, m

is(m+1),if1<n< {%J and (m+2) forn < L%J

Keywords : amalgamation of stars, locating-chromatic number of graph, graph col-
oring

1. PENDAHULUAN

Bilangan kromatik lokasi pada suatu graf merupakan pengembangan konsep dimensi par-
tisi (Chartrand, et al.[6]) dan pewarnaan suatu graf. Berikut ini diberikan definisi bilangan
kromatik lokasi graf yang diambil dari Chartrand, et al. [7]. Misalkan ¢ suatu pewarnaan
titik pada graf G dengan warna titik w tidak sama dengan warna titik v (c(u) # c(v)) un-
tuk u dan v yang bertetangga di G. Misalkan C; himpunan titik-titik yang diberi warna 4,
yang selanjutnya disebut kelas warna dan II = {C4,Cy,...,C)} adalah himpunan yang ter-
diri dari kelas - kelas warna dari V(G). Kode warna cr(v) dari v adalah k-pasang terurut
(d(v,C4),d(v,Co),...,d(v,Cf)) dengan d(v,C;) = min{d(v,z)|lz € C;} untuk 1 < i < k.

2000 Mathematics Subject Classification: 05C12, 05C15.
Received: 2017-04-18; accepted: 2017-11-01

115



116  Asmiati, JMI Vol 13 No 2 Oktober 2017, 115-121,d0i:10.24198 /jmi.v13.n2.11891.115-121

Selanjutnya, k-pasang terurut dari kode warna tersebut, kita nyatakan dengan komponen ke-
1,..., komponen ke-k. Jika setiap titik di V(G) mempunyai kode warna yang berbeda, maka
¢ disebut pewarnaan lokasi dari graf G. Banyaknya warna minimum yang digunakan untuk
pewarnaan lokasi tersebut disebut bilangan kromatik lokasi dari GG, dan dinotasikan dengan

xL(G).

Teorema 1.1. (Chartrand, et al.[7]) Misalkan G graf terhubung dan ¢ suatu pewarnaan lokasi
pada G. Jika s dan t adalah dua titik berbeda di G sedemikian sehingga d(s,u) = d(t,uw) untuk
setiap u € V(G)\{s,t}, maka c(s) # c(t). Dalam hal khusus, jika s dan t adalah titik-titik yang
tidak bertetangga di G sedemikian sehingga N(s) = N(t) , maka c(s) # c(t).

Bukti. Misalkan ¢ adalah suatu pewarnaan lokasi pada graf terhubung G dan misalkan
II = {C,Cy,...,Cy} adalah himpunan kelas-kelas warna dari V(G). Untuk titik s,t € V(G),
andaikan ¢(s) = c¢(t) sedemikian sehingga s dan ¢ berada dalam kelas warna yang sama,
misal C; dari II. Akibatnya, d(s,C;) = d(t,C;) = 0. Karena d(s,u) = d(t,u) untuk se-
tiap v € V(G)\{s,t} maka d(s,C;) = d(t,C;) untuk setiap j ¢ i,1 < j < k. Akibatnya,
eri(s) = enn(t) sehingga ¢ bukan pewarnaan lokasi. Jadi ¢(s) # c(t). O

Akibat 1.2. (Chartrand, et ol.[7]) Jika G adalah suatu graf terhubung dan terdapat titik yang
bertetangga dengan k daun di G, maka x.(G) > k + 1.

Kajian bilangan kromatik lokasi pada suatu graf merupakan hal yang menarik hingga saat
ini, karena belum adanya teorema yang dapat digunakan untuk menentukan bilangan kromatik
lokasi graf secara umum. Pada graf pohon, Chartrand et al. [7] telah mendapatkan bilangan
kromatik lokasi pada graf lintasan, graf bintang, graf bintang ganda, graf ulat, dan graf pohon
berorde n > 5, yang memiliki bilangan kromatik lokasi 3,4,...,n kecuali n — 1. Selanjutnya
Asmiati et al. [1],[2] telah mendapatkan bilangan kromatik lokasi pada graf amalgamasi bintang
homogen dan graf kembang api; Des Welyyanti [8] untuk graf pohon n-ary lengkap, dan Asmiati
[4] pada graf amalgamasi bintang tak homogen.

Beberapa kajian tentang karakterisasi graf amalgamasi pohon dengan bilangan kromatik
lokasi tertentu juga telah dilakukan diantaranya adalah: Chartrand et al. [7] telah mendap-
atkan karakterisasi graf berbilangan kromatik lokasi (n — 1) atau (n — 2); Asmiati et al. [3]
untuk karakterisasi graf memuat siklus berbilangan kromatik lokasi tiga; Baskoro et al. [5]
telah mendapatkan karakterisasi semua pohon berbilangan kromatik lokasi tiga.

Berdasarkan hasil-hasil yang sudah didapatkan oleh Asmiati et al [1] dan Asmiati [4],
maka pada paper ini didiskusikan tentang bilangan kromatik lokasi amalgamasi bintang ter-
tentu, yaitu n buah amalgamasi bintang homogen yang dihubungkan oleh sebuah lintasan.

2. HASIL DAN PEMBAHASAN

Misalkan S,,+2, adalah graf bintang dengan (m + 2) titik. Amalgamasi bintang, Sk m
dengan k,m > 2 adalah graf yang diperoleh dari (k — 1) buah graf bintang S,,12, dengan
cara menyatukan sebuah daun dari setiap graf S,,42 . Titik penyatuan tersebut disebut titik
pusat Sy, . Graf nSy ., adalah graf yang diperoleh dari n kopi graf Sk ,,, yang mana setiap
titik pusat Sk, yaitu x;,¢ = 1,2,...,n dihubungkan oleh suatu lintasan dan (n — 1) titik
baru, dinotasikan y;,i = 1,2,...,n — 1 merupakan titik-titik subdivisi pada sisi z;x;41,7 =
1,2,...,mn — 1. Selanjutnya, pada graf nSy ,, , titik pusat untuk setiap .S,,42, dinotasikan

K]

dengan I%,i = 1,2,3,...,n dan j = 1,2,3,...,k — 1, sedangkan daun ke- t yang menempel
pada titik [, dinotasikan dengan [},,t =1,2,3,...,m.

Pada bagian ini akan didiskusikan bilangan kromatik lokasi n.Sj ,, untuk £ < m dengan
n, k, m bilangan asli.
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Teorema 2.1. Misalkan nSy  adalah graf amalgamasi bintang tertentu untuk k,m > 2,
k < m, dengan n, k,m bilangan asli

m + 2; lainnya.

XL (NSkm) = {

Bukti. Pertama-tama akan ditentukan batas bawah dan batas atas dari xr(nSkm)
untuk 1 < n < [&J Karena setiap titik [j untuk i = 1,2,3,...,n dan j = 1,2,3,... .k — 1
bertetangga dengan m daun, maka berdasarkan Akibat 1.2, x1(nSkm) > m + 1. Selanjutnya
akan ditentukan batas atas dari xr,(nSk,m,) untuk 1 < n < {%J Misalkan ¢ adalah suatu
pewarnaan dari V(nS ) menggunakan (m + 1) warna, yaitu

c(xz;) =1, untuk ¢ = 1,2,3,...,n;

c(y;) = 2, untuk ¢ ganjil dan ¢(y;) = 3 untuk ¢ genap, i =1,2,3,...,n—1;

Warna untuk lj- adalah berurutan dari 2,3,...,(m + 1) untuk ¢ = 1,2,3,...,n dan
j=1,2,3,...k—1;

{c(@)} =11,2,3,...,m+ 1}\{c(l)} untuk i = 1,2,3,...,ndan j = 1,2,3,... .k — 1
dant=1,2,3,...,m.

Akibatnya pewarnaan ¢ akan membangun suatu partisi II = {Cq,Cs,C5,...,Cpi1}
pada V(nSk ) , dengan C; adalah himpunan dari semua titik yang berwarna ¢ untuk ¢ =
1,2,3,...,m+1.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa kode warna untuk setiap titik di V(nSk ) berbeda.
Misalkan u,v € V(nSk,m) dan c(u) = c¢(v) maka pandang kasus-kasus berikut ini:

e Jika u = x;,v = z} untuk suatu ¢,k dan i # k, maka cr(u) # crr(v) karena titik « dan
v, masing-masing mempunyai tetangga dengan himpunan warna berbeda.

e Jikau=uz;,v= l;t untuk suatu 4, j, ¢, maka crr(u) # crp(v), karena pada crr(u) terdapat
sekurang-kurangnya dua komponen bernilai satu, sedangkan pada cr(v) memuat tepat
satu komponen yang bernilai 1.

o Jikau = y;,v = l;- untuk suatu 4, j, maka crp(u) # cr(v), karena titik u bertetangga
dengan titik yang berwarna (m + 1), sedangkan titik v tidak.

o Jika u = y;,v = I}, untuk suatu i, j, ¢, maka cr(u) # cr(v), karena pada cri(u) terda-
pat tepat dua komponen yang bernilai 1, sedangkan pada crp(v) terdapat tepat satu
komponen yang bernilai satu.

o Jika u = 1%, v = I}, untuk suatu 7, j, t, maka cr(u) # cri(v), karena pada cr(u) terdapat
sekurang-kurangnya dua komponen bernilai satu, sedangkan pada cr(v) terdapat tepat
satu komponen yang bernilai satu.

o Jika u = I}, v = I}, untuk suatu i, j, h,t maka crr(u) # cn(v) karena c(l5) # c(l},).

k-1
berbeda, maka ¢ merupakan pewarnaan lokasi. Jadi xr(nSk.m) < m+1. Akibatnya diperoleh
xL(MSkm)=m+1.

Dapat dilihat bahwa kode warna semua titik di V(nSk ) untuk n < {ﬂJ adalah

Selanjutnya akan ditentukan batas bawah dan batas atas untuk n > {%J . Berdasarkan

Akibat 1.2, diperoleh xr(nSkm) > m + 1 untuk n > hij . Akan ditunjukkan bahwa
(m + 1) tidaklah cukup untuk mewarnai nS .. Untuk suatu kontradiksi, andaikan terdapat
pewarnaan lokasi ¢ pada nSk,, menggunakan (m + 1) warna. Karena n > L%J, maka
terdapat suatu 4,7,k dengan i # k sedemikian hingga c(l%) = ¢(I}) dan {c(l%,)} = {c(i%,)}.
Akibatnya en(l}) = cn(lf), maka ¢ bukan merupakan pewarnaan lokasi, suatu kontradiksi.

Jadi x1(Skm) > m + 2 untuk n > [%J .
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Misalkan ¢ adalah pewarnaan n.Sy, ,, menggunakan (m+2) warna untuk n > { k’f1J . Beri

warna titik titik di nSk ., sebagai berikut:
o ¢(x;) =1, untuk i =1,2,3,...,n;
e ¢(y;) = 2, untuk ¢ ganjil dan ¢(y;) = 3 untuk ¢ genap, i = 1,2,3,...,n;
e Warna untuk l;-, dengan j =1,2,3,...,k — 1 adalah berurutan dari 2,3, ...,k untuk ¢
ganjil dan berurutan dari (k4 1),...,(m + 1) untuk ¢ genap;

e Jika A=1,2,3,...,m+ 2, didefinisikan

: A\{1,2}, jika i=1,j = 1;

(i) |t =1,2,3,....m) = | A\ L 2hdika i = 1.7 =1

A\{m + 2}, lainnya.

Pewarnaan ¢ akan membangun suatu partisi IT pada V (nSy ). Akan ditunjukkan bahwa
kode warna semua titik di nSy ,, berbeda.

0, komponen ke — 1;

1, komponen ke — 2;
en(@) = 2, komponen ke — (m + 1);

2, lainnya.

Untuk 7 > 3 ganjil
0, komponen ke — 1;
1, komponen ke — 2 dan ke — k;
cr(z;) =
2, komponen ke — (m + 1);

i+ 3, lainnya.

Untuk ¢ > 2 genap

0, komponen ke — 1;
2, komponen ke — 2;
en(®:) = 1, komponen ke — (m + 1)
1+ 3, lainnya.
1, komponen ke — 1;
0, komponen ke — 2;
ci(y1) = 1, komponen ke — k;
3, komponen ke — (m + 1);
3, lainnya.
Untuk ¢ > 2 ganjil
1, komponen ke — 1;
0, komponen ke — 2;
cr(yi) = § 1, komponen ke — 3;
3, komponen ke — (m + 1);
i+ 2, lainnya.
Untuk ¢ > 2 genap
1, komponen ke — 1;
1, komponen ke — 2;
cn(yi) = € 0, komponen ke — 3;
3, komponen ke — (m + 1);
1+ 2, lainnya.
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1, komponen ke — 1;
en(li) = { 1, komponen ke — (m 4 1);
1, lainnya.

1, komponen ke — 1,
en(lh_y) = 0, komponen ke — (k — 1);
1, komponen ke — (m + 1);
3, lainnya.

Untuk j =2,3,...,k—1

1, komponen ke — 1;
1 0, komponen ke — (j + 1);
CH(lj) =
1, komponen ke — (m + 1);
3, lainnya

Untuki>2,7=1,23,....k—1

1, komponen ke — 1;

1, komponen ke — 2;

e (lh) =
u(l;) 1, komponen ke — (m + 1);
1+ 4, lainnya.
2, komponen ke — 1;
1, komponen ke — 2;
CH(lh) =

2, komponen ke — (m + 1);
0, lainnya.
Untuk t =2,3,...,m

2, komponen ke — 1;

1, komponen ke — 2;

b

en(liy) = {0, komponen ke — (t + 1);

2, komponen ke — (m + 1);
2, lainnya.

2, komponen ke — 1;
Cn(l%m) _ 1, komponen ke — 2;
0, komponen ke — (m + 1);

2, lainnya.

2, komponen ke — 1;
en(ll_p), ) = 1, komponen ke — (k — 1);
(k=1)m 0, komponen ke — (m + 1);

4, lainnya.

Untuki>2,j=1,23,....k—1,t=1,23,....,m

0, komponen ke — t;
cn(lém) =4 1, komponen ke — (j + 1);
1+ 5, lainnya.
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Karena hanya terdapat satu daun yang berwarna (m + 2), mengakibatkan kode warna
semua titik di V(nSk,,) berbeda, maka ¢ merupakan pewarnaan lokasi pada nSk,,. Jadi
XL(nSk.m) < m+ 2 untuk n > {%J . Terbukti bahwa xr,(nSk,m) = m + 2.

O

Sebagai ilustrasi, diberikan pewarnaan lokasi n.S5 4 untuk 1 < n < 2 yang dapat dilihat
pada gambar berikut:

GAMBAR 1. Pewarnaan lokasi minimum pada graf 253 4

Sebagai ilustrasi, diberikan pewarnaan lokasi n.S3 4 untuk n > 2 yang dapat dilihat pada
gambar berikut:

GAMBAR 2. Pewarnaan lokasi minimum pada graf nS3 4 untuk n > 2

3. SIMPULAN

Bilangan kromatik lokasi pada graf n.Sj ., untuk k,m > 2,k < m, dengan n, k, m bilangan
asli adalah (m + 1), jika 1 <n < {%J dan (m + 2) untuk n > {%J . Penelitian ini dapat
dilanjutkan untuk k& > m.
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