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Abstrak

Salah satu cara merepresentasikan graf ke dalam matriks adalah dengan menggu-
nakan matriks antiadjacency. Misalkan G adalah suatu graf berarah asiklik dengan
V(G) = {v1,v2,...,un}. Matriks adjacency dari graf berarah G adalah matriks
A = [a;] yang berukuran n X n yang didefinisikan dengan a;; = 1, untuk i # j
jika terdapat busur berarah dari v; ke v; dan a;; = 0 untuk selainnya. Matriks
B = J — A disebut sebagai matriks antiadjacency dari graf berarah G dengan J
adalah matriks yang berukurann X n dengan semua entrinya adalah 1. Pada jurnal
ini dibahas kaitan antara nilai eigen terbesar matriks antiadjacency dengan operasi
maksimum dari graf lintasan lengkap berarah dan graf bipartit lengkap berarah,
graf lintasan lengkap berarah dan graf lingkaran berarah asiklik.

Kata kunci: graf berarah asiklik, graf bipartit lengkap berarah asiklik, graf lintasan
lengkap berarah asiklik, graf lingkaran berarah asiklik, matriks antiadjacency, nilai
eigen terbesar, operasi maksimum.

Abstract

One of the way to represent a graph in a matriz is by using an an-
tiadjacency matriz. Let G be a directed acyclic graph with V(G) =
{v1,v2, ..., vn}. The adjacency matriz of directed graph G is a matriz
A = la;;] of order n x n, such that if there is an arc from v; to v;
then a;; = 1, otherwise a;; = 0. The matric B = J — A will be called
antiadjacency matriz of directed graph G with J is a matriz of order
n X n with all entries are 1. This journal discuss the relation between
the largest eigen value of antiadjacency matriz with maximum operation
matriz of complete pathdirected acyclic graph and complete bipartite di-
rected acyclic graph, complete pathdirected acyclic graph and acyclic
cycle directed graph.

Keywords :directed acyclic graph, complete bipartite directed acyclic graph, com-

plete path directed acyclic graph, acyclic cycle directed graph, antiadjacency matrix,
the largest eigen value, maximum operation..
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1. PENDAHULUAN

Graf yang dibahas dalam makalah ini adalah graf berarah sederhana asiklik. Suatu graf
berarah G adalah pasangan terurut dari dua himpunan V(G) dan E(G). Himpunan V(G)
adalah himpunan simpul berhingga yang tak kosong dan himpunan E(G) adalah himpunan
busur berarah yang merupakan kumpulan dari pasangan terurut anggota dari V(G). Graf
berarah G disebut graf berarah sederhana jika G tidak memuat loop dan busur berarah yang
sejajar [4]. Sebelum diberikan kaitan nilai eigen terbesar matrik antiadjacency dengan operasi
maksimum dari graf lintasan lengkap berarah dan graf bipartit lengkap berarah, graf lintasan
lengkap berarah dan graf lingkaran berarah asiklik, berikut diberikan beberapa definisi yang
diperlukan untuk pembahasan selanjutnya.

Definisi 1.1. [2] Matriks adjacency dari graf berarah G adalah matriks A = [a;;] berukuran
n X n yang didefinisikan sebagai berikut :

1, untuk i # j jika terdapat busur berarah dari v; ke v,
a;, =
* 0, untuk selainnya.

Matriks antiadjacency dari graf berarah G adalah matriks B = J — A, dengan J adalah matriks
berukuran n X n yang semua entrinya adalah 1.

Definisi 1.2. [6] Misalkan A dan B adalah matriks, jumlahan dari maz matriks dinotasikan
dengan & dan didefinisikan sebagai [A @ Bl; ; = ai; ® bij = max(ai;,bi;) di mana a;; dan by
secara berturut-turut adalah entri baris ke i dan kolom ke j dari matriks A dan B.

Definisi 1.3. [3] Nilai eigen matriks A dari suatu graf G merupakan akar-akar A1, A, ..., A
yang didapatkan dari persamaan karakteristik p(A) = det(A — A) = 0.

Definisi 1.4. [3] Misalkan matriks adjacency A mempunyai n nilai eigen yang berbeda yaitu
A1 > Ag > ... > A dengan multiplisitas aljabar masing-masing adalah m(A1), m(Aa), ..., m(As).
Maka spektrum matriks A dari suatu graf G adalah :

9@ = () mlr  mih ):

Definisi 1.5. [2] Misal G adalah graf dengan n simpul dan dengan nilai eigen Ay > -+ > Ay,.
Nilai eigen terbesar dan nilai eigen terkecil pada graf G berturut-turut dinyatakan dengan A1 (G)
dan A, (G).

Teorema 1.6. [8] Jika A\ + ci\" 71 + oA 2 4+ c3A" 3 + -+ + ¢, = 0 adalah persamaan
karakeristik dari matriks Apx, maka ¢; = (—1)° Z;’Zl \AE])\ dengan i = 1,2,...,n di mana
|A§j)| adalah minor utama yang berukuran i X i dari matriks A dan j = 1,2,3,...,w dengan
w adalah banyaknya minor utama yang berukuran i X i dari matriks A.

Teorema 1.7. [5] Misalkan G adalah suatu graf berarah yang asiklik dengan V(G) = {v1,va,, v, }.
Misalkan B adalah matriks antiadjacency dari graf berarah G dengan polinomial karakteris-
tiknya adalah p(B(GQ)) = det(A — B(G)) = A" + by A" + b A" 2 + b3 A" 3 + .-+ + b,,. Maka
|bi],i = 1,2,3,...,n menyatakan banyaknya lintasan berarah dari graf berarah G dengan pan-
jang i-1.

Definisi 1.8. [1] Graf bipartit lengkap berarah ?T}S untuk r,s > 1 adalah graf berarah seder-
hana yang himpunan simpulnya dipartisi menjadi dua himpunan X dan Y yang saling lepas,
sehingga setiap busur berarah mempunyai awal di X dan akhir di Y. X = {vy,...,v,.} dan
Y = {vpg1,.-,Upgs}. X disebut himpunan pemancar dan Y disebut himpunan penerima.

Graf bipartit lengkap berarah K, memiliki jumlah simpul n=r+s. Pada Gambar 1 diberikan

ilustrasi dari graf bipartit lengkap berarah ?,«75,
Lemma 1.9. [5] Spektrum matriks antiadjacency dari graf bipartit lengkap bemmhf()ns dengan

r,s > 1 adalah Spec(B(f(}ns)) = < 7{ i r+£— 2) ) .
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N
GAMBAR 1. Ilustrasi graf bipartit lengkap berarah graf K, .

Definisi 1.10. [4] Graf lintasan lengkap berarah C*}%n dengan n > 3 adalah graf berarah seder-
hana yang mempunyai himpunan simpul V.= {v1,vae,...,v,} dan himpunan busur berarah
E={vvili=12,...,n—1,j=1,2,...,n—1i}. Gambar 2 di bawah ini adalah ilustrasi dari
graf lintasan lengkap berarah CP,,.

—
GAMBAR 2. Ilustrasi graf lintasan lengkap berarah C'P,,.

Lemma 1.11. [5] Spektrum matriks antiadjacency dari graf lintasan lengkap berarah ﬁn
dengan n > 1 adalah Spec(B(@n)) =1

Definisi 1.12. [7] Jika himpunan simpul dari suatu graf G dengan jumlah simpul n > 3 diberi
label vy, va, ..., v, sehingga busur dari graf G adalah vive,vov3, ..., Vp—1,Vn, Vnt1 maka graf
G disebut graf lingkaran. Graf lingkaran berarah adalah graf lingkaran yang setiap busurnya

diberi arah tertentu. Graf lingkaran berarah asiklik (CTn adalah graf lingkaran berarah yang tidak
memalikt siklus berarah. Gambar 8 di bawah ini adalah contoh ilustrasi dari graf lingkaran

berarah asiklik 5% .

Definisi 1.13. [9] Suatu graf berarah G disebut graf bipartit berarah 8T7s untuk r,s > 1 jika
himpunan simpulnya dapat dipartisi menjadi dua himpunan X dan Y, yang saling lepas sehingga
terdapat busur berarah mempunyai awal di X dan akhir di Y. Contoh pada Gambar 4 adalah

graf bipartit berarah G'34.

2. METODE PENELITIAN

Penelitian ini dilakukan melalui studi literatur dengan mempelajari makalah dan buku-
buku yang berkaitan dengan topik penelitian. Selanjutnya hasil studi literatur tersebut digu-
nakan sebagai landasan teori untuk mendapatkan kaitan antara nilai eigen terbesar matriks
antiadjacency dengan operasi maksimum dari graf lintasan lengkap berarah dan graf bipartit
lengkap berarah, graf lintasan lengkap berarah dan graf lingkaran berarah asiklik.
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GAMBAR 3. Ilustrasi graf lingkaran berarah asiklik 5'n.

V, Vs v vV, oy
.4

X
v, v, v, <~

GAMBAR 4. Graf bipartit berarah 8’374.

3. HASIL DAN PEMBAHASAN

3.1. Kaitan operasi maksimum matriks antiadjacency dari dua buah graf berarah
asiklik. Dalam Lemma 3.1 diberikan kaitan operasi maksimum matriks antiadjacency dari
dua buah graf berarah asiklik. Perhatikan bahwa

[B(G) ® B(H)li,; = gij ® hij = max(gsj, hij),

di mana B(G), B(H) adalah matriks antiadjacency dari graf G dan H, dan entri baris ke i dan
kolom ke j dari B(G) dan B(H) dinyatakan dengan g;; dan h;;. Graf yang direpresentasikan
oleh matriks antiadjacency B(G) @ B(H) ditulis sebagai graf G & H.

Lemma 3.1. Misalkan G dan H dua graf berarah asiklik pada himpunan simpul {1,2,...,n},
dengan V(G) =V (H) maka GO H=GNH.

Bukti. Misalkan D = G @ H adalah graf yang direpresentasikan oleh matriks antiadjacency
B(G)® B(H), dengan [B(G) ® B(H)l;,; = gij ® hij = max(gsj, hij;)-

Karena, [B(G) D B(H)]i)j = mam(gij, hij),

maka [B(G)® B(H)];; =0 <= g;; =0dan h;; =0 <= Busur berarah v;,v; ada di G dan
ada di H. Maka F(D)=E(G@ H) = E(G)NE(H).

Selanjutnya karena V(G) = V(H) maka V(D) = V(G® H) = V(G)NV(H).Jadi G & H =
GNH. O

3.2. Kaitan nilai eigen terbesar matriks antiadjacency dengan operasi maksimum
dari graf lintasan lengkap berarah dan graf bipartit lengkap berarah. Dalam Teorema
3.2 diberikan kaitan nilai eigen terbesar matriks antiadjacency dengan operasi maksimum dari
graf lintasan lengkap berarah ﬁn dan graf bipartit lengkap berarah K, ;. Perhatikan bahwa
nilai eigen terbesar graf yang direpresentasikan oleh matriks antiadjacency A\ (B(G)) ditulis
sebagai A1 (G).

Teorema 3.2. Misalkan C?n adalah graf lintasan lengkap berarah dan?r s adalah graf bipartit
lengkap berarah. Maka CPr @& Kry = K yydan A\ (CPn ® K1.s) < M(CPy) + M (Eors).
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Bukti. Misalkan V(ﬁn) adalah himpunan simpul dari Cﬁm maka V(ﬁn) = {vy,v9,...,0,}.

Perhatikan bahwa simpul-simpul dari C'P,, dan ?T’S harus sama jadi n = r +s. K, , adalah

graf bipartit lengkap maka himpunan simpul dapat dipartisi menjadi V' dan W, dengan V =

{vl,vg, ooy up} dan W = {vy41,Up42,...,0,}. Berdasarkan Lemma 3.1 maka CP,, & =
n N K, s, sedangkan semua busur berarah v;v; yang ada di ?TS terletak di Cﬁm maka

0_13 &R,

Jadi Ay Fﬁn @?m M(EL).

)\1(?,«,5) <1+ )\1(1‘(2,, s) = )\1(@”) + )\1(?,4,5) karena, )\1(@”) =1, menurut Lemma 1.1.

Maka terbukti Al(ﬁn D ?ns) < Al((ﬁn) + /\1(?735)- O

3.3. Kaitan nilai eigen terbesar matriks antiadjacency dengan operasi maksimum
dari graf lintasan lengkap berarah dan graf lingkaran berarah asiklik. Sebelum masuk
ke Teorema 3.5 diberikan Teorema 3.3 yang membahas spektrum matriks antiadjacency dari
graf bipartit berarah Bm, dan teorema 3.4 yang membahas spektrum matriks antiadjacency

dari graf lingkaran berarah asiklik aL

Teorema 3.3. Spektrum matriks antiadjacency dari graf bipartit berarah 8,.,s denganr,s > 1

n+vn2—4m n—v/n2—4m 0
adalah 2 2
1 1 n—2

Perhatikan bahwa n = r + s, n menyatakan jumlah simpul dan m menyatakan banyaknya busur
berarah.

Bukt:i. Misalkan B (& s) adalah matriks antiadjacency dari graf bipartit berarah 87« s dengan
r,s > 1. Menurut Teorema 1.7 polinomial karakteristik matriks antiadjacency dari graf bipartit
berarah 8” dengan r,s > 1 adalah p(B (87-,3) = A"+ b A"+ b A" 2 karena G, 5 tidak
mempunyai lintasan dengan panjang lebih dari satu.

Berdasarkan Teorema 1.6 diperoleh bahwa koefisien A"~ adalah b; = (—1)° > i1 |B§j )| dengan

1=1,2,3 di mana \BZ-(j)| adalah minor utama yang berukuran ¢ x ¢ dari matriks B(K , ) dan
j=1,2,3,...,w, dengan w adalah banyaknya minor utama yang berukuran ¢ x ¢ dari matriks
B(K,s). Selanjutnya berdasarkan Teorema 1.7 didapatkan bahwa koefisien |b;| menyatakan
banyaknya lintasan berarah dari B(?’r s) dengan panjang ¢ — 1.

Karena graf bipartit berarah 8” mempunyai simpul sebanyak n = r + s dan mempunyai
m busur berarah, maka berdasarkan Teorema 1.6 dan Teorema 1.7 dlperoleh bahwa b; =
—n, by = m. Sehingga polinomial karakteristik matriks antiadjacency dari graf bipartit berarah

rs dengan r,s > 1 adalah p(B(a,«’s)) = A" — (n)A""! + (m)A" 2. Untuk p(B(am)) =0
diperoleh A" — (n)A"~1 + (m)A"~2 = 0 sehingga A" 2(\? — n\ + m) = 0. Perhatikan bahwa
A"~2 = 0, maka diperoleh A\ = 0 sebanyak n — 2. Perhatikan bahwa A? — n\ +m = 0, maka
diperoleh \; = w dan \; = "_7”;2_4’”. Jadi diperoleh nilai eigen dari B(am)

adalah 2t "22_4’", "_‘/”22 —4m ) dengan multiplisitasnya berturut-turut adalah 1,1 dan n — 2.

Maka spektrum matriks antiadjacency dari graf bipartit berarah 87“75 untuk r;s > 1 adalah
( n+vn2—4m n—/n2—4m 0 )
2 2 .

U
1 1 n—2

Teorema 3.4. Spektrum matriks antiadjacency dari graf graf lingkaran berarah asiklik C,, ,

dengan n > 4, n simpul genap dan mempunyai n lintasan panjang satu adalah
( n+vn2—4m n—vn2—4m 0
2 2

1 1 n—2

( Y/ S OV R/ )
2 2 .
1

) , . simpul ganjil mempunyai n lintasan panjang satu dan

1 lintasan panjang dua adalah
1 1 n—3
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Bukti. Pembuktian dibagi menjadi 2 kasus untuk n simpul genap dan n simpul ganjil.

(1) Kasus pertama : untuk n simpul genap dan mempunyai n lintasan panjang satu.
Menggunakan Teorema 1.7 diperoleh bahwa polinomial karakteristik matriks antiadja-

=

cency dari graf lingkaran berarah asiklik 6“ dengan n > 4 adalah p(B(Cy,)) = A" +

A"+ bo A2, karena CTn tidak mempunyai lintasan dengan panjang lebih dari satu.
Berdasarkan Teorema 1.6 diperoleh bahwa koefisien A ~¢ adalah b; = (—1)° > i1 |BZ-(j )|

dengan i = 1,2, di mana |BZ-(j )| adalah minor utama yang berukuran ¢ X 7 dari matriks

=

B(C,) dan j =1,2,3,...,w, dengan w adalah banyaknya minor utama yang beruku-

=

ran ¢ X ¢ dari matriks B(C)). Selanjutnya berdasarkan pembatasan kasus diketahui

bahwa graf lingkaran berarah asiklik C,, dengan n > 4, n simpul genap dan mempun-
yai n lintasan dengan panjang satu. Lebih lanjut berdasarkan Teorema 1.7 didapatkan

bahwa koefisien |b;| menyatakan banyaknya lintasan berarah dari C), dengan panjang
1 — 1. Maka berdasarkan pembatasan kasus, Teorema 1.6 dan Teorema 1.7 diperoleh
bahwa b; = —n, bs = n. Sehingga polinomial karakteristik matriks antiadjacency dari

graf lingkaran berarah asiklik CTn dengan n > 4, n simpul genap dan mempunyai n

lintasan dengan panjang satu adalah p(B(CZ)) = A" — (n)A" "1 4 (n)A\"~2. maka untuk

=

p(B(Cy)) = 0 didapatkan A™ — (n)A\" "1 +(n)A\" =2 = 0. sehingga A" 2(A\? —nA+n) = 0.

Perhatikan bahwa A\"~2 = 0 diperoleh A\ = 0 sebanyak n — 2.
Perhatikan bahwa (A% — n\ +n) = 0.

Diperoleh )\, = &=vn-—dn ”52*4" dan \p = RV —an VTQLLM,O dengan multiplisitasnya berturut-

=

turut adalah 1,1 dan n — 2. Maka spektrum dari B(C;,) untuk n simpul genap dan

n+vn2—4n n—vn2—4n 0
mempunyai n lintasan panjang satu adalah ( % % ) ) .
n—

(2) Kasus kedua : Untuk n simpul ganjil mempunyai n lintasan panjang satu dan 1
lintasan panjang dua. Menggunakan Teorema 1.7 diperoleh polinomial karakteristik

matriks antiadjacency dari graf lingkaran berarah asiklik C,, dengan n > 4 adalah

p(B(gn)) = A" — b A" 4 pp A2 — b3 A3 = (., karena 5’n tidak mempunyai lintasan
dengan panjang lebih dari dua. Berdasarkan Teorema 1.6 diperoleh bahwa koefisien
A"~ adalah b; = (—l)izgj:“Bg])\ dengan i = 1,2,3, di mana \Bi(])| adalah mi-

=

nor utama yang berukuran i x i dari matriks B(C),) dan j = 1,2,3,...,w, dengan

w adalah banyaknya minor utama yang berukuran ¢ x i dari matriks B(C,,.

jutnya berdasarkan pembatasan kasus diketahui bahwa graf lingkaran berarah asiklik

=

C,, dengan n > 4, n simpul ganjil, mempunyai n lintasan dengan panjang satu dan
1 lintasan dengan panjang dua. Lebih lanjut berdasarkan Teorema 1.7 didapatkan

bahwa koefisien |b;| menyatakan banyaknya lintasan berarah dari C,, dengan panjang
¢ — 1. Maka berdasarkan pembatasan kasus, Teorema 1.6 dan Teorema 1.7 diperoleh
bahwa by = —n,by = n dan b3 = —1. Sehingga polinomial karakteristik matriks

antiadjacency dari graf lingkaran berarah asiklik C,, dengan n > 4, n simpul ganjil,
mempunyai n lintasan dengan panjang satu dan 1 lintasan dengan panjang dua adalah

P(B(Cr)) = A" — by A1 4 by A"=2 — haA"=3 = ) Maka untuk p(B(C,,) = 0 didapatkan

A" —nAP T 4 pArT2 T3 = .
A3 —nAZ +nd — 1) =0.
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AP 3AN=1) (A2 + (1 —n)A+1) =0.

Perhatikan bahwaA"~3 = 0 diperoleh A\ = 0 sebanyak n — 3.
Perhatikan bahwa A — 1 = 0 diperoleh A = 1 sebanyak 1.
Perhatikan bahwa A% + (1 —n)A +1) =0

Diperoleh \; = (=D+y/(-n)*—4 dan My @

2

=

(3) Jadi nilai eigen dari B(C ) adalah (n=lty (1 n) - : (n1)- ) (1) 4 ,0 dan 1 dengan

=

multiplisitasnya berturut-turut adalah 1,1,n — 3, dan 1. Maka spektrum dari B(C,,)
untuk n simpul ganjil mempunyai n lintasan panjang satu dan 1 lintasan panjang dua

(n—1)+4/(1—n)2—4 (n—1)—4/(1—n)%2—4
adalah —— 1 ———5— 0 )
1 1 1 n—3
g

Teorema 3.5 membahas tentang kaitan nilai eigen terbesar matriks antiadjacency dan
operasi maksimum dari graf lintasan lengkap berarah C'P,, dan graf lingkaran berarah asiklik

5’,1. Perhatikan bahwa
E(CP,) = {vwipsli=1,2,....n—1,j=1,2,...,n— i}, dan
V(CP,) = {v1,ve,...,v,} dengan n > 4.

Graf lingkaran berarah asiklik CZ yang dibahas dalam hal ini hanya dibatasi untuk kasus :

(1) n genap, n > 4 dan mempunyai n lintasan dengan panjang satu
= V;V; untuk i ganjil, 1 <i<n-—1.

E(Cn) = e .g I P

Vi41vi, untuk i genap, 2 <i<n—2.

(2) n ganjil, n > 4 dan mempunyai n lintasan dengan panjang satu serta mempunyai 1

lintasan dengan panjang dua
= V;0; untuk i ganjil, 1 <i<n—2.
E(Cn) _ Z,Z+17 g .7 ==

v;1v;—1, untuk i ganjil, 1 <i <n.

Catatan vy = v,,.

Teorema 3.5. Misalkan @n dan Cil adalah graf lintasan lengkap berarah dan graf lingkaran
berarah asiklik, maka Cﬁn@ C?n adalah sebuah graf bipartit berarah (tidak lengkap) dan Al(ﬁn@
Co ) < M(CPL) + M1 C).

Bukti. Pembuktian dibagi menjadi 2 kasus untuk n simpul genap dan n simpul ganjil.
(1) Kasus pertama : Pembuktian untuk graf lingkaran berarah asiklik C,,, dengan n

simpul genap dan mempunyai n lintasan dengan panjang satu serta C'P, untuk n

= = =

simpul genap. Misalkan V(C},) adalah himpunan simpul dari C,,, maka V(C,) =
{v1,v9,...,v,}. Misalkan V(CP,,) adalah himpunan simpul dari CP,,, maka V(CP,,) =

{v1,v2,...,v,}. Perhatikan bahwa simpul-simpul dari C?n dan C,, harus sama. Dari
Lemma 3. 1 diketahui

CﬁﬁB C ﬁ = {vlvl+1\zganjzl 1<i<n—1}U{viv,}

Pada Gambar 5 diberikan ilustrasi dari CﬁﬂB C,, untuk n genap.
Misalkan X = {v;liganjil,1 < i < n — 1} dan Y = {v;ligenap,2 < i < n}. Per-

hatikan bahwa CﬁﬁB Cz merupakan graf bipartit dengan bipartisi X UY. Maka menu-
rut Teorema 3.3, )\1(@”@ Cpn) = ”+V"22_47" "+V"2 In—4 dengan m = 2 5 + 1.
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Menurut Lemma 1.11 , diperoleh Al(ﬁn) = 1, dan menurut Teorema 3.4, diperoleh
A (Cy) = v —an V’;L‘m untuk n genap.

(b) t‘; untuk n genap

R T

¢ L ]

v V3 v, = Vot

— =
GAMBAR 5. llustrasi dari CP, + C,, untuk n genap.

n+vn?—-2n—-4 n+vn2—4n

Akan dibuktikan 5 <1+ 5 ) (1)
Pertidaksamaan (1) di atas setara dengan
= n+vVn2-—2n—-4<24+n++vVn?2—-—4m
= Vn2—-2n—4<2++vn?—4m
< (n—4)2 <4(n?) —4n
Akan dibuktikan (n — 4)* < 4(n® — 4n) untuk n > 4, (2)

4(n? — 4n) = 4n? — 16n = n? — 8n + 16 + 3n? — 8n — 16.

Karena 3n? — 8n — 16 > 0 untuk n > 4, maka 4n? — 16n% > n? — 8n + 16 atau
4(n? —4n) > (n —4)2

Pertidaksamaan (2) terbukti, sehingga pertidaksamaan (1) terbukti.

=

Jadi Al(ﬁn@ Cp) < /\1(0—}%”) + )\1(?“) untuk n simpul genap dan n > 4.

Kasus kedua : Pembuktian untuk graf lingkaran berarah asiklik é’_n, dengan n sim-
pul ganjil dan mempunyai n lintasan panjang satu, 1 lintasan panjang dua serta
ﬁ untuk n simpul ganjil. Misalkan V(CZ) adalah himpunan simpul dari C’n, maka
V(gn) = {v1,v2,...,v,}. Misalkan V' Cﬁ adalah himpunan simpul dari C?n, maka

V(ﬁn) = {v1,v2,...,v,}. Perhatikan bahwa simpul-simpul dari C?n dan Cn harus
sama. Darl Lemma 3.1 diketahui

Cﬁ,ﬁB Cp) = ﬁ Cp) = {vivis i gan]zl 1<i<n-2}U{vv,}.
Pada Gambar 6 diberikan ilustrasi dari ﬁn@ C’ untuk n ganjil.

Misalkan X = v;]i ganjil,1 <i<n—2 dan Y = v;,v,]i genap,2 <i <n—1. Per-

hatikan bahwa Cﬁ&B Chn merupakan graf bipartit dengan bipartisi X N'Y. Maka
menurut Teorema 3.3, A1 ( ﬁ @ C’ = ”J“ n2=4m Jengan m = (251) + 1, sehingga
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(a) EP; untuk n ganjil (b) t: untuk n ganjil
V) Vs Vai Vi1 vn =34
® [ @

" X

n—2

(c) EP;GB t‘: untuk n ganjil

=

— =
GAMBAR 6. Ilustrasi dari CP,, + C,,, untuk n ganjil

= 2_g(n=1 +1
diperoleh Al(ﬁn@ Cp) = mryn 2< 7 +D) = ”J”"Q{Q”*Q. Menurut Lemma 1.11,

/\1(@”) = 1, dan menurut Teorema 3.4, )\1(8”) S G VA o W untuk n ganjil.
Akan dibuktikan

n—|—\/n2—2n—2<1+(n—1)+ (1-n)2—-4 3)
2 - 2

Pertidaksamaan (3) di atas setara dengan

& ntvnZ-2m—2<2+(n-1)+/1-n)? -4 (4)
& 0<4[(1-n)?—4],

Akan dibuktikan 0 < 0 <4 [(1 —n)? — 4] untuk n > 4.
4[(1—n)2—4] =4 n2—2n—|—1—4}

=4[n?—-2n— 3]

=4n? — 8n — 12.
Karena 4n? — 8n — 12 > 0 untuk n > 4, maka 4 [(1 —n)? — 4] > 0. Pertidaksamaan
(4) terbukti, sehingga pertidaksamaan (3) terbukti. Jadi )\1(@”69 é_’n )< Al(ﬁn) +
Al(gn) untuk n ganjil dan n > 4

O
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