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Abstrak

Diberikan sebarang ring komutatif R dengan elemen satuan, monoid terurut tegas
(S, <), homomorfisma monoid w : S — End(R), submonoid 51,52 C S yang
masing-masing dilengkapi urutan <i, <2 yang coarser terhadap urutan < pada
S, dan modul Mj, My atas R. Pada penelitian ini, dikonstruksi modul deret
pangkat tergeneralisasi miring M;[[S1, <1,w]] dan M2[[S2, <2,w]] atas ring deret
pangkat tergeneralisasi miring R[[S, <,w]]. Selain itu, dibuktikan pemetaan 7
dari M;[[S1, <1,w]] ke M2[[S2,<2,w]] dengan 7(a1) = 7 o a1 o §~! merupakan
R[[S, <,w]]-homomorfisma modul dengan mensyaratkan f(§~'(u)) = f(u) dan
Ws—1(y) = wo untuk setiap u, v € Sz dan f € R[[S, <, w]].

Kata kunci: monoid terurut tegas, homomorfisma ring, ring deret pangkat tergen-
eralisasi miring, homomorfisma modul, modul deret pangkat tergeneralisasi miring.

Abstract

Let R be a commutative ring with identity element, (S,<) a strictly
ordered monoid, w : S — End(R) a monoid homomorphism, S1,Ss C S
are submonoids with order <y, <s that coarser to < on S, and M, M,
are modules over R. In this research, we define the skew generalized
power series modules M1[[S1, <1,w]] and M[[Sa, <2,w]] over the skew
generalized power series rings R[[S, <,w]]. Furthermore, we prove that
the map 7 from Mi[[S1, <1,w]] to M[[S2, <a,w]| with T7(c1) =yoaq 0
571 is an R[[S, <,w]]-homomorphism module by giving the sufficient
conditions f(61(u)) = f(u) and ws—1(y) = w, for every u,v € Sy and
f € RJ[[S, <, w]].

Keywords: strictly ordered monoid, ring homomorphism, skew generalized power
series rings, homomorphism of modules, skew generalized power series modules.

1. PENDAHULUAN

Di dalam [1], dijelaskan bahwa ring adalah sebarang himpunan tak kosong yang dilengkapi
dua operasi biner yang memenuhi beberapa aksioma. Pada tahun 1990, Ribenboim [2] mengkon-
struksi Ring Deret Pangkat Tergeneralisasi (RDPT) [[R%<]] yang merupakan perumuman dari
ring semigrup R[S] [3], ring polinomial R[X] dan ring deret pangkat R[[X]] [4], dengan cara
mensyaratkan supp(f) bersifat Artin dan narrow.
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Himpunan terurut parsial [5] (S, <) dikatakan Artin, jika setiap barisan terurut tegas dari
elemen S berhingga, sedangkan dikatakan narrow jika setiap subhimpunan S yang terurut tri-
vial berhingga [6]. Sifat-sifat yang ada pada RDPT [[R%<]] dapat dilihat pada [7][8][9][10][11].
Suatu ring dapat dipandang sebagai modul atas dirinya sendiri. Pada tahun 2001, Varadarajan
[12] menkonstruksi Modul Deret Pangkat Tergeneralisasi (MDPT) M][[S, <]], yang merupakan
modul atas RDPT [[R%<]]. Beberapa penelitian terkait struktur MDPT M[[S, <]] dapat dilihat
pada [13][14][15][16][17]. Pada tahun 2008, Mazurek dan Ziembowski memperumum struktur
RDPT [[R®<]] dengan menggunakan homomorfisma monoid w : S — End(R)[18]. Hasil
perumuman ini disebut Ring Deret Pangkat Tergeneralisasi Miring (RDPTM) R[[S, <, w]],
yang sifat-sifatnya dapat dilihat pada [19][20][21][22][23]. Selain itu, beberapa penelitian lain
terkait RDPTM R|[[S, <, w]] juga dapat dilihat pada [24][25][26][27][28][29][30].

Berdasarkan struktur MDPT M|[S, <]] yang telah dikonstruksi oleh Varadarajan, pada
penelitian ini akan dikonstruksi modul atas RDPTM R[S, <,w]] yang selanjutnya disebut
Modul Deret Pangkat Tergeneralisasi Miring (MDPTM) M;[[S1, <i1,w]] dan M[[S2, <a,w]],
dengan R adalah sebarang ring komutatif dengan elemen satuan, (S, <) monoid terurut tegas,
w : S — End(R) suatu homomorfisma monoid, S7,S2 C S merupakan submonoid dengan
urutan <, <, yang coarser terhadap <, dan M;, M5 adalah modul atas R. Hasil utama dari
penelitian ini adalah didefinisikannya pemetaan 7 dari M [[S1, <1, w]] ke M3[[S2, <2,w]] dengan
7(a1) = yoay 06! yang merupakan R[[S, <,w]|]-homomorfisma modul dengan mensyaratkan
F(07 (u)) = f(u) dan ws-1(,) = w, untuk setiap u,v € Sy dan f € R[[S, <,w]]. .

2. METODE PENELITIAN

Penelitian ini dilakukan berdasarkan studi literatur berupa buku dan jurnal imiah yang
terkait dengan konsep modul atas ring, himpunan terurut yang bersifat Artin dan narrow,
ring deret pangkat tergeneralisasi (RDPT), modul deret pangkat tergeneralisasi (MDPT), dan
ring deret pangkat tergeneralisasi miring (RDPTM). Adapun langkah-langkah yang digunakan
yaitu; mengkonstruksi MDPTM M;[[S1, <1, w]] dan M3[[S2, <2,w]] atas RDPTM R[[S, <,w]],
memberikan homomorfisma monoid tegas ¢ : S7 — So dan R-homomorfisma modul ~ : M; —
My, mendefinisikan pemetaan 7 dari M;[[S1, <1,w]] ke M3[[S2, <2,w]] dengan 7(a1) = v o
o 007!, memberikan syarat f(6'(u)) = f(u) dan ws-1(,) = w, untuk setiap u,v € Sy dan
f € R[[S, <,w]], dan terakhir membuktikan pemetaan 7 merupakan R[[S, <,w]]-homomorfisma
modul.

3. HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bagian ini dibahas tentang modul atas RDPTM dan homomorfisma modul atas
RDPTM yang dikonstruksi berdasarkan struktur RDPTM R[[S, <,w]] yang telah dikonstruksi
oleh Mazurek dan Ziemboeski [18].

Pada penelitian ini, R melambangkan sebarang ring komutatif dengan elemen satuan,
End(R) adalah himpunan semua endomorfisma ring R yang merupakan monoid terhadap
operasi komposisi fungsi. (5, <) disebut monoid terurut tegas artinya S merupakan monoid
terhadap operasi penjumlahan sekaligus (.5, <) merupakan himpunan terurut terhadap relasi
urutan parsial < yang tegas. Himpunan terurut (S,<) dikatakan Artin, jika setiap barisan
terurut tegas dari elemen S berhingga, sedangkan dikatakan narrow jika setiap subhimpunan
S yang terurut trivial berhingga [6].

Diberikan homomorfisma monoid w : S — End(R) dengan w(s) = ws untuk setiap
s € S. Oleh karena itu, untuk setiap s,t € S berlaku wsir = w(s +1t) = w(s) ow(t) =
ws o wy. Jika 0 € S elemen identitas di S, maka wy merupakan elemen identitas di End(R).
Selanjutnya, didefinisikan himpunan R[[S, <,w]] = {f : S — R| supp(f) Artin dan narrow}
dengan supp(f) = {s € S|f(s) # 0} C (5,<). Untuk setiap f,g € R[[S,<,w]] dan s € 5,
terhadap operasi

(f +9)(s) = f(s) +9(s) (1)
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dan

(fo)(s) = > fl@)w(9()), (2)

rx+y=s
RJ[[S, <,w]] merupakan ring [18]. Ring ini disebut Ring Deret Pangkat Tergeneralisasi Miring
(RDPTM).

Untuk sebarang r € R dan s € S, didefinisikan pemetaan c¢,, f; € RJ[[S, <,w]] sebagai

berikut:
r ;jikau=20
cr(u) = s (3)
0 ;jikau#0,
and
1 ;jikau=s
fo(u) = i (4)
0 ;jika u # s,
untuk setiap u € S.
Berdasarkan (3), untuk setiap u € S berlaku

dan
o= {7 Dt
Dengan kata lain, untuk sebarang ¢,,, ¢, € R[[S, <,w]] berlaku
Critrs = Cry + Cry, (5)
dan
Crira = CryCry, (6)

untuk setiap 71,72 € R.

Selanjutnya, r — ¢, merupakan penyisipan ring (ring embedding) dari R ke R][S, <,w]],
dan s — f; merupakan penyisipan monoid (monoid embedding) dari S ke monoid multiplikatif
(operasi komposisi) R[S, <,w]].

Proposisi 3.1. Diberikan RDPTM R][S, <,w]]. Pemetaan ¢ : R — R|[[S, <,w]] yang didefi-
nisikan oleh p(r) = ¢, untuk setiap r € R, merupakan isomorfisma ring.

BukTI. Akan ditunjukkan ¢ merupakan homomorfisma ring yang injektif dan surjektif.

(i) Berdasarkan definisi ¢, untuk setiap ri,73 € R, o(r1+72) = Cry 41, dan @(r172) = Cryry-
Berdasarkan (5), ¢(r1 + 72) = ¢r4ry = Cry + Crp. Kemudian, berdasarkan definisi ¢
diperoleh ¢(r1 + 7r2) = Cry4ry = ¢y + Cry = (1) + @(r2). Berdasarkan (6), p(rir2) =
Cryrs = Cr Cry. Kemudian, berdasarkan definisi ¢ diperoleh o(r179) = ¢pjry = CryCry =
©(r1)p(r2). Dengan kata lain, terbukti bahwa ¢ merupakan homomorfisma ring,.

(i1) Jika (r1) = @(r2), maka ¢, = ¢, untuk setiap r1,72 € R. Dengan kata lain, ¢,, (u) =
¢ry(u) untuk setiap v € S. Berdasarkan (3), diperoleh 71 = ry. Oleh karena itu,
terbukti ¢ injektif.

(iii) Derdasarkan (3), jelas berlaku untuk setiap ¢, € R[S, <,w]], terdapat r € R sehingga
©(r) = ¢,. Dengan kata lain terbukti ¢ surjektif.

Dari (i) — (i4i) terbukti bahwa ¢ merupakan isomorfisma ring.

Lemma berikut menunjukkan hubungan antara fungsi fs pada (4) dan fungsi ¢, pada (3)
di RDPTM RJ[[S, <, w]].

Proposisi 3.2. Diberikan RDPTM RJ[[S, <,w]]. Untuk sebarang s € S dan r € R berlaku
fsCr = Cu () fs untuk setiap c,, fs € R[[S, <,w]].
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BUkTI. Cukup ditunjukkan berlaku (fsc,)(u) = (cu, () fs)(u), untuk setiap v € S.
(Kasus 1) Jika u # 0, maka berdasarkan operasi perkalian pada (2) diperoleh

(fscr)(u) = Z Js(@)wz(cr(y))

rt+y=u

|
o
2

o
e

&
[=)
—

o
<

(w) + fs(w)wu(cr(0) +0+0+0+---

r=uy=0 x#0,y#0

Di sisi lain,

(Cws(r)fs)(u): Z Cws(r)(x)wz(fs(y))

T+y=u

= Cuy (r) (0)wo (fs(w)) + cw, (ry (W) wu (fs(0) +0+0+0 - - -

yYy=1u I:uvyzo x#O,y;«EO

Jadi, terbukti (fsc,)(u) = (cuw, (r)fs)(u) untuk v # 0 € S.

(Kasus 2) Jika u = 0, maka berdasarkan operasi perkalian pada (2) diperoleh

(focr)(0) = D fa(@)waler(y))

z+y=0
= f5(0)wo(cr(0)) + fs(z)wz(cr(—)) +w/0+_/
z=0,y=0 y=—x PryeSsr+y=0

= [5(0)er(0) + fs(w)ws(cr(—2))

= f5(0).r + fs(z)ws (cr(—1))

_ {TJrfo(l’)wx(Cr(l")) 15=0
fs(@)ws (e (—2)) ;s 7#0
2r ;s=0danz =0
r ;s=0danz#0
0 ;s#0danx=s
0 ;s#0danz #s
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Di sisi lain,

(Con () f5)(0) = D o (@walfs(y))

x+y=0
= Cu,(r) (0)wo (f5(0)) + co, () (@)we (fs(—2)) +O+ 0+ 0+ - -

z=0,y=0 y=—zx AryecSsz+y=0
= ws(r)fsa)) + Cos(r) (m)wz(fs(_x))
{MW+%mm%MhP®)w=0

cws(r) (x)ww(fs(_x)) ;S 7é 0

:{+w@wamﬂm 5= 0
Coy () (T)wz(fs(—2)) 58#0

7+ rwo (1) ;s=0danz =0
) r4+0we(fo(—2)) ;5=0danx #0
- Cug(r) (S)wg(O) ;S 7é Odanz = s

Co, () (@)we(0)  s5F#0danz #s

2r ;s=0danz =0

r ;s=0danz #0

0 :s#0danz=s

0 :s#0danz #s

Jadi, terbukti (fsc,)(u) = (cw () fs)(u) untuk uw = 0 € S. Dengan kata lain, terbukti

(fscr)(u) = (cu,(r)fs)(w), untuk setiap v € S. Akibatnya untuk sebarang s € S dan r € R
terbukti bahwa fsc, = ¢, () fs untuk setiap fs, ¢, € R[[S, <,w]].

Diberikan submonoid 57,52 C S yang masing-masing dilengkapi dengan urutan <; dan
< yang coarser terhadap urutan < pada S; yaitu untuk i = 1, 2, jika s <; ¢, maka s < ¢t untuk
setiap s,t € 5;. Jika diberikan modul M; dan M, atas ring R, maka dapat dikonstruksi modul
M;[[S1, <1,w]] dan M[[S2, <2,w]] atas RDPTM R[[S, <,w]] sebagai berikut:

(1) Himpunan tak kosong M;[[S1, <1,w]] = {a1 : S1 = Mi]| supp(c;) Artin dan narrow}
dengan supp(ay) = {s € Si|ai(s) # 0} C (S1,<1) yang dilengkapi dengan operasi
penjumlahan dan perkalian skalar

(1 + B1)(x) = cu(z) + Pi(z)
dan

(@f)@) = Y ar(@wf()),

utv=x

untuk setiap f € R[[S, <,w]], a1, 81 € M;][[S1,<1,w]], dan . € S; C S.

(2) Himpunan tak kosong M3[[S2, <o2,w]] = {ag : So — Ms| supp(as) Artin dan narrow}
dengan supp(as) = {s € Salas(s) # 0} C (S2,<s) yang dilengkapi dengan operasi
biner

(a2 + B2)(y) = aa(y) + B2(y)

dan

(a2f)(y) = Y aalp)wp(f(a)),

pta=y
untuk setiap f € R[[S, <,w]], ag, B2 € M3[[S2, <a,w]], dan y € So C S.

Kedua modul ini disebut Modul Deret Pangkat Tergeneralisasi Miring (MDPTM). Untuk
i=1,2, 8 €8, m; € M, terdapat d;; € M;[[S;, <;,w]] yang didefinisikan sebagai berikut.



124 Faisol dan Fitriani, JMI Vol 17 No 2, 2021, pp. 119-126, doi:10.24198 /jmi.v17.n2.34646.119-126

55 m; T =8
dn;,xx)—{o et s, @)

Dari persamaan (3) dan (7), untuk ¢ = 1,2 dan setiap € S; C S berlaku

) m; +n; ;T =25; . "

0 1T FE S
dan
miroT = 8;
dsi_ . - ! ’ ! - dSi. T .
o 2) {0 @)
Dengan kata lain, untuk ¢ = 1,2 dan sebarang ¢, € R[[S, <,w]], d5i ,dy; € M;[[S;, <;,w]]
berlaku
Ay = i, + A3 (8)
dan
df?:iiT = df;b,, Cr, (9)

untuk setiap r € R, m;,n; € M;, dan s; € S;.

Selanjutnya, untuk ¢ = 1,2 didefinisikan pemetaan o; : M; — M;[[S;, <;,w]] dengan
oi(m;) = di untuk setiap m; € M; dan s; € ;. Misalkan d : (51, <1) — (52, <2) adalah
homomorfisma monoid tegas, yaitu homomorfisma monoid yang memenuhi; jika s <; ¢, maka
d(s) <5 (t) untuk setiap s,t € S;. Jika diberikan R-homomorfisma modul v : My — Ma,
maka dapat didefinisikan pemetaan 7 dari M;[[S1, <1,w]] ke M3[[S2, <2,w]] yang disajikan
pada gambar berikut.

1)

S1 —_— So
I R
M, - M,

I I

M[[S1, <1, w]] —2— Ma[[S, <o,w]]

Gambar 1. Pemetaan 7

Proposisi berikut menunjukkan bahwa pemetaan 7 : M;[[S1, <1,w]] = Ms[[S2, <s,w]]
yang didefinisikan oleh 7(a;) = v o aj o 6~ untuk setiap oy € M;[[S1, <1,w]] merupakan
R][S, <,w]]-homomorfisma modul.

Proposisi 3.3. Diberikan MDPTM M;[[S1, <1,w]], M2[[S2, <2,w]] atas R[S, <,w]] dan R-
homomorfisma modul v : My — Ms. Diberikan homomorfisma monoid tegas 6 : (S1,<1) —
(S2,<2) sehingga sebarang T C Sy yang Artin dan narrow berlaku 6(T) C S juga Artin dan
narrow. Didefinisikan pemetaan 7 : Mi[[S1, <1,w]] = M3[[S2, <a2,w]] dengan

r(n) =yom 057,

untuk setiap a; € Mi[[S1,<1,w]]. Jika untuk setiap u,v € Sy C S dan f € R][S,<,w]],
FOO~ N u) = f(u) dan ws-1(y) = wy, maka T merupakan R[[S, <,w]]-homomorfisma modul.

BUKTI. Untuk sebarang a; € M1[[S1, <1,w]] Untuk sebarang ¢t € Sa,
7o (o + Br) 05 (1) = (e + B (1))
(a0 + (5L (0)
=qyoai 06 Y(t)+yo0BL 087 (1).
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Dengan kata lain, berlaku
yo(ar+P1)od L= (yoar007 )+ (yoBLod ). (10)
Untuk sebarang t € S,
vo(arf)od H(t) =7 ((aaf)(671(1))
=7 (Zxﬂ;:é*l(t) al(x)wm(f(y)))
= > v(u@w(f)

z+y=5-1(t)
= > y(a@)w(f) ; T,y €5
rz+y=56—1(t)
= Z ~ (a1(5_1(u))) w5—1(u)(f(§_1(v))) ; Ju,v € S 36(x) =u;0(y) =v
utv=t
= > (e (0 (w)wu(f(v))
u+tv=t
= Y (yoarod H(w)wa(f(v))
utv=t

=((yoa1 007 H))(®).

Dengan kata lain, berlaku

yo(arf)od b= (yoaio0d Y)f. (11)

Selanjutnya akan ditunjukkan pemetaan 7 merupakan homomorfisma, yaitu untuk setiap
aq, b1 € My[[S1,<1,w]] dan f € R[S, <,w]], berlaku 7(a1 + 81) = 7(aq) +7(51) dan 7(aq f) =
7(c1)f. Dari definisi pemetaan 7, jelas 7(a; + 81) = v o (1 + B1) 0 5~ 1. Berdasarkan (10)
didapat y o (a1 + B1) 061 = (yoa; o8 1) + (yo B o). Oleh karena itu, terbukti
T(ar+f1) =7yo(ar+pB1)od ™t =(yoar0d7 )+ (yoprod™t) =r7(ar) +7(5).

Di sisi lain, dari definisi pemetaan 7, diketahui 7(ayf) = v o (a1 f) o 671, Selanjutnya,
berdasarkan (11) didapat yo (a;f)od~t = (yoa;0d~1)f. Oleh karena itu, terbukti 7(ay f) =
(yoar o8 1) f = 7(ay)f. Jadi, terbukti 7 : M;[[S1, <1,w]] — Ma3[[S2, <2,w]] merupakan
R][S, <,w]]-homomorfisma modul.

4. SIMPULAN

Dengan memberikan sebarang ring komutatif R dengan elemen satuan, monoid terurut
tegas (S, <), homomorfisma monoid w : S — End(R), submonoid 57,5y C S yang masing-
masing dilengkapi urutan <, <, yang coarser terhadap urutan < pada .S, dan modul My, M,
atas R, maka dapat dikonstruksi MDPTM M [[S1, <1,w]] dan M>[[Ss, <2,w]] yang merupakan
modul atas RDPTM R|[[S, <, w]].

Pemetaan 7 dari MDPTM M;[[S1, <1,w]] ke MDPTM M>[[S2, <2,w]] dapat definisikan
dengan terlebih dahulu memberikan homomorfisma monoid tegas d : S — S dan R-homomor-
fisma modul v : M; — M, sehingga 7(a;) = 0 a3 0 61 untuk setiap a; € M;[[S1, <1, w]].
Dengan memberikan syarat f(0~"(u)) = f(u) dan ws-1(,) = w, untuk setiap u,v € Sy dan
f € R[S, <,w]], maka dapat dibuktikan bahwa 7 merupakan R[S, <,w]]-homomorfisma modul.
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