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ABSTRAK

Persamaan nonlinier merupakan salah satu kajian dalam ilmu matematika. Pencarian akar dalam
persamaan non linier yang rumit dapat diselesaikan dengan metode numerik. Banyak metode untuk
menyelesaikan persamaan tersebut. Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah Metode Newton-
Raphson, Metode Secant dan Metode Aitken’s A2, Metode Newton-Raphson dan Metode Secant digunakan
untuk menghitung tingkat konvergensi, sedangkan Metode Aitken’s A? digunakan untuk mempercepat
konvergensi dari Metode Newton-Raphson dan Metode Secant. Dalam Metode Newton-Raphson
memerlukan satu tebakan awal sedangkan dalam metode Secant memerlukan dua tebakan awal. Dalam
menyelesaikan contoh pertama dengan menggunakan metode Newton-Raphson, pada saat iterasi ke-6
diperoleh nilai yaitu 1 dan ketika mengaplikasikannya dengan metode Aitken’s A? tingkat kecepatan
konvergensi dapat diperoleh dengan nilai yang sama yaitu 1 hanya pada saat iterasi ke-5. Sedangkan
dengan menggunakan metode Secant pada saat iterasi ke-2 telah diperoleh nilai yaitu 1 dan ketika
mengaplikasikannya dengan metode Aitken’s A? tingkat kecepatan konvergensi dapat diperoleh dengan
nilai yang sama yaitu 1 hanya pada saat iterasi ke-1. Untuk contoh ke dua dengan menggunakan metode
Newton-Raphson, pada saat iterasi ke-5 diperoleh nilai yaitu 2,962489 dan ketika mengaplikasikannya
dengan metode Aitken’s A? tingkat kecepatan konvergensi dapat diperoleh dengan nilai 2,96249 pada saat
iterasi ke-4. Sedangkan dengan menggunakan metode Secant pada saat iterasi ke-5 telah diperoleh nilai
yaitu 2,962490799 dan ketika mengaplikasikannya dengan metode Aitken’s A? tingkat kecepatan
konvergensi dapat diperoleh dengan nilai 2,962501 pada saat iterasi ke-4.

Kata kunci: Metode Numerik, Persamaan Non Linear, Metode Newton, Metode Secant, Tingkat
Konvergensi, Metode Aitken’s A?.

ABSTRACT

Non linear equation is one of the studies in mathematics. To find solution to the roots of complex non
linear equations can be solved of numerical method. In this paper, the method used is the Newton-Raphson
Method, Secant method and Aitken’s A%. Newton-Raphson method and Secant method is used tocalculate
the rate of convergence, while Aitken’s A*> method used to accelerate the convergence of Newton-Raphson
method and the Secant method. In Newton-Raphson method required an initial guess, while the Secant
method required two initial guesses. To fine solution of an example of unity with the used Newto-Raphson
method, when iteration 6 find the value is 1 and when applying Aitken’s A®> method the accelerat of
convergence can find the same value is 1 just when iteration 5. While used the Secant method of the when
iteration 2 find the value is 1 and when applying Aitken’s A?> method the accelerat of convergence can find
the same value is 1 just when iteration 1. While for the second example with the used Newto-Raphson
method, when iteration 5 he value is 2.962489 and when applying Aitken’s method the accelerate of
convergen can find 2.96249 when iteration 4. While the Secant method, when iteration 5 find the value is
2.962490799 and when applying Aitken’s method the accelerate of convergen can find 2.962501 with
iteration 4.

Keywords: Numerical Method, Non Linear Equations, Newton Method, Secant Method, Rate of
Convergence, Aitken’s A*> Method.
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1. Pendahuluan

Metode Newton Raphson adalah metode yang banyak digunakan dari semua formula
penempatan akar. Jika tebakan awal dari akar adalah x;, maka sebuah garis singgung dapat
dibuat melalui titik [x;, f(x;)]. Titik dimana garis singgung ini memotong sumbu x. Metode
Newton Raphson dapat diturunkan berdasarkan interpretasi geometrik. Sedangkan formula
untuk metode Secant memerlukan dua taksiran awal x. Metode Newton Raphson dan metode
Secant keduanya hampir serupa, dalam arti bahwa suatu taksiran akar diramalkan oleh
ekstrapolasi sebuah garis singgung dari fungsi terhadap sumbu x [1]. Tetapi metode Secant
lebih menggunakan diferensi dari pada turunan untuk memakai kemiringan. Metode Aitken’s
A? digunakan untuk mempercepat konvergensi metode Newton Raphson dan metode Secant
dalam mendapatkan nilai akar sebenarnya.

2. Metode Penelitian

Metode penelitian yang digunakan berupa pendekatan teoritis atau studi literatur dari
berbagai sumber yang berkaitan dengan solusi numerik. Pencarian akar menggunakan metode
Newton Raphson dan metode Secant. Adapun bentuk fungsi yang dibahas yaitu f(x) = x3 —c.

3. Hasil dan Pembahasan

3.1 Metode Newton Raphson

Metode Newton Raphson dapat diturunkan berdasarkan interpretasi geometrik (sebuah
metode alternatif yang didasarkan pada Deret Taylor). Seperti pada Gambar 1 turunan
pertama pada x; adalah ekuivalen terhadap kemiringan (slope) [2]:

l _ fx)-o
£y = L2 0
yang dapat diatur kembali menjadi :
_ . S&)
xi+1=x;- oo (2)

yang dinamakan formula Newton-Raphson.

f{xJA Kemiringan =f"(x;)
e
fllx)—0
0 >
Tit1 Xi
l_‘_l
Xipr — X

Gambar 1 Metode Newton Raphson [2]

Pada Gambar 1, fungsi f(x) adalah kontinu. Garis singgung terhadap fungsi pada X; [yakni
f ’(xi)] diekstrapolasikan ke bawah terhadap sumbu x untuk memberikan sebuah taksiran akar
pada x; + 1.

Di samping penurunan 36lternati, metode Newton Raphson biasanya dikembangkan
dari perluasan Deret Taylor. Penurunan 36lternative ini berguna dalam  memberikan
pengertian terhadap laju konvergensi dari metode Newton Raphson. Perluasan dari Deret
Taylor dapat dinyatakan sebagai [4]:

Ftied) = O + /() Geinn — x) + 22 (g — x)? 3)

2
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Di mana & terletak di sembarang tempat dalam interval X; hingga X;,q. Sebuah versi
aproksimasi diperoleh dengan memotong deret setelah suku turunan pertama:

fxive) = fO) + 1 Oe) (g — x3)
Pada perpotongan dengan sumbu x, f(x;,,) akan sama dengan nol, atau
0~ fx) + f'(x) (xipr — %)

Dapat diselesaikan untuk:
f(x)

l

Langkah-langkah untuk menentukan tingkat konvergensi menggunakan metode Newton
Raphson sebagai berikut [11]:
1. Mencari nilai akar r dari persamaan f(x)

Tentukan taksiran awal
_ )
frixp)
Mencari nilai error dengan menggunakan rumus:

2
3. Lakukan iterasi dengan x;,; = x;
4

_aproksimasi sekarang — aproksimasi sebelumnya 100
- aproksimasi sekarang

€a

5. Menentukan tingkat konvergensi (a) dengan rumus:

x. —_— x.
log i+1 l|
- Xi — Xi—1
X;i — Xj_
log i i—1 |
Xi-1 — Xj—2

3.2 Metode Secant

Metode secant merupakan metode iterasi yang mengatasi kelemahan metode Newton
Raphson dengan mengaproksimasi f'(x;) dengan garis secant. Metode ini memerlukan dua
tebakan awal yaitu x_, dan x, [2].
Formulasi metode Secant yaitu

_ fOeDxiog— %)
fxi—1)= f () @)

Xiy1 = Xi

Gambar 2 Metode Secant [2]

Pada Gambar 2 taksiran akar diramalkan oleh ekstrapolasi sebuah garis singgung dari fungsi
terhadap sumbu x. Metode secant lebih menggunakan diferensi daripada turunan untuk
memakai kemiringan (slope) [2].
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Langkah-langkah untuk menggunakan metode secant sebagai berikut:

1. Mencari nilai akar r dari persamaan f(x)

2. Tentukan 2 taksiran awal

3. Lakukan iterasi dengan formula:

o = o — f ) g — x;)
LT o) — )
iterasi akan berhenti ketika |e,| < ;.

Adapun untuk mencari nilai tingkat konvergensi di dalam metode Secant sudah ditentukan
yaitu dengan menggunakan persamaan p? — p — 1 = 0 mempunyai akar positif yang sederhana

=15 _ 1618.. [3].

2

3.3 Konvergensi dan Tingkat Konvergensi

Definisil. Misalkan{x;} adalah sebuah barisan yang konvergen terhadap r, dan
e; = x; — r untuk i > 0 jika terdapat bilangan konstanta galat A # 0 dan tingkat konvergensi
A >0 [7], dengan

|Xij|-1—T| -1 lei+al _ 1 5)

Maka barisan {X;} konvergen terhadap 7 dengan tingkat konvergensi a [5]. Jika @ = 2 atau
a = 3 maka metode hampiran memiliki tingkat konvergensi kuadratik atau kubik. Apabila dan
e; = X; — r merupakan kesalahan pada iterasi ke-i pada suatu metode iterasi yang
menghasilkan suatu barusan {x;}, maka suatu persamaan

enss = ceb +0el*! (6)

disebut sebagai persamaan galat pada iterasi ke-(n+1) dan c¢ adalah koefisien tingkat galat ke—
a.

Definisi 2. Andaikan X, X1, X3, ... merupakan suatu barisan yang konvergen ke arah suatu
bilangan &, dan tentukan e, = & — x,,. Jika terdapat suatu bilangan p dan suatu tetapan
A # 0 sedemikian rupa sehingga

lentsl _

no [eq[?
maka p disebut tingkat konvergensi dari barisannya dan A disebut tetapan kesalahan asimtotik
[3].

Misalkan A adalah akar dari f(x) dan andaikan X;,q, X; dan X;_; berturut-turut ialah
iterasi yang dekat dengan A [7]. Maka perhitungan tingkat konvergensi a dapat
diaproksimasikan dengan menggunakan rumus [7]:

x;

log|- ’;1 ‘

~ i“ri—-1

a= Xi—=Xj_1 (7)

log|—————
Xj—17%j-2

Dari tingkat konvergensi dan banyaknya evaluasi fungsi yang digunakan suatu metode

iterasi dapat ditentukan nilai Efficiency Index, yang nantinya menunjukan tingkat effisiensi

suatu metode iterasi dalam menghampiri akar persamaan non linier.
1

Definisi 3. Indeks Effisiensi didefinisikan sebagai am, dimana a adalah tingkat konvergensi
suatu metode dan m merupakan jumlah dari evaluasi fungsi yang diperlukan suatu metode
tersebut. Semakin besarnilai indeksnya maka metode tersebut semakin efektif dalam
menyelesaikan persamaan non linier [5].
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3.4  Metode Aitken’s A?

Metode Aitken’s A? digunakan untuk mempercepat konvergensi, metode yang dapat
dipercepat konvergensinya dengan menggunakan Metode Aitken’s A? diantaranya yaitu metode
Newton-Raphson dan metode Secant [1].

Asumsikan bahwa p; — p,p;41 —p, dan p;,, —p untuk i yang cukup besar dapat dituliskan
sebagai berikut [1]:
Pi+1 —P ~ DPi+2 — P
bi—Dp Pit1 — P

Kemudian
@is1 = P)?* = iz —P)P: — D)
Jadi
Pi1 = 2PiaP + P = Disali — (i + Pis2)P + P
dan

(Pis2 + Pi — 2Pi41)P = Div2Di — Pia

Kemudian formula untuk metode Aitken’s A% adalah:

p~ Di+2Di — pi2+1
Dis2 — 2Pi+1 T 1;

di mana p; adalah nilai aproksimasi dari hasil perhitungan sebelumnya (nilai aproksimasi dari
metode Newton Raphson dan metode Secant).
Langkah-langkah menentukan tingkat kecepatan konvergensi dari metode Newton
Raphson setelah mengaplikasikan metode Aitken’s A? adalah [6]:
1. Mencari nilai akar r dari persamaan f(x)

Tentukan taksiran awal
pit))
frixy)
Mencari nilai error dengan menggunakan rumus:

2
3. Lakukan iterasi dengan x;,; = x;
4

aproksimasi sekarang — aproksimasi sebelumnya
&g =

- - 100
aproksimasi sekarang

5. Menentukan tingkat konvergensi (a¢) dengan rumus:

log i+1 L|
o~ Xi — Xi—1
Xi — Xi—1
log
Xi-1 — Xj-2

6. Menentukan tingkat kecepatan konvergensi dengan rumus:

p = Pi+2Pi — Pl
Di+2 — 2Pis1 + i

Langkah-langkah menentukan tingkat kecepatan konvergensi dari metode Secant

setelah mengaplikasikan metode Aitken’s A% adalah[6]:

1. Mencari nilai akar r dari persamaan f(x)

2. Tentukan 2 taksiran awal

3. Lakukan iterasi dengan formula:
Yo = e — ) (ximg — xp)
LT o) - ()
iterasi akan berhenti ketika |g,| < ;.
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4. Menentukan tingkat kecepatan konvergensi dengan rumus:

p~ Di+2Pi — pi2+1
Di+2 — 2Piy1 + i

3.5 Perbandingan Tingkat Kecepatan Konvergensi dari Metode Newton Raphson dan
Metode Secant Setelah Mengaplikasikan Metode Aitken’s A®

Perbandingan Tingkat Kecepatan Konvergensi dari Metode Newton Raphson dan Metode
Secant setelah mengaplikasikan Metode Aitken’s A? dari fungsi f(x) = x3 — 1 terlihat pada

Tabel 1.

Tabel 1 Perbandingan Tingkat Kecepatan Konvergensi dari Fungsi f(x) = x3 -1

Metode Metode Metode

i Newton Aitken’s A* Metode Secant Aitken’s A*
Raphson dari Metode dari Metode

p NR Secant

0 2 0.77248 2 1

1 1.4166 0.9622473 1

2 1.11054 0.998818 1

3 1.01064 1.004226

4 1.00012 1

5 1.00000003

6 1

Dari fungsi f(x) = x® — 1 dengan menggunakan metode Newton Raphson, pada saat iterasi ke-6
diperoleh nilai yaitu 1 dan ketika mengaplikasikannya dengan metode Aitken’s A? tingkat
kecepatan konvergensi dapat diperoleh dengan nilai yang sama yaitu 1 hanya pada iterasi ke-4.
Sedangkan dengan menggunakan metode Secant pada iterasi ke-1 telah diperoleh yaitu 1.00000
sehingga tidak perlu mengaplikasikannya dengan metode Aitken’s A?

Perbandingan Tingkat Kecepatan Konvergensi dari Metode Newton-Raphson dan Metode
Secant setelah mengaplikasikan Metode Aitken’s A? dari fungsi f(x) = x® —1 terlihat pada
Tabel 2.
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Tabel 2 Perbandingan Tingkat Kecepatan Konvergensi dari Fungsi f(x) = x3 — 26

i Metode Metode Metode Metode
Newton Aitken’s A? Secant Aitken’s A2
Raphson dari Metode dari Metode

NR Secant

0 4 2.889178 3 2.994891

1 3.20834 2.961014358 2.92308 2.962515

2 2.98088 2.962489207 2.96199 2.9624809

3 2.96261 2.96248 2.962502784 2.962501

4 2.96249 2.962490671

5 2.9624894 2.962490799

Dari fungsi f(x) = x® — 26 dengan menggunakan metode Newton Raphson, pada saat iterasi ke-
5 diperoleh nilai yaitu 2.9624894 dan ketika mengaplikasikannya dengan metode Aitken’s A?
tingkat kecepatan konvergensi dapat diperoleh dengan nilai 2.96248 pada iterasi ke-3.
Sedangkan dengan menggunakan metode Secant telah diperoleh nilai yaitu 2.962490799 pada
iterasi ke-5 dan ketika mengaplikasikannya dengan metode Aitken’s A? tingkat kecepatan
konvergensi dapat diperoleh dengan nilai 2.962501 pada saat iterasi ke-3.

Dari Tabel 1 dan 2 untuk fungsi f(x) =x%—1 terlihat bahwa yang paling cepat
mendapatkan tingkat kecepatan konvergensinya yaitu dengan menggunakan metode secant.
Sedangkan untuk fungsi f(x) = x3 — 26 keduanya sama untuk mendapatkan tingkat kecepatan
konvergensinya. Dilihat dari segi perhitungannya, menggunakan metode Aitken’s A? lebih cepat
untuk mendapatkan nilai konvergensinya. Tetapi dilihat dari segi waktu komputasinya
menggunakan metode Aitken’s A? lebih lama untuk mendapatkan nilai konvergensi.

4. Simpulan

Penentuan tingkat keceptan konvergensi dari metode Newton Raphson dan metode

Secant menggunakan metode Aitken’s A? adalah dengan rumus umum sebagai berikut:
 _Pix2Pi = P
Pit2 = 2Pi+1 + Di

Perbandingan tingkat kecepatan konvergensi dari metode Newton Raphson dan metode Secant
berdasarkan contoh numerik dengan menggunakan metode Aitken’s A? yang paling cepat
mendapatkan tingkat kecepatan konvergensinya untuk fungsi f(x) = x® —1 adalah dengan
menggunakan metode Secant. Sedangkan untuk fungsi f(x) = x3 — 26 keduanya sama untuk
mendapatkan tingkat kecepatan konvergensinya, baik dengan metode Newton Raphson
maupun metode Secant.
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