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Abstract. Product quality control is an important 
factor for the industrial world because good 
quality control and carried out continuously will 
be able to detect abnormal production results 
quickly, so that anticipatory action can be taken 
immediately. Quality is a major factor in consumer 
decision making before buying goods / services. 
The problem that occurs at this time in 
manufacturing companies in Indonesia is how the 
statistical quality control process can be applied 
properly. The purpose of this statistical analysis is 
to find out the statistical quality control process 
that is applied to manufacturing companies in 
Indonesia using bivariate control charts with 
copula. Copula is a function that combines a 
multivariate distribution function with a uniform 
one-dimensional marginal distribution function, 
in this condition the Copula used is the 
Archimedean Copula group. The method used in 
this data collection is a simple random sampling 
with the sample used are three manufacturing 
companies in Indonesia which covers the areas of 
Jakarta, Bandung and Makassar. The 
implementation of Copula in this control chart 
results in Frank Copula being the best Copula, this 
supports that the use of Copula in the quality 
control process has a good role. 
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PENDAHULUAN 

Perkembangan industri menyebabkan terjadinya persaingan yang cukup ketat 
antar perusahaan dalam menarik perhatian konsumen untuk menggunakan produk 
yang dihasilkan. Salah satu faktor yang mempengaruhi keputusan konsumen dalam 
memilih suatu produk adalah kualitas produk tersebut (Agustini, 2017; Fure dkk., 2015; 
Amilia, 2017). Mengingat pentingnya peranan kualitas produk dalam setiap 
perusahaan maka pengendalian kualitas produk sangat dibutuhkan dalam suatu 
proses produksi untuk menjaga kestabilan kualitas. Dalam pengendalian kualitas 
sering digunakan pengendalian proses statistic (Tanjong, 2013; Bakhtiar dkk., 2013; 
Ratnadi & Suprianto, 2020). Salah satu teknik pengendalian proses statistik adalah 
bagan kendali  (Montgomery, 2009). 

Pembuatan bagan kendali pada umumnya selalu didasarkan pada asumsi 
bahwa suatu proses produksi berdistribusi normal. Namun dalam kenyataannya, 
karakteristik kualitas proses produksi tidak selalu berdistribusi normal, oleh karena 
itu perlu dikembangkan alternatif bagan kendali. Pengendalian kualitas memiliki 
peranan penting dalam meningkatkan kualitas produk. Salah satu metode statistik 
yang digunakan dalam mengendalikan produk adalah penggunaan bagan kendali 
Copula. Pendekatan Copula adalah metode populer untuk pemodelan multivariat 
yang diterapkan di beberapa bidang; ini mendefinisikan ukuran ketergantungan non-
parametrik antara variabel acak (Verdier, 2013).  

METODE PENELITIAN 

Bagan Kendali Univariat 

Bagan kendali adalah suatu alat yang secara grafis digunakan untuk 
memonitor dan mengevaluasi apakah suatu proses berada dalam pengendalian 
kualitas secara statistika atau tidak, sehingga dapat memecahkan masalah dan 
menghasilkan perbaikan kualitas. Bagan kenadali digunakan untuk membantu 
mendeteksi adanya penyimpangan dengan cara menetapkan batas-batas kendali. 
Batas – batas kendali pada bagan kendali antara lain batas kendali atas yang 
merupakan garis batas untuk suatu penyimpangan dari karakteristik sampel, garis 
pusat atau tengah  merupakan garis yang melambangkan tidak adanya 
penyimpangan dari karakteristik sampel dan batas kendali bawah yang merupakan 
garis batas bawah untuk suatu penyimpangan dari karakteristik sampel.  

Jika titik – titik sampel berada diantara batas kendali maka proses tersebut 
dikatakan in control. Titik pada suatu sampel yang berada di luar batas kendali 
menjadi sebuah tanda bahwa proses tersebut berada di luar kendali atau out of 
control. Jika proses produksi berada dalam keadaan tidak terkendali maka 
dibutuhkan suatu tindakan untuk menemukan dan mengeliminasi suatu penyebab.  

Bagan Kendali Prediksi dengan Copula  

Pembuatan bagan kendali identik dengan pembuatan selang kepercayaan. 
Pada bagan kendali prediksi hal serupa pun diterapkan, bahwasanya pembuatan 
bagan kendali prediksi pun dibuat berdasarkan asumsi selang prediksi. Pada 
penerapannya bagan kendali prediksi ini diharapkan dapat mengontrol proses 
apakah proses tersebut ada atau tidak dalam kondisi in control sesuai dengan konsep 
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bagan kendali pada umumnya, maka dariitu sebelum membuat bagan kendali 
prediksi ada beberapa tahap yang digunakan antara lain melakukan penaksiran 
parameter pada bagan kendali. Bagan kendali prediksi dibangun berdasrkan asumsi 
distribusi normal, maka dari itu penaksiran parameter menggunakan metode 
maksimum likelihood. Langkah pertama yang dilakukan yaitu menentukan fungsi 
likelihood dari tiap model. Dengan memaksimumkan fungsi tersebut, kita dapat 
menaksir parameternya. Pembuatan bagan kendali identik dengan pembuatan 
selang kepercayaan. Pada bagan kendali prediksi hal serupa diterapkan, 
bahwasannya pembuatan bagan kendali prediksi dibuat berdasarkan asumsi selang 
prediksi. Pada penerapannya bagan kendali prediksi ini diharapkan dapat mengontrol 
proses apakah proses tersebut ada atau tidak dalam kondisi in control sesuai dengan 
konsep bagan kendali pada umumnya, maka dari itu sebelum membuat bagan kendali 
prediksi ada beberapa tahap yang digunakan, penjelasan mengenai pembuatan 
bagan kendali dijelaskan pada sub bab berikut. Chen dkk., (1996) mengungkapkan 
Selang Prediksi merupakan prediksi nilai observasi masa depan yang berada di suatu 
selang yang memiliki batas atas dan batas bawah dengan suatu tingkat peluang 
tertentu. Penentuan keakuratan selang prediksi dapat dilakukan melalui peluang 
cakupan. Misalkan Y adalah peubah acak yang berdistribusi normal baku dan 
mempunyai fungsi distribusi 𝐹𝑋(. ) dan 𝐺𝑌(. ), maka perhitungan selang prediksi pada 
tingkat peluang 1 – 𝛼 adalah sebagai berikut: 
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Pemi lihan Copula Terbaik yang digunakan dalam prediksi bagan kendali  

Copula merupakan alat yang dapat digunakan untuk menganalisa 
kebergantungan peubah-peubah acak dalam struktur yang digambarkan oleh fungsi 
gabungan tersebut. Copula adalah suatu fungsi distribusi multivariate dimana setiap 
variable acaknya berdistribusi seragam pada interval [0,1]. Sklar menjelaskan untuk 
setiap fungsi distribusi bivariat H(x,y) dengan distribusi marginal 𝐺𝑋(𝑥) and 𝐺𝑌(𝑦), 
akan ada Copula  C : [0,1]2 → [0,1] sehingga dapat didefinisikan sebagai  :  

 
𝐻(𝑥, 𝑦) = 𝐶(𝐺𝑥(𝑥), 𝐺𝑌(𝑦))  

Misalkan U = 𝐹𝑥(𝑥) and V = 𝐺𝑌(𝑦) maka 

𝐶(𝐹𝑥(𝑥), 𝐺𝑌(𝑦)) = 𝐶(𝑢, 𝑣) = 𝑃(𝑈 ≤ 𝑢, 𝑉 ≤ 𝑣 ) 

𝐶(𝐹𝑥(𝑥), 𝐺𝑌(𝑦)) = 𝐶(𝑢, 𝑣) = 𝑃(𝑈 ≤ 𝑢, 𝑉 ≤ 𝑣 ) 

  =  P (𝐹𝑥(𝑋) ≤ 𝑢, 𝐺𝑌(𝑌) ≤ 𝑣 ) 
  = 𝑃 (𝑋 ≤  𝐹𝑥

−1(𝑢), 𝑌 ≤ 𝐺𝑌
−1(𝑣)) 

  = 𝑃 (𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦) = 𝐻(𝑥, 𝑦) 
 

(1) 

(2) 

(3) 
(4) 

(5) 

(6) 

(7) 
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Misalkan u = 𝐹𝑋(𝑥) dan v = 𝐺𝑌(𝑦), akan dicari distribusi dari U dan V 
menggunakan metode transformasi distribusi. Maka dapat diperoleh menjadi 

𝐹𝑈(𝑢) = 𝑃(𝑈 ≤ 𝑢 ) = 𝑃(𝐹𝑥(𝑋) ≤ 𝑢 ) = 𝑃(𝑋 ≤  𝐹𝑥
−1(𝑢)) =  𝐹𝑥(𝐹𝑥

−1(𝑢)) = 𝑢.     

Pemilihan jenis Copula yang digunakan berasal dari kelas Archimedean Copula. 
Archimedian Copula didefinisikan sebagai 𝐶(𝑢, 𝑣) =  𝜑−1[𝜑(𝑢) +  𝜑(𝑣)]∀𝑢, 𝑣𝜖[0,1] 
dimana 𝜑(𝑡) adalah fungsi generator (Nelsen, 2006 ). Dalam penelitian ini kita 
mempertimbangkan dua copulas Archimedes yaitu Clayton dan Gumbel.  Penaksiran 
parameter dari kelas Archimedean Copula dapat dikaitkan dengan ukuran asosiasi 
Kendall’s Tau. Ukuran asosiasi ini bisa mengukur asosiasi baik linear ataupun 
nonlinear. Kendalls Tau dapat digunakan untuk mengestimasi parameter pada Copula 

, pada kasus ini contohnya pada Copula Clayton (𝜃𝑐) dan Gumbel (𝜃𝑐). Kendalls tau 
untuk vector variabel acak (𝑋, 𝑌)𝑇 didefinisikan sebagai : 
 

𝜏(𝑋, 𝑌) = 𝑃{(𝑋 −  𝑋)́ (𝑌 − 𝑌́)  > 0 } − 𝑃{(𝑋 −  𝑋)́ (𝑌 − 𝑌́) < 0    

 
Sebagai langkah terakhir pemilihan copula terbaik ini dapat ditentukan salah 

satunya dengan metode Mean Square Error ( MSE ). Metode ini merupakan salah satu 
metode yang sering digunakan untuk menghitung besarnya perbedaan antara nilai 
yang dihasilkan sebuah estimator dengan nilai sebenarnya. Misalkan  𝐻𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦) 
adalah fungsi distribusi bersama dan prediksi vektor dari data dengan ukuran sampel 

n 𝐻𝑋,𝑌
̂ . Oleh karena itu MSE dapat didefinisikan sebagai  

 

MSE = 
1

𝑛
∑ (𝑛

𝑖=1 𝐻𝑋,𝑌̂ −  𝐻𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦))2 

 
Proses pengambilan data ini dilakukan menggunakan metode teknik 

pengambilan sample, simple random sampling dengan sampel yang digunakan adalah 
3 perusahaan manufaktur di Indonesia yang meliputi daerah Jakarta, bandung dan 
makasar dengan target populasi pada penelitian ini adalah hasil produksi dari 
perusahaan manufaktur.  

HASIL DAN PEMBAHASAN 

Dalam bidang industri, banyak perusahaan memerlukan upaya untuk 
memantau atau mengontrol proses pengendalian mutu agar mampu menghasilkan 
produk berkualitas optimum. Pemantauan karakteristik kualitas secara mandiri 
sangatlah memungkinkan untuk dilakukan, akan tetapi hal itu dapat menimbulkan 
kesalahan pada produk. Proses pemantauan masalah di mana beberapa variabel 
terkait secara kolektif dikenal sebagai proses kontrol statistik multivariat. Suatu 
proses atau produk dengan variabel multivariat yang dipantau atau dikendalikan 
menyebabkan timbulnya masalah dalam pengendalian mutu. Ketika variabel-variabel 
tersebut berkorelasi, pendekatan yang lebih tepat akan diperlukan untuk memonitor 
mereka pada saat yang sama. Variabel akan dikorelasikan dengan jumlah yang besar 
dari variabel yang berkorelasi yang dikumpulkan. Sehingga, bagan kendali multivariat 
diperlukan untuk memantau dan mendiagnosis tujuan dalam sistem manufaktur 
modern. Copula Archimedean terbagi dalam tiga kelas, yaitu copula Clayton, copula 
Frank, dan copula Gumbel. Copula Archimedean didefinisikan dengan fungsi 

(8) 

(9) 
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:[0,1]merupakan fungsi generator bernama, yang memiliki dua turunan kontinu pada 
(0,1) dan memenuhi kondisi berikut: φ (1) = 1, dan inversnya  -1sehingga . Setiap angka 
dari kelas ini menghasilkan fungsi distribusi multivariant (Nelsen, 2005). Fungsi copula 
Archimedean didefinisikan sebagai persamaan berikut: 

𝑪(𝒖𝟏, 𝒖𝟐, … 𝒖𝒎) =   𝜱−𝟏(𝜱(𝒖𝟏) + . . . + (𝒖𝒎)) 

Perbedaan yang signifikan dari fungsi copula Clayton, Frank dan Gumbel dapat dilihat 
dari jenis tail dependensi. Copula Clayton cenderung memiliki tail dengan dependensi 
terletak di bagian bawah. Pada copula Frank, tidak terdapat tail dependensi. 
Sedangkan pada jenis copula Gumbel, tail dependensi terletak pada bagian atas. 

Table 1. Fungsi Copula Archimedean Clayton, Frank dan Gumbel 
 

Kelas 
Copula 

Generator𝝓𝜽(𝒖) Fungsi Copula  
𝑪𝜽(𝒖𝟏, 𝒖𝟐, … 𝒖𝒎) 

Parameter 
𝜽 

Clayton 𝜃−1(𝑢−𝜃 − 1) 

[∑(𝑢𝑖
−𝜃 + 𝑚 − 1)

𝑚

𝑖=1

]

−
1

𝜃

 

𝜃 > 0 

Frank 
−𝑙𝑛 (

𝑒−𝜃𝑡 − 1

𝑒−𝜃 − 1
) 

1

𝜃
𝑙𝑛 (1 +

∏ [𝑒−𝜃𝑣 − 1]𝑚
𝑖=1

𝑒−𝜃 − 1
) 

𝜃 ∈ (−∞, ∞) untuk 𝑚 =
2 
𝜃 > 0 untuk 𝑚 ≥ 3 

Gumbel (− ln 𝑢)𝜃 

𝑒𝑥𝑝 (− [[∑(−𝑙𝑛 𝑢𝑖)𝜃

𝑚

𝑖=1

]]

1

𝜃

) 

𝜃 > 1 

 

Pada proses pembuatan bagan kendali, dilakukan metode untuk pemilihan 
model Copula terbaik. Terdapat beberapa metode pemilihan model Copula terbaik, 
diantaranya adalah Mean Square Error (MSE). MSE adalah Mean Square Error dan 
merupakan metrik kualitas model. Lebih dekat ke nol lebih baik. Metrik MSE 
mengukur rata-rata kuadrat kesalahan atau penyimpangan. MSE mengambil jarak 
dari titik ke garis regresi (jarak ini adalah "kesalahan") dan kemudian kuadratkan 
mereka untuk menghilangkan tanda-tanda negatif. MSE menggabungkan varians dan 
bias prediktor. Mean square error (MSE) menyediakan statistik yang memungkinkan 
bagi para peneliti untuk membuat klaim. MSE hanya mengacu pada rata-rata 
perbedaan kuadrat antara parameter yang diprediksi dan parameter yang diamati. 
Secara formal, ini dapat didefinisikan sebagai: 

𝑬[(𝜽𝒏 − 𝜽)𝟐] 

Dalam Persamaan di atas, E merupakan nilai yang diharapkan dari perbedaan 
kuadrat antara perkiraan parameter yang tidak diketahui (θ ∗) dan nilai yang diamati 
aktual (θ2) dari parameter. Dalam hal ini, nilai yang diharapkan dari MSE hanya 
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mengacu pada kesalahan rata-rata (error). Dengan mengaplikasikan metode ini pada 
3 perusahaan manufaktur, hasil yang ditunjukkan adalah sebagai berikut :  

Penggunaan Copula Frank dalam menganalisis pengendalian kualitas produksi 
perusahaan manufaktur A di Indonesia.   

 

 

 

 

 

Gambar 1. Bagan Kendali Pengendalian Kualitas Produksi Perusahaan Manufaktur A 
dengan Copula-Frank 

 

 

 

 

 

Gambar 2. Bagan Kendali Pengendalian Kualitas Produksi Perusahaan Manufaktur B 
dengan Copula-Frank 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.  Bagan Kendali Pengendalian Kualitas Produksi Perusahaan Manufaktur C 
dengan Copula-Frank 
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Sementara untuk Copula Clayton hasil yang didapat untuk aplikasi pada data 
manufaktur adalah sebagai berikut :  

 

 

Gambar 4. Bagan Kendali Pengendalian Kualitas dengan  Copula-Clayton pada 
industry manufaktur A 

 

Gambar 5. Bagan Kendali Pengendalian Kualitas dengan  Copula-Clayton pada 
industry manufaktur B 

 

 

 

 

 

 

Gambar 6. Bagan Kendali Pengendalian Kualitas Produksi Perusahaan 
Manufaktur C dengan Copula-Clayton 
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Sementara untuk Copula Clayton hasil yang didapat untuk aplikasi pada data 
manufaktur adalah sebagai berikut :  

 

Gambar 7. Bagan Kendali Pengendalian Kualitas Produksi Perusahaan 
Manufaktur A dengan Copula-Gaussian 

 

Gambar 8. Bagan Kendali Pengendalian Kualitas Produksi Perusahaan 
Manufaktur B dengan Copula-Gaussian 

 

 

 

 

 

 

Gambar 9. Bagan Kendali Pengendalian Kualitas Produksi Perusahaan 
Manufaktur C dengan Copula-Gaussian 

Dengan menerapkan 3 Copula tersebut, terlampir hasil pada saat menggunakan 
MSE diperoleh nilai MSE sebagai berikut :  
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Tabel 2. Nilai MSE Copula 

Nilai MSE  

Frank Copula Clayton Copula Gaussian Copula 

0.0013 , 0.0142 0.0016, 0.0145 0.0026, 0.0155 
   

Dari hasil MSE pada tabel 2. Diperoleh Copula Frank yang memiliki hasil yang 
lebih maksimal untuk mengukur pengendalian kualitas hasil produksi pada suatu 
perusahaan manufaktur. Penggunaan Copula ini lebih spesifik dibandingkan dengan 
bagan kendali multivariat lainnya.  

KESIMPULAN  

Secara umum, bagan kontrol yang digunakan untuk kasus multivariat adalah 
bagan kendali Hotelling T2 (Durante & Sempi, 2015), tetapi bagan kendali ini tidak 
cukup untuk dapat menafsirkan ketergantungan antara karakteristik kualitas. Hasil 
simulasi dengan studi kasus menunjukkan beberapa kesimpulan bersama dengan 
saran yang berguna untuk pengembangan dan penelitian lebih lanjut. Hasil 
pembuatan peta kendali multivariat menggunakan Hotelling T2. Untuk data simulasi 
dan data nyata, ini menunjukkan bahwa diagram kontrol kurang mampu menafsirkan 
masalah yang melibatkan lebih dari satu karakteristik kualitas. Sedangkan pada 
diagram kendali prediktif dengan Copula, perilaku sasaran proses dengan 
mempertimbangkan adanya ketergantungan antara karakteristik kualitas yang 
terlihat. ini didukung dengan hasil dari penggunaan Copula lebih akurat dibandingkan 
dengan bagan kendali lainnya.  
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