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Abstrak— Pada paper ini dibahas konstruksi klas barisan p-Supremum Bounded Variation Sequences yang 

merupakan generalisasi dari klas Supremum Bounded Variation Sequences (SBVS). Kemudian konstruksi yang 

didapat diselidiki relasi inklusi dari klas tersebut. 
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1 PENDAHULUAN 

Dalam analisis Fourier, sifat-sifat koefisien deret Fourier pertama kali dibahas oleh Chaundy dan Jollife 

[2] dan koefisien-koefisien tersebut dikenal dengan nama klas MS (Monotone sequences). Kemudian beberapa 

peneliti seperti Leindler [7], Tikhonov [11] dan Zhou [8][12] berturut-turut memperlemah syarat kemonotonan 

Klas MS ke dalam klas RBVS (Rest Bounded Variation Sequences), GMS (General Monotone Sequences) dan 

GBVS (Group Bounded Variation Sequences).  

Lebih lanjut Zhou et al. [13] berhasil membuktikan bahwa generalisasi klas kemonotonan merupakan klas 

MVBVS (Mean Value Bounded Variation Sequences). Lebih lanjut diperoleh �� ⊊ ���� ⊊ ��� ⊊ ���� ⊊�����. Jika syarat kemonotonan di dalam klas MVBVS diperlemah lagi maka kekonvergenan seragam deret 

Fourier tidak terjamin. Namun demikian Feng dan Zhou [3] dapat menunjukkan bahwa MVBVS dapat 

diperlemah menjadi klas GM7. Dalam perkembangan yang lain ternyata Korus [6] juga berhasil membuktikan 

bahwa klas MBVS dapat diperlemah menjadi klas SBVS (Supremum Bounded Variation Sequences) dan klas �����. Menurut Feng dan Zhou [3] GM7 sama dengan SBVS , walaupun nampak mirip Korus [6] berhasil 

membuktikan bahwa SBVS sebagai klas yang berbeda dengan GM7 tetapi sama-sama memuat klas MBVS. 

Kemudian klas SBVS dan ����� tetap mempertahankan sifat kekonvergenan seragam pada deret Fourier dan 

memenuhi relasi �� ⊊ ���� ⊊ ��� ⊊ ���� ⊊ ����� ⊊ ���� ⊊ �����. Definisi klas SBVS dan ����� 

sebagai berikut: 

Definisi 1.1. Barisan 	
����� ⊂ ℂ disebut anggota klas SBVS (Supremum Bounded Variation Sequences) jika 

terdapat konstanta positif K dan � ≥ 1, sehingga 

� |
� − 
���| ≤ �� � �� !"#$/&' �|
�|�!
�! (�$)�

�$  

dengan [x] bagian bulat dari x. 

Definisi 1.2. Barisan 	
����� ⊂ ℂ  disebut anggota klas �����  jika terdapat konstanta positif K dan 	*(,)���� ⊂ #0,∞) dengan *(,) → ∞	untuk , → ∞ dan monoton naik sehingga 

� |
� − 
���| ≤ �� � �� !"2($) �|
�|�!
�! (�$)�

�$ . 
Kemudian Liflyand dan Tikhonov [9, 10] mengembangkan klas GMS ke 4ℳ67 (p- general monotone 

sequences) yang terdiri dari kemonotonan barisan bilangan, dengan definisi berikut : 

Definisi 1.3. Diberikan 
 = 	
$� dan 9 = 	9$� masing-masing barisan bilangan kompleks dan real positif. 

Pasangan (
, 9) ∈ 4ℳ67	, jika terdapat konstanta positif K sehingga berlaku 
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�� |
� − 
���|7�$)�
�$ (�/7 ≤ 	�9$ 

untuk semua bilangan bulat positif n dan 1 ≤  < ∞.  

Definisi 1.4. Diberikan klas 4ℳ6 dan 9 = 	9$� barisan bilangan real positif, klas 4ℳ6(9) adalah keluarga 	
: (
, 9) ∈ 	4ℳ6	�  
Lebih lanjut klas 4ℳ67 telah digeneralisasi menjadi klas =ℬ?67 [4] dan ℳ?ℬ?67 [5] dengan definisi 

berikut. 

Definisi 1.5. Diketahui 
 = 	
$�  and 9 = 	9$�  berturut-turut barisan bilangan kompleks dan real positif. 

Pasangan (
, 9) ∈ ℳ?ℬ?6, jika terdapat konstanta positif K dan @ ≥ 2 sehingga berlaku 

� |∆
�|�$)�
�$ ≤	�� � 9�#C$'

�#CDE$'  

untuk semua bilangan bulat positif n. 

Definisi 1.6. Diberikan 
 = 	
$� and 9 = 	9$� masing-masing barisan bilangan kompleks dan real positif. 

Pasangan (
, 9) ∈ ℳ?ℬ?67	, jika terdapat konstanta positif K dan @ ≥ 2 sehingga berlaku 

�� |∆
�|7�$)�
�$ (�/7 ≤	�� � 9�#C$'

�#CDE$'  

untuk semua bilangan bulat positif n dan 1 ≤  < ∞.  

Definisi 1.7. Diberikan klas ℳ?ℬ?67dan	9 = 	9$� barisan bilangan real positif, kemudian didefinisikan klas ℳ?ℬ?67(9) adalah koleksi F
: (
, 9) ∈ 	ℳ?ℬ?67	G.  

Lemma 1.8. Diberikan 1 ≤  < ∞	, untuk setiap barisan bilangan real non negatif 	
H� pertidaksamaan  

�(
H)7$
H� ≤ ��
H$

H� (7 

berlaku untuk setiap bilangan bulat positif n [1]. 

Kemudian di dalam paper ini akan dipaparkan hasil penelitian penulis yang mengkonstruksikan klas p-

Supremum Bounded Variation Sequences yang merupakan generalisasi dari klas SBVS dan diselidiki sifat 

inklusinya. 

2 DEFINISI P-SUPREMUM BOUNDED VARIATION SEQUENCES 

Menurut Korus [6] klas ���� ⊊ ����� , sehingga dalam definisi disini dibahas klas ����� . Notasi ����� dalam tulisan ini ditulis SBVS2 dan dapat diperluas menjadi 6ℬ?62. 

Definisi 2.1. Diberikan 
 = 	
$� dan 9 = 	9$� berturut-turut barisan bilangan kompleks dan real positif. 

Pasangan (
, 9) ∈ 6ℬ?6, jika terdapat konstanta positif K, dan � ≥ 1 sehingga  

�|
� − 
���| ≤ �� � �� !"#$/&' � 9��!
�! (	�$)�

�$  

untuk semua bilangan bulat positif n. 

Definisi 2.2. Diberikan 
 = 	
$� dan 9 = 	9$� masing-masing barisan bilangan kompleks dan real positif. 

Pasangan (
, 9) ∈ 6ℬ?67	, jika terdapat konstanta positif K dan � ≥ 1 sehingga 
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�� |
� − 
���|7�$)�
�$ (�/7 ≤ �� � �� !"#$/&' � 9��!

�! ( 

untuk semua bilangan bulat positif n dan 1 ≤  < ∞.  

Dari definisi 2.1 dan definisi 2.2, klas 6ℬ?6� adalah klas 6ℬ?6. 

 

Definisi 2.3. Diberikan klas 6ℬ?67  dan 9 = 	9$�  barisan bilangan bilangan real positif, klas 6ℬ?67(9) 
adalah keluarga F
: (
, 9) ∈ 	 6ℬ?67	G	��I�,	1 ≤  < ∞. 

Definisi 2.4. Diketahui 
 = 	
$� dan  9 = 	9$� berturut-turut barisan bilangan kompleks dan real positif. 

Pasangan (
, 9) ∈ 6ℬ?62 , jika terdapat konstanta positif K dan 	*(,)���� ⊂ #0,∞)  dengan *(,) →∞	untuk , → ∞ dan monoton naik sehingga berlaku 

� |
� − 
���| ≤ �� � �� !"2($) � 9��!
�! (�$)�

�$  

 untuk semua bilangan bulat positif n. 

Definisi 2.5. Diberikan 
 = 	
$� and 9 = 	9$� masing-masing barisan bilangan kompleks dan real positif. 

Pasangan (
, 9) ∈ 6ℬ?627	, jika terdapat konstanta postif K dan  	*(,)���� ⊂ #0,∞)	dengan *(,) → ∞	untuk , → ∞ dan monoton naik sehingga berlaku 

�� |
� − 
���|7�$)�
�$ (�/7 ≤ �� � �� !"2($) � 9��!

�! ( 

untuk semua bilangan bulat positif n dan 1 ≤  < ∞.  

Dari definisi 2.4 dan definisi 2.5, klas 6ℬ?62� adalah klas 6ℬ?62. 

 

Definisi 2.6. Diberikan klas 6ℬ?627, klas 6ℬ?627(9) adalah keluarga 

 F
: (
, 9) ∈ 	6ℬ?627	G untuk 1 ≤  < ∞. 

3 SIFAT-SIFAT KLAS P-SUPREMUM BOUNDED VARIATION SEQUENCES  

Teorema 3.1. Jika 1 ≤  < J < ∞ , maka berlaku 6ℬ?67 ⊆ 6ℬ?6L. 

Bukti: Ambil (
, 9) ∈ 	6ℬ?67, maka terdapat konstanta positif K dan � ≥ 1  

sehingga  

�� |
� − 
���|7�$)�
�$ (�/7 ≤ �� � �� !"#$/&' � 9��!

�! (. 
  

Kemudian menurut Lemma 1.8 diperoleh  

� |∆
�|L�$)�
�$ = � |∆
�|7L7�$)�

�$ ≤ �� |∆
�|7�$)�
�$ (

L7
 

 

sehingga 
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�� |∆
�|L�$)�
�$ (�/L ≤ �� |∆
�|7�$)�

�$ (�/7 ≤ �� � sup!"#$/&' � 9��!
�! ( 

Jadi 
 ∈ 6ℬ?6L terbukti 6ℬ?67 ⊆ 6ℬ?6L. ∎ 

 

Akibat 3.2. Jika 1 ≤  < J < ∞, maka 6ℬ?67(9) ⊆ 6ℬ?6L(9). 
Bukti: Ambil 
 ∈ 	6ℬ?67(9), maka (
, 9) ∈ 	6ℬ?67, menurut Teorema 3.1. (
, 9) ∈ 	6ℬ?6L. Jadi 
 ∈ 	6ℬ?6L(9). ∎ 

 

Akibat 3.3. Untuk setiap 
 ∈ ����, maka 
 ∈ 6ℬ?67(|
|)	dengan 1 ≤  < ∞. 
Bukti: Ambil 
 ∈ 	����, maka terdapat konstanta positif K dan � ≥ 1, sehingga 

� |
� − 
���| ≤ �� � �� !"#$/&' �|
�|�!
�! (�$)�

�$ 	
. 

Diambil 9 = |
| = 	|
$|�, maka ∑ |
� − 
���| ≤ R$ Ssup!"#$/&'∑ 9��!�! T�$)��$  

sehingga (
, 9) ∈ 	6ℬ?67, jadi 
 ∈ 	6ℬ?67(|
|). ∎ 

 

Teorema 3.4. Jika 1 ≤  < J < ∞ , maka 6ℬ?627 ⊆ 6ℬ?62L . 

Bukti: Ambil (
, 9) ∈ 	6ℬ?627, maka terdapat konstanta positif K dan 	*(,)���� ⊂ #0,∞) dengan *(,) →∞	untuk , → ∞ dan monoton naik sehingga berlaku 

�� |
� − 
���|7�$)�
�$ (�/7 ≤ �� � sup!"2($) � 9��!

�! ( 

Seperti langkah bukti teorema 2.1. diperoleh 

�� |∆
�|L�$)�
�$ (�/L ≤ �� |∆
�|7�$)�

�$ (�/7 

Sehingga diperoleh 

�� |
� − 
���|L�$)�
�$ (�/L ≤ �� � sup!"2($) � 9��!

�! (, 
jadi (
, 9) ∈ 	6ℬ?62L dan terbukti 6ℬ?627 ⊆ 6ℬ?62L. ∎ 

 

Teorema 3.5. Jika 1 ≤  < ∞ , maka 6ℬ?67 ⊆ 6ℬ?627 . 

Bukti: Ambil (
, 9) ∈ 	6ℬ?67, maka terdapat konstanta positif K dan � ≥ 1  

sehingga  
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�� |
� − 
���|7�$)�
�$ (�/7 ≤ �� � sup!"#$/&' � 9��!

�! (. 
Kemudian diambil *(�) = �/� sehingga berlaku 

�� |
� − 
���|7�$)�
�$ (�/7 ≤ �� � sup!"2($) � 9��!

�! (. 
Jadi (
, 9) ∈ 	6ℬ?627 dan terbukti 6ℬ?67 ⊆ 6ℬ?627. ∎ 

 

Akibat 3.6. Jika 1 ≤  < ∞, maka 6ℬ?67(9) ⊆ 6ℬ?627(9). 
Bukti: Ambil 
 ∈ 	6ℬ?67(9), maka (
, 9) ∈ 	6ℬ?67, menurut Teorema 3.5. (
, 9) ∈ 	6ℬ?627. Jadi 
 ∈ 	6ℬ?67(9). ∎ 

 

Akibat 3.7. Untuk setiap 
 ∈ ����2, maka 
 ∈ 6ℬ?627(|
|)	dengan 1 ≤  < ∞. 
Bukti: Ambil 
 ∈ ����2, maka terdapat konstanta positif K dan 	*(,)���� ⊂ #0,∞) dengan b(k) → ∞	untuk k → ∞ dan monoton naik sehingga berlaku 

�� |
� − 
���|7�$)�
�$ (�/7 ≤ �� � sup!"2($) �|
�|�!

�! ( 

Diambil 9 = |
| = 	|
$|�, maka (∑ |
� − 
���|7�$)��$ )�/7 ≤ R$ Ssup!"2($) ∑ 9��!�! T 
sehingga (
, 9) ∈ 	6ℬ?627, jadi 
 ∈ 	6ℬ?627(|
|). ∎ 

 

Teorema 3.8. Jika 1 ≤  < ∞ , maka ℳ?ℬ?67 ⊆ 6ℬ?67 . 

Bukti: Ambil (
, 9) ∈ 	ℳ?ℬ?67 jadi terdapat konstanta positif K dan @ ≥ 2 sehingga berlaku 

�� |∆
�|7�$)�
�$ (�/7 ≤	�� � 9�#C$'

�#CDE$'  

untuk semua bilangan bulat positif n dan 1 ≤  < ∞. Kemudian sejalan dengan bukti Teorema 1.3. [6], bahwa 

 �� � 9�#C$'
�#CDE$' ≤ �� W � 9��#$/C')�

�#$/C' + � 9�Y#$/C')�
��#$/C' +⋯+ � 9��C[#$/C')�

�C[#$/C' \ ≤ 2@��� � sup!"#$/C' � 9��!
�! (. 

Jadi (∑ |∆
�|7�$)��$ )E] ≤ �C[R$ Ssup!"#$/C'∑ 9��!�! T , sehingga (
, 9) ∈ 	6ℬ?67  dengan �^ = 2@��.  Terbukti ℳ?ℬ?67 ⊆ 6ℬ?67. ∎ 

 

Akibat 3.9. Jika 1 ≤  < ∞, maka ℳ?ℬ?67(9) ⊆ 6ℬ?67(9).  
Bukti: Ambil 
 ∈ 	ℳ?ℬ?67(9), maka (
, 9) ∈ 	ℳ?ℬ?67, menurut Teorema 3.8. (
, 9) ∈ 6ℬ?67	. Jadi 
 ∈ 	6ℬ?67(9), terbukti ℳ?ℬ?67(9) ⊆ 6ℬ?67(9). ∎ 
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Akibat 3.10. Untuk setiap 
 ∈ ����� , maka 
 ∈ 5?>?67+|
|- ⊆ 6>?67+|
|-	dengan 1 �  ; ∞. 
Bukti: Ambil 
 ∈ �����, maka terdapat konstanta positif K dan @ ≥ 2 sehingga berlaku 

�� |∆
�|7
�$)�

�$
(
�/7

�	�� � |
�|
#C$'

�#CDE$'
 

untuk semua bilangan bulat positif n dan 1 �  ; ∞. Diambil 9 = |
| = 	|
$|	� , sehingga 
�� |∆
�|7�$)�

�$
(
�/7

�	�� � 9�
#C$'

�#CDE$'
 

jadi 
 ∈ 5?>?67+|
|- dan menurut Akibat 3.9 maka 
 ∈ 6>?67+|
|-.  
Terbukti 
 ∈ 5?>?67+|
|- ⊆ 6>?67+|
|-. ∎ 

4 KESIMPULAN  

Kesimpulan yang diperoleh dari pembahasan di atas adalah sebagai berikut. 
 Konstruksi klas 6ℬ?627  merupakan klas yang lebih umum dari klas 6>?62  dan klas 6>?6 1.
(Teorema 3.4 dan Teorema 3.5). 

 Klas 6>?627 merupakan generalisasi dari klas 5?>?67 (Teorema 3.5 dan Teorema 3.8). 2.
 Untuk setiap 
 ∈ �����  , maka 
 ∈ 5?>?67+|
|- ⊆ 6>?67+|
|-	 dengan 1 �  ; ∞  (Akibat 3.
3.10). 
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