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Abstract 

We have the sequence {  }   , where   a norm space. We have a dual space    
         too is the collection of linier and continous functional from norm space   into 

riil number system  . If for all the sequence {  }    convergent to       and        
then {     }  convergent to     . The converse of this implication is not applicable . This 

study aims to explain the properties that apply to the ranks of the weak convergent and 

explain the relationship between the strong convergent sequence and the weak convergent 

sequence. From several reference sources then through the review process obtained weak 

nature of singularity limit sequence {  } and relationship between the strong convergent 

sequence and the weak convergent sequence that if  the sequence {  } is strong convergent 
therefore the sequence it weak convergent.   
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Abstrak 

Diketahui barisan {  }   , dengan   suatu ruang bernorma. Diketahui pula suatu ruang 

dual             yang merupakan koleksi fungsional linear dan kontinu dari ruang 

bernorma   ke sistem bilangan real  . Jika untuk setiap barisan {  }    konvergen ke 

    dan diambil sebarang      maka {     } konvergen ke     . Konvers dari 

implikasi ini tidak berlaku. Kajian ini bertujuan untuk menjelaskan sifat-sifat yang berlaku 

pada barisan konvergen lemah serta menjelaskan hubungan antara barisan konvergen kuat 

dengan barisan konvergen lemah. Dari beberapa sumber referensi maka melalui proses 

kajian diperoleh sifat ketunggalan limit lemah barisan {  } dan hubungan antara barisan 

konvergen kuat dengan barisan konvergen lemah yaitu jika barisan {  } konvergen kuat 
mengakhibatkan  barisan tersebut konvergen lemah. 

Kata Kunci: Barisan, Barisan Konvergen Lemah, Ruang Dual. 

 

PENDAHULUAN 

Kajian ruang abstrak dalam matematika analisis dapat dimaknai sebagai suatu proses 

pengabstraksian setiap  elemen–elemen yang berada di dalam suatu himpunan tak kosong 

dan memenuhi aksioma–aksioma tertentu. Beberapa konsep ruang abstrak yang dipelajari 

antara lain ruang linear, ruang Banach, ruang bernorma, ruang pre-Hilbert dan ruang 

Hilbert. 

Ruang linear adalah ruang vektor atas lapangan sistem bilangan real atau sistem 

bilangan kompleks. Suatu ruang linear dengan lapangan sistem bilangan real yang 

dilengkapi oleh suatu norma 
 . 

 dan memenuhi aksioma - aksioma tertentu dinamakan 

ruang bernorma. Jika setiap barisan Cauchy di dalam ruang bernorma tersebut konvergen, 

maka ruang bernorma tersebut dikatakan lengkap dan disebut dengan ruang Banach. Ruang 

linear yang dilengkapi oleh suatu produk skalar dinamakan ruang pre-Hilbert. Ruang pre-

Hilbert yang lengkap disebut ruang Hilbert.  
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Dalam ruang pre-Hilbert didefinisikan norma sebagai berikut: 

‖ ‖  √〈   〉 

Selanjutnya dapat ditunjukkan bahwa setiap konsep, definisi, teorema dan lemma 

yang berlaku pada ruang bernorma, sifat–sifat tersebut juga berlaku pada ruang pre-Hilbert 

yang salah satunya adalah sifat kekonvergenan barisan pada ruang bernorma. Konsep 

kekonvergenan barisan yang sudah dikenal pada ruang bernorma selama ini adalah 

kekonvergenan kuat. 

Selanjutnya misalkan diberikan suatu ruang dual   . Jika untuk setiap barisan yang 

konvergen ke suatu titik dan diambil sebarang fungsi pada ruang dual tersebut maka 

diperoleh barisan fungsi yang konvergen pula. Konvers dari implikasi ini belum tentu 

terjadi, dimana jika barisan fungsi yang konvergen dan untuk setiap fungsi pada ruang dual 

    barisannya belum tentu konvergen.  

Berdasarkan latar belakang di atas penulis tertarik untuk mengkaji konsep 

kekonvergenan barisan yang baru dibentuk ini. Yaitu menjelaskan sifat–sifat apakah yang 

berlaku pada barisan konvergen lemah. Menjelaskan hubungan antara barisan yang 

konvergen kuat dengan barisan yang konvergen lemah. Oleh karena itu, penulis menyusun 

tugas akhir ini dengan judul “Kajian Kekonvergenan Lemah di Ruang Hilbert”.   

 

METODE PENELITIAN 

Metode yang digunakan dalam penulisan tugas akhir ini adalah studi pustaka. Dari 

beberapa sumber referensi dibuat suatu kajian khusus mengenai kekonvergenan lemah di 

ruang Hilbert. Kajian
 
ini merupakan penelitian yang bersifat murni atau penelitian dasar.  

Adapun langkah-langkah kajian kekonvergenan lemah di ruang Hilbert akan 
didahului dengan memaparkan definisi dari konsep dasar matematika yaitu konsep ruang 

vektor, ruang metrik, Ruang Banach, ruang pre-Hilbert serta konsep-konsep matematika 

lainnya yang mendukungnya. Selanjutnya dengan konsep kekonvergen kuat di ruang 

bernorma dikonstruksi konsep kekonvergenan lemah dan hubungan antara barisan 

konvergen kuat dengan barisan konvergen lemah.  

Adapun hasil yang ingin dicapai dalam penulisan tugas akhir ini adalah sebagai berikut : 

1. Dapat menjelaskan sifat–sifat apakah yang berlaku pada barisan yang konvergen 

lemah. 

2. Dapat menjelaskan hubungan antara barisan konvergen kuat dengan barisan 

konvergen lemah  

 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

Setiap ruang pre-Hilbert adalah ruang bernorma. Hal ini diperlengkap oleh 

kekonvergenan suatu barisan, namakan barisan yang didefinisikan oleh norma ‖ ‖. 

Kekonvergenan ini dinamakan dengan kekonvergenan kuat (strong convergence) yang 

akan disajikan melalui definisi berikut. 

Definisi 4.1.1 (kekonvergenan kuat/strong convergence) 

Sebuah barisan {  }    pada ruang bernorma   dikatakan konvergen kuat jika 

ada     sehingga untuk setiap     ada       dengan sifat untuk setiap      
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maka ‖    ‖    . Barisan {  }    yang konvergen kuat ke     dinotasikan dengan 

     atau            atau    
   

‖    ‖   . 

Contoh 4.1.2 

Tunjukkan bahwa barisan {
 

 
}    konvergen ke nol dan gambarkan grafik satu 

dimensinya. 

Bukti 

Diambil sebarang 0 . Menurut sifat Archimedes ada bilangan asli 0n  sehingga 

 

  
  . Jadi untuk setiap      berlaku ‖

 

 
  ‖  ‖

 

 
‖  

 

 
 

 

  
   Karena   

sebarang maka terbukti barisan {
 

 
}    konvergen ke nol. 

Selanjutnya untuk mendefinisikan konsep kekonvergenan lemah suatu barisan 

dibutuhkan beberapa teori pendukung di antaranya ruang dual dari ruang bernorma    yaitu 

   dan konsep fungsi linear kontinu serta teori-teori pendukung lainnya. 

Definisis 4.1.3 (kekonvergenan lemah/weak convergence) 

Diberikan   dan    masing-masingnya menyatakan ruang bernorma dan ruang 

dual. Barisan {  }    dikatakan konvergen lemah pada   jika terdapat     sehingga 

untuk setiap      berlaku    
   

          . Barisan {  }    yang konvergen lemah 

ke     dinotasikan dengan xx w

n   atau xxn  lemah atau xxw n
n



 lim  atau 

  0 w

n xx . Namun pada pembahasan ini penulis menggunakan notasi pertama  dan 

x  disebut limit lemah dari barisan   Xxn  . 

Notasi    xfxf n
n




lim   berarti barisan    Xxn    konvergen lemah jika barisan 

bilangan   nxf  konvergen ke  xf . Karena    nxf  maka ada rx  sehingga 

untuk setiap 0  terdapat bilangan asli 0n  sehingga jika 0nn   berlaku    rn xxf . 

Jadi ada Xx  sehingga   rxxf  . Oleh karena itu jika barisan   Xxn    konvergen 

lemah maka ada Xx   sehingga    xfxf n
n




lim  . Jadi barisan   Xxn   konvergen 

lemah jika dan hanya jika ada Xx  sehingga untuk setiap 0   dan 'Xf    terdapat 

bilangan asli 0n  sehingga jika 0nn   berlaku      xfxf n . 

Skema kekonvergenan lemah barisan   Xxn   dapat dilihat pada gambar berikut 

‖ ‖                 

 

 

  

 

 

                       

 

  

 

{𝑥𝑛} 

    x 

{𝑓 𝑥𝑛 } 

f(x)= 𝑥𝑟  

 
f 
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4.1 Sifat-Sifat Barisan Konvergen Lemah 

Pada bagian ini akan dibahas beberapa sifat dari barisan yang konvergen lemah, di 

antaranya sifat ketunggalan dan kelinearan. 

Teorema 4.1.4 (ketunggalan limit lemah) 

Jika suatu barisan   Xxn   konvergen lemah maka limit lemahnya tunggal. 

Bukti 

Misalkan xx w

n    dan yx w

n  . Untuk membuktikan ketunggalan limit 

lemahnya maka cukup dibuktikan yx  . Berdasarkan definisi untuk x  dan y  tersebut di 

atas berlaku : 

    xfxf n
n




lim , untuk setiap 'Xf   dan  

    yfxf n
n




lim , untuk setiap 'Xf  . 

Karena barisan    nxf  maka :  

     yfxfxf n
n




lim , akhibatnya  

   yfxf   

Karena f  linear maka diperoleh  

                        

                     , untuk setiap      

     0lim fyxfxf n
n




 

0 yx  yx  .  

Karena f  sebarang maka teorema terbukti .   

Selanjutnya dua buah teorema berikut menunjukkan bahwa sifat kelinearan yang 

berlaku pada barisan konvergen kuat berlaku pula pada barisan konvergen lemah. Selain 

itu sifat lain yang juga berlaku pada barisan  konvergen lemah yaitu setiap subbarisan dari 

barisan yang konvergen lemah adalah juga konvergen lemah ke nilai yang sama. 

Teorema 4.1.5  

Misalkan  nx  dan  ny  dua buah barisan yang terdapat pada ruang bernorma X . 

Jika terdapat x   dan y  sehingga xx w

n   dan yy w

n   maka untuk sebarang 

skalar  ,  berlaku yxyx w

nn   . 

 

Bukti  

Diketahui xx w

n   dan yy w

n  . Berdasarkan definisi maka untuk setiap 

'Xf  diperoleh  

    xfxf n
n




lim  dan 

    yfyf n
n




lim  

Selanjutnya untuk sebarang  ,  di atas dan dengan sifat kelinearan dari f  maka 

diperoleh  

     yfxfyxf n
n

nn
n

 


limlim . 
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Karena   nxf  dan   nyf  masing-masingnya barisan benilai real maka  

       

   yfxf

yfxfyfxf n
n

n
n

nn
n










limlimlim
Dengan kelinearan dari f  diperoleh   

     yxfyfxf   , akhibatnya  

   yxfyxf nn
n

 


lim  

yang berarti yxyx w

nn    . 

Karena f   sebarang maka teorema terbukti.   

Teorema 4.1.6 

Jika barisan   Xxn   konvergen lemah maka sebarang subbarisan dari  nx  

konvergen lemah ke nilai yang sama. 

Bukti  

Diketahui barisan   Xxn    konvergen lemah misalkan ke x  berarti  

   xfxf n
n




lim  ,untuk setiap 'Xf   

Selanjutnya diambil sebarang subbarisan    nn xx
k
  maka untuk sebarang 'Xf   

tersebut berlaku  

   

   

        0limlimlimlim

limlim

lim













xfxfxfxf

xfxf

xfxf

kkk
n

k

k
n

k

n
k

k

k

k

  

Dengan kelinearan dari limit barisan dan kelinearan dari f  diperoleh 

     

   .0lim

0limlim

fxxf

fxfxf

k

k

n
k

k
n

k








  

atau   0 w

n xx
k

  

Karena persamaan terakhir ini berlaku untuk semua 'Xf   maka teorema terbukti.   

 

4.2 Hubungan antara Barisan Konvergen Kuat dengan Barisan Konvergen Lemah 

Telah dijelaskan mengenai definisi kekonvergenan kuat suatu barisan pada ruang 

bernorma maka konsep kekonvergenan lemah suatu barisan juga perlu diketahui 

keterkaitannya dengan barisan yang konvergen kuat. Berikut akan dibahas beberapa 

teorema yang menjelaskan hubungan antara barisan yang konvergen kuat dengan barisan 

yang konvergen lemah. 

Teorema 4.2.1  

Jika barisan   Xxn   konvergen kuat ke x  maka barisan tersebut konvergen lemah 

ke x  . 

Bukti  

Diketahui 0lim 


xxn
n

. Karena   Xxn    dan kekonvergenan kuat barisan 

tersebut di X  maka untuk setiap 'Xf   kekonvergenan barisan   Xxn    menjadi  
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   xfxf

fxfxf

fxxf

n
n

n
n

n
n













lim

0lim

0lim

 

yang berarti xx w

n   

Karena 'Xf    sebarang maka teorema terbukti.   

Terema 4.2.1 di atas menunjukan bahwa kekonvergenan kuat suatu barisan selalu 

mengakhibatkan barisan tersebut konvergen lemah. Kebalikan dari teorema di atas tidak 

berlaku. Contoh berikut memperlihatkan pernyataan tersebut. 

Contoh 4.2.2  

Diberikan  1,0CX   dan barisan   Xxn   yaitu : 

 















































1,
2

,     0

2
,

1
,2

1
,0,    

n
t

nn
tnt

n
tnt

txn  

Akan ditunjukkan bahwa 0w

nx  tetapi      

Bukti  

Andaikan  nx  tidak konvergen lemah ke nol. Berarti ada '1 Xf   sedemikian 

sehingga    xfxf n
n

11lim 


. Akhibatnya ada 01   sehingga untuk setiap bilangan asli n , 

  11 nxf  

Dalam hal ini, misalkan   11 nxf . 

Diambil sebarang subbarisan    nn xx
k
   sedemikian sehingga  

kk nn 21    atau  1
2

1
 kk nn  atau 

kk nn

12

1




 

dengan   11 
knxf . Kemudian didefinisikan  

 



N

k

nk txy
k

1

 maka 

       txtxtxtxy
Nnnnnk  ...

321   

 

{
 
 
 
 

 
 
 
                                                   ⋂[  

 

  
]

 

   

                            ⋂(
 

  
 
 

  
]

 

   

                                                                            ⋂(
 

  
  ]
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 {

               [  
 

  

]

    (
 

  

  ]
 

Perhatikan bahwa  tyk  naik pada interval 








kn

1
,0 . Akhibatnya  tyk  mencapai 

maksimum di 
kn

t
1

0  .  

Sementara itu , 

NN

N

N nnnnn

nnnnnnnn

nnnnn

nn

1321

33332321

22221

21

2

12
...

...

4

7

4

3

2

3

2

3

2

1

2

1












 

Dengan demikian , 

          
(
 

  
)     

(
 

  
)       

(
 

  
) 

 

2
2

1
2

2

12

1
. 

2

12

1
....

1

1

1

321

















N

N

N

N

NN

N

N

N

n
n

n
nnnn

 

Diperoleh  

    2
1




N

k

nk txty
k

 

Akhibatnya 2ky  untuk semua k . Selain itu diperoleh 

   



N

k

nk kxfyf
k

1

1  

Karena ketaksamaan di atas berlaku untuk semua nilai k  dan 2ky  maka f  tidak 

terbatas. Hal ini kontradiksi karena f  fungsional linear terbatas. Dengan demikian 

pengandaian salah. Jadi f  haruslah konvergen lemah ke nol. 
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Kemudian dipilih 
2

1
2  . Perhatikan bahwa untuk semua bilangan asli n  berlaku 

    21,0
2

1
1max   txx ntn . Hal ini menunjukkan bahwa barisan  nx  tidak 

konergen kuat ke nol. Dengan demikian telah ditunjukkan bahwa  nx  konvergen lemah 

ke nol tetapi tidak konvergen kuat ke nol.   

 

SIMPULAN 

Berdasarkan pembahasan pada bab sebelumnya maka dapat diperoleh beberapa 

simpulan sebagai berikut : 

1. Diketahui  barisan   Xxn   dan         yang memenuhi sifat berikut : 

xx w

n    dan yx w

n  .  

Dengan mengambil sebarang fungsi  f   pada ruang dual       maka diperoleh 

barisan fungsi  {     }  yang konvergen kuat ke        dan      , untuk masing-

masing   dan   tersebut diatas. Dengan kelinearan fungsi  f   maka diperoleh  limit 

lemah     dan     berada pada satu titik yang sama. Dengan kata lain  

    .   

Sifat ini dinamakan sifat ketunggalan limit lemah. 

2. Diketahui barisan   Xxn 
 
 dan       dengan sifat  

xxn
n



 lim  .  

Jika diambil sebarang fungsi  f   pada ruang dual     maka kekonvergenan 

barisan   Xxn    menjadi 

   0lim fxxf n
n




. 

Dengan kelinearan fungsi  f   maka barisan fungsi {     }   konvergen kuat ke  

      atau ditulis 

   xfxf n
n




lim  . 

Yang menunjukan bahwa  xx w

n   . 

Hal ini menunjukan bahwa setiap barisan yang konvergen kuat maka barisan itu 

konvergen lemah. 
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