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Abstract—Spherical Triangle is a triangle on surface of ball that formed by circles which cutting the ball.
The circle that forms a Spherical Triangle are circles which cutting the ball in center. Area of Spherical
Triangle is different from Euclid Triangle. This study look at how to find the Area of Spherical Triangle.
The result obtained in this study is how to find the area of Spherical Triangle that must knows about
dihedral angle or trihedral angle that forms spherical triangle.
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Abstrak—Segitiga Spheris merupakan sebuah segitiga pada permukaan bola yang dibentuk oleh
lingkaran-lingkaran yang memotong bola tersebut. Lingkaran yang membentuk sebuah segitiga Spheris
merupakan lingkaran yang memotong bola melewati titik pusatnya. Luas daerah dari Segitiga Spheris
tidak sama dengan Segitiga Euclid. Penelitian ini mengkaji cara menentukan luas daerah Segitiga Spheris.
Hasil yang didapat pada penelitian ini adalah untuk menentukan luas daerah Segitiga Spheris harus
diketahui sudut-sudut dihedral atau sudut-sudut trihedral dari segitiga spheris tersebut.

Kata Kunci—segitiga spheris, sudut dihedral, sudut trihedral.

PENDAHULUAN

Segitiga merupakan sebuah bangun datar yang
dibentuk oleh tiga titik yang tidak segaris dan setiap titik
tersebut dihubungkan oleh sebuah garis. Segitiga dapat
dibedakan dalam beberapa bentuk berdasarkan sisi dan
sudutnya. Berdasarkan sisi, ada 3 jenis segitiga yang
dikenal yaitu segitiga sama sisi, segitiga sama kaki, dan
segitiga sebarang. Berdasarkan sudut, ada 3 jenis segitiga
yang dikenal yaitu segitiga lancip, segitiga siku-siku, dan
segitiga tumpul.

Kebanyakan orang hanya mengenal jenis segitiga pada
bidang datar, pada dasarnya ada jenis segitiga yang
bentuk permukaannya tidak datar yaitu segitiga speris.
Segitiga spheris merupakan sebuah segitiga yang terdapat
pada permukaan bola yang mana segitiga spheris ini
dibentuk oleh bidang-bidang yang memotong sebuah bola
dan membentuk lingkaran besar. Lingkaran besar
dibentuk oleh bidang yang memotong bola melewati titik
pusat bola seperti gambar 1.

Segitiga Spheris ABC

Gambar 1. Segitiga Spheris ABC

Segitiga spheris merupakan segitiga yang terdapat
pada permukaan bola sehingga segitiga ini bukanlah
bangun datar, maka dalam segitiga spheris dikenal sudut
dihedral dan sudut trihedral yang membentuk segitiga
spheris tersebut. Sudut dihedral adalah sudut yang
terbentuk oleh perpotongan dua buah bidang dan
membentuk sebuah garis persekutuan atau garis potong
seperti gambar 2.

55



UNPjoMath Vol. 4 No 1
ISSN: 977 235516589

A

/D\Q
E‘_é}*c
el

Gambar 2. Sudut Dihedral

Sudut trihedral merupakan sudut yang terbentuk dari
perpotongan tiga bidang yang mempunyai satu dan hanya
satu titik persekutuan seperti pada gambar 3.

Z

Titik Persekutuan .

Gambar 3. Sudut Trihedral

Jika luas daerah segitiga dapat ditentukan dengan
mengalikan salah satu sisi dari segitiga tersebut dengan
tinggi segitiga kemudian dibagi dua, yang mana tinggi
segitiga haruslah tegak lurus dengan sisi yang akan
dikalikan maka hal ini belum tentu dapat kita gunakan
dalam menentukan luas daerah segitiga spheris.
Berdasarkan hal tersebut, penulis tertarik untuk mengkaji
bagaimana menentukan luas daerah Segitiga Spheris.

METODE

Penelitian ini adalah penelitian dasar. Adapun metode
yang digunakan adalah analisis teori-teori yang relevan
dengan permasalahan yang dibahas dengan berlandaskan
kajian kepustakaan. Langkah kerja yang dilakukan adalah
meninjau permasalahan yang dihadapi, kemudian mencari
teori-teori yang dapat dijadikan penunjang untuk
menjawab permasalahan tersebut.

Adapun langkah-langkah untuk mendapatkan jawaban
dari permasalahan adalah sebagai berikut:

1. Menelaah tentang definisi Segitiga Spheris.

2. Menelaah tentang sudut dihedral dan trihedral
beserta teorema-teorema yang berlaku pada sudut
tersebut. Kemudian mengkaitkan antara sudut
dihedral dan trihedral tersebut dengan definisi
Segitiga Spheris.

3. Menelaah hubungan sudut dan sisi berdasarkan
teorema ataupun sifat dasar yang telah diperoleh
sebelumnya.
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4. Menentukan luas Segitiga Spheris berdasarkan
teorema ataupun sifat dasar yang telah diperoleh
sebelumnya.

HAsIL DAN PEMBAHASAN

Berikut ini dibahas tentang bagaimana menentukan
luas daerah dari sebuah segitiga spheris jika diketahui
besar ketiga sudut yang membentuk segitiga tersebut dan
jika diketahui sudut-sudut trihedralnya. Sebelum
menentukan luas daerah dari sebuah segitiga spheris,
maka diperlukan hal berikut ini. Perhatikan gambar 4
berikut:
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£

Gambar 4. Lune

Misalkan AA’ adalah sebuah daerah yang dinamakan
lune yang terbentuk dari perpotongan dua buah lingkaran
besar pada bola yang memiliki besar sudut a. Jika «

sebesarg maka bola tersebut akan dibagi menjadi empat

daerah yang sama sehingga luas dari sebuah lune adalah
nrr?. Jika besar sudut lune adalah a maka luas daerah dari
lune tersebut adalah

Spar = oz xhdmr? )
Saqr = %xéln‘rz

SAAI = 2ar2

A. Luas Segitiga Spheris Jika Diketahui Sudut-Sudut
Dihedral
Segitiga spheris dibentuk oleh perpotongan tiga buah
lingkaran besar yang melewati titik pusat bola.
Perpotongan dari tiga buah lingkaran tersebut membentuk
sudut-sudut yaitu sudut «,, dan y seperti gambar 5
berikut:

Gambar 5. Daerah Segitiga Spheris
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Perhatikan Gambar 5. A4’,B’ dan C' berturut-turut
merupakan pencerminan titik A, B, dan C terhadap titik
pusat bola. Bidang yang dibatasi oleh AA’, BB’ dan CC’
tersebut dinamakan lune. Selanjutnya dapat diperhatikan
bahwa segitiga spheris ABC dibentuk oleh ketiga lune
tersebut. A'B’C' merupakan pencerminan dari ABC
terhadap titik pusat bola sehingga luas dari segitiga ABC
sama dengan luas segitiga A'B'C’.

Gambar 6. Daerah Lune a

Luas lune S,/ = %4111”2 = 2ar? 2

Gambar 7. Daerah Lune

Luas lune Sypr = 2£47Tr2 = 2pr? ©))

T

Gambar 8. Daerah Lune y

Luas lune S,/ = %4117‘2 = 2yr? 4)
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Gambar 9. Permukaan bola ditutupi Lune a, 8, y

Jika diperhatikan gambar 9 dapat dilihat bahwa luas
permukaan bola dapat ditutupi oleh masing-masing dua
buah lune AA’, BB', dan CC' tetapi lune tersebut menutupi
tiga kali segitiga spheris ABC dan tiga kali segitiga
spheris A'B’C’ sehingga didapatkan luas permukaan bola
adalah

Sbola = 25447 + 25pg7 + 2S¢cr — 4Sapc )

Dari persamaan ...(1),...(2), dan ...(3) diperoleh

4mtr? = 22ar?) + 2(2Br?) + 2(2yr?) — 4S5

4S,pc = 4r%(a+ B +y) — 4nr?

Supc =1*(a+ B +y)—mnr?

Sehingga diperoleh luas daerah segitiga spheris jika
diketahui sudut dihedralnya yaitu «, 8, dan y adalah

Supc = (@+B+y—m)r? (6)

B. Luas Segitiga Spheris Jika Diketahui Sudut-Sudut
Trihedral
Segitiga Spheris dibentuk oleh perpotongan tiga buah
lingkaran besar yang melewati titik pusat bola. Ketiga
bidang tersebut berpotongan pada satu titik yaitu titik
pusat sehingga membentuk sudut trihedral seperti gambar
10 berikut:

Gambar 10. Segitiga Spheris

Perhatikan gambar 10 a, b, dan ¢ adalah sudut-sudut
trihedral yang dibentuk oleh perpotongan tiga buah
bidang lingkaran. Untuk menentukan luas segitiga spheris
membutuhkan sudut-sudut dari segitiga spheris itu sendiri
yaitu «a, B, dan y. Pada gambar sudut-sudut tersebut
belum diketahui sehingga kita harus menentukan besar
sudut-sudut tersebut. Berdasarkan sifat-sifat segitiga
spheris yaitu

cosa = cosbcosc+sinbsinccosa @)
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cosb = cosacosc + sinasinc cos 8 (8) sinZy = 1 — (cos c—cos a cos b)z
cosc = cosacosb + sinasinb cosy 9 V= , Sinasinb 2
persamaan (7), (8), dan (9) dapat diubah menjadi sin?y = 4= “)(1_“’_52 )__(C;SC_C"S““S )
__cosa—coshcosc . sin® asin® b
cosa= sinb sin ¢ (10) sin V=
__cosb—cosacosc 1—(cos? a+cos? b)+(cos? a cos? b)—(cos? c—2 cos a cos b cos c+cos? a cos? b)
cos f = sinasinc (11) sin? asin? b
cosy = cosc—cosacosb (12) (20)
sinasin b S H H H
) elesaikan persamaan (20) sehingga diperoleh

UntUk mene_ntZUkan SUdLZ'It a. . 5 1-cos? a—cos? b—cos® c+2cosacosb cosc
Misalkan sin? a + cos? a = 1, maka sin“y = snZasinZb

in2 — _ 2 1
sin CZ . 1—cos”a . (13) . (1-cos? a—cos? b—cos? c+2 cos acos b cos c)2
Subtitusikan persamaan (10) ke (13), maka diperoleh siny = e———

2 -
sinfag=1— (Cosa—cosb COSC) diperoleh besar sudut y adalah
sin b sin ¢ —

. (1-cos? b)(1-cos? ¢)-(cosa—cos b cos c)? 14

sin“a =

sin? b sin? ¢ )

2 1

sim~o = . (1-cos? a—cos? b—cos? c+2 cos a cos b cos c)?2
1—(cos? b+cos? c¢)+(cos? b cos? ¢)—(cos? a—2 cos acos b cos c+cos? b cos? ¢)  ATCSIN

(21)

sinasinb

sinZ bsin? ¢

. . - (14) Setelah didapatkan besar «,B, dan y, maka
Selesaikan persamaan (14) sehingga diperoleh btitusik tersebut pad |
5 1-cos® a—cos? b—cos? c+2cos a cos b cos ¢ suptitusi ar_1 . persama{?m erseput pa .a persamaan ] uas
sIn~ o = SinZbsinZ e ) dgerah segitiga spheris yang telah didapatkan sehingga
. _ (1—cos? a—cos? b—cos? c+2 cos a cos b cos c)2 diperoleh
sina = sinbsinc Sapc =
1
] . (1-cos? a—cos? b—cos? c+2 cos acos b cos c)?2
Maka diperoleh besar sudut « adalah arcsin Sinbsinc +
a =
1
2 2 2 1 . (1—1:052 a—cos? b—cos? c+2 cos a cos b cos C)Z
. (1-cos? a—cos? b—cos? c+2 cos a cos b cos ¢)? arc sin
arc sin —— (15) sinasinc
sinbsinc
1
Untuk besar sudut : aresin (1-cos? a—cos? b-cos® c+2cosacosbcosc)Z
Misalkan sin? 8 + cos? f = 1, maka sinasinb
sin?B =1 — cos?B (16)
Subtitusikan persamaan (8) ke (16), maka diperoleh e 22)
.2 cos b—cos a cos ¢ 2
Sin ﬁ =1—-————
) s(masmzc) (o5 2
. 2 _ (1—cos®a)(1-cos” c)—(cosb-cosacosc
sin®f = sin? a sin? ¢ SIMPULAN
sin? g =
1—(cos? a+cos? ¢)+(cos?® a cos? ¢)—(cos? a—2 cos a cos b cos c+cos® acos? ¢) Berdasarkan pembahasan yang telah dikemukakan,
sin? asin? ¢ maka diperoleh :

. . . (17) 1. Luas daerah segitiga spheris jika diketahui sudut-
Selesaikan persamaan (17) sehingga diperoleh sudut dihedral misalkan a, 8, dan y dan jari-jari
Sil’lz B — 1-cos? a—cos? b-—c052-c+2 cosacos bcosc boIa r adalah

sin? a sin? ¢ 2
(1—cos? a—cos? b—cos? c+2 cos a cos b cos c)% Sapc = (@ +f +y—mr
sinf = — 2. Luas segitiga spheris jika diketahui sudut-sudut
diperoleh besar sudut 8 adalah trihedral misalkan a,b, dan c dan jari-jari bola r
= adalah
‘B =
1 Sapc =
. (1-cos? a—cos? b—cos? c+2 cosa cos b cos c)2 1
arc sin (18) (1—cos? a—cos? b—cos? c+2 cos acos b cos c)?

sinasinc arc sin

sinbsinc
Untuk besar sudut y :
Misalkan sin?y + cos?y = 1, maka
sin?y =1 —cos?y (19)
Subtitusikan persamaan (9) ke (19), maka diperoleh

58



UNPjoMath Vol. 4 No 1
ISSN: 977 235516589

N[ =

2

(1—cos? a—cos? b—cos? c+2 cos a cos b cos c)

arc sin - -
sinasinc

1

2 2

(1—cos? a—cos? b—cos? c+2 cos a cos b cos c)

arc sin - -
sinasinb
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