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ABSTRAK

Pemanfaatan air tanah untuk memenuhi kebutuhan air bersih dapat diambil dari sumber air tanah dengan
menggunakan teknologi pompa. Pemompaan air tanah yang berlebihan dapat menyebabkan ketidak
seimbangan sink — source yang mengakibatkan terjadinya defisit sumber air tanah itu sendiri. Masalah
pemompaan sumber air tanah yang berpengaruh pada source dan sink ini dapat dianalisis secara matematis.
Analisis matematis ini bertujuan untuk menurunkan persamaan matematis keadaan air tanah akibat
pengaruh source dan sink. Analisisnya diturunkan dengan metode elemen hingga (finite element).
Diskritisasi domain aliran air tanah, elemen hingganya menggunakan elemen segitiga dengan fungsi
pendekatan linear. Hasil analisis matematis dengan metode elemen hingga ini ditujukan untuk pembuatan
model simulasi matematik guna memprediksi aliran air tanah dua dimensi keadaan steady (steady-state) 2D
pada aquifer bebas (unconfined aquifer) akibat perlakuan sink dan source. Parameter aquifer dianggap
konstan sepanjang elemen, tetapi dapat bervariasi di antara elemen ke elemen lainnya. Syarat batas
diberlakukan untuk kedua jenis batas yaitu batas flux spesifik dan batas head spesifik. Sinks dan sources
dibolehkan pada titik nodal. Dari hasil analisis ini, jika dibuatkan model simulasinya dengan diberikan data
masukan berupa debit source atau sink, keadaan awal dan keadaan batasnya, maka kita akan dapat
mensimulasikan keadaan muka air tanah akibat pemompaan dengan perlakuan source dan/atau sink. Dari
hasil simulasinya juga akan dapat menggambarkan keadaan elevasi muka air tanah sebelum dan sesudah
adanya perlakuan source atau sink.

Kata kunci: air tanah, debit source atau sink, elevasi muka air tanah

1. PENDAHULUAN

Air, terutama air bersih untuk kebutuhan rumah tangga dan industri dapat diperoleh dari sumber air
permukaan dan air tanah. Di kota-kota besar sumber air permukaannya sudah tidak dapat digunakan untuk
memenuhi kebutuhan air bersih, karena pada umumnya sumber air tersebut sudah tercemar akibat limbah
rumah tangga dan industri. Untuk memenuhi kebutuhan air bersih rumah tangga dan industri, masyarakat
mendapatkannya dari sumber air tanah (Maizir, 2019). Pemanfaatan air tanah tersebut dilakukan dengan
menggunakan teknologi pompa. Penggunaan pompa untuk menyedot air dari permukaan yang rendah ke
tempat yang lebih tinggi sudah menjadi bagian aktivitas harian masyarakat. Pemanfatan air tanah ini dari
tahun ke tahun selalu menunjukkan peningkatan, terutama di kota-kota besar pada kawasan pemukiman
yang padat dan kawasan industri. Peningkatan ekploitasi sumber daya air tanah bagaimanapun akan
menimbulkan masalah tersendiri, seperti penurunan muka air tanah, perubahan lingkungan, bergesernya
keseimbangan ekosistem dan lain-lain. Selain itu juga dapat menyebabkan terjadinya polusi terhadap air
tanah, atau adanya intrusi air laut terhadap daratan. Untuk itu perlu diupayakan tindakan kearah konservasi
sumber daya air tanah tersebut.

Secara umum air tanah diartikan sebagai air yang berada dan berasal dari lapisan tanah, baik air
yang berada pada lapisan tanah tak jenuh maupun air yang berada pada lapisan tanah jenuh. Air yang berada
pada lapisan tanah tak jenuh (soil water), akan menunjang kehidupan vegetasi di permukaan. Sedangkan air
yang berada pada lapisan tanah jenuh (groundwater), menjadi deposit air di dalam lapisan tanah
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(Panguriseng, 2018). Air tanah adalah air yang berada dan bergerak dalam lapisan tanah yang mudah dilalui
oleh air, seperti lapisan pasir atau kerikil yang disebut dengan lapisan permeabel. Lapisan permeabel yang
jenuh air disebut dengan lapisan aquifer. Selain itu ada lapisan tanah yang tidak bisa dilalui air, yaitu lapisan
kedap air yang disebut dengan lapisan impermeabel. Aquifer tersebut dibedakan atas aquifer bebas dan
aquifer tertekan. Aquifer bebas adalah aquifer jenuh air, lapisan pembatasnya hanya berada pada bagian
bawah dan batas atasnya adalah muka air tanah itu sendiri. Sementara aquifer tertekan merupakan aquifer
yang jenuh air yang di bagian atas dan bawahnya dibatasi oleh lapisan kedap (Kodoati & Syarif, 2010).

Volentino (2013) mengkaji pengawasan pemanfaatan air tanah oleh pemerintah di kawasan industri
Kota Semarang menggunakan model deskriptif kuantitatif, hasil analisis penelitian ini diketahui bahwa
seluruh kawasan industri memiliki kecenderungan untuk memanfaatkan air tanah dibandingkan air PDAM.
Putri dkk (2018), mengidentifikasi sistem aliran air tanah, mengestimasi kuantitas, dan menganalisis kualitas
air_tanah di desa Sembangun, menggunakan pendekatan kuantitatif dan kualitatif dengan mengumpulkan
data primer melalui metode sensus sumur dan mata air di Desa Sembungan. Lokasi sumur untuk pumping
test metode slug test ditentukan dengan teknik purposive sampling. Hasil penelitian menunjukkan kondisi air
tanah yang melimpah dan mengalir dari arah utara menuju barat daya yang merupakan lembah dengan mata
air. Guvil (2018), meneliti untuk mengestimasi sebaran kawasan resapan air berbasis penggunaan lahan
aktual di Kota Padang berdasarkan data parameter spasial seperti curah hujan, kemiringan lereng, peta jenis
tanah, dan penggunaan lahan yang diperoleh dari data citra landsat 8 OLI dengan metode klasifikasi berbasis
objek. Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode skoring dan tumpang susun atau overlay.
Penelitian ini memetakan sebaran kondisi daerah resapan air berdasarkan kondisi saat ini, penentuan daerah
yang ditetapkan sebagai zona resapan air Kota Padang menggunakan metode kombinasi skoring dan
aritmatik dalam analisis spasial. Hasil analisis menghasilkan enam kelas kondisi potensi daerah resapan air,
yang terdiri dari kondisi baik, normal alami, mulai Kkritis, agak kritits, kritis dan sangat kritis.

Analisis aliran air tanah dapat dilakukan dengan pendekatan pemodelan, baik model fisik
(eksperimen) maupun model matematik (numerik). Hasil analisis aliran air tanah ini bertujuan untuk
menganalisis model matematik muka air tanah regional akibat pemompaan berdasarkan data masukan,
syarat awal dan syarat batas yang diasumsikan, yang dapat memberikan simulasi keadaan elevasi muka air
tanah regional serta simulasi peramalan keadaan masa datang. Model yang akan dianalisis ini adalah model
aliran air tanah dua dimensi akibat proses pemompaan pada keadaan stabil (steady state) pada aquifer bebas.
Analisis aliran air tanah dapat dinyatakan melalui persamaan pengatur yang diturunkan dari prinsip-prinsip
dasar fisika. Model tersebut ditinjau secara numerik dengan menerapkan metode elemen hingga (finite
element method). Untuk merumuskan persamaan pengatur kedalam persamaan dasar elemen hingga
digunakan metode Galerkin. Lingkup analisis model yang dibahas ini adalah untuk kasus aliran air tanah
pada aquifer bebas keadaan stabil (steady state), diskritisasi domain dengan menggunakan bentuk elemen
segitiga.

2. PERSAMAAN DASAR ALIRAN AIR TANAH 2 DIMENSI STEADY
2.1 Persamaan Dasar Aliran Air Tanah

Persamaan dasar gerakan aliran air tanah diturunkan dari hukum kekekalan massa, dimana untuk
suatu ruang pengamatan, berlaku bahwa jumlah massa aliran masuk dikurangi jumlah massa aliran keluar,
sama dengan perubahan volume massa persatuan waktu (Gambar 1).

Gambar 1: Ruang pengamatan
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- . . - oV
Persamaan kontinuitas aliran keluar masuk (sink — source) -0 = ‘; (2.1)
t

I adalah jumlah massa aliran masuk (inflow rate), O adalah jumlah massa aliran keluar (outflow rate), V
adalah volume ruang pengamatan (Storage) dan t adalah waktu.

Pada ruang pengamatan tersebut berlaku: I =dy Ay +qy.Ax + N.AXAY (2.2)
a aq

O = (qXAx. qX)Ay+(qy +Ay.—y)Ax (23)
ox oy

Qy dan Gy adalah debit persatuan lebar pada aquifer, N adalah debit rata-rata per unit luas, Ax dan Ay sisi-sisi

ruang pengamatan.

Perubahan volume dalam ruang pengamatan adalah: E;—\t/ =S .%. AX Ay (2.4)
S adalah koefisien volume ruang (storage coefficient) dan h tinggi muka air tanah (hydraulic head) pada
aquifer. Substitusikan persamaan (2.2) s.d (2.4) kedalam persamaan (2.1), diperoleh:

_ o Ax.Ay—a—qAx.Ay+ N.Ax.Ay:S.ah AX.Ay (2.5)
0X oy ot
dengan membagi suku-suku persamaan (2.5) dengan (Ax.Ay), didapat persamaan diferensial parsial berikut:
A TS PO VLl (2.6)
OX oy ot

Hukum Darcy

Persamaan (2.6) mengandung 3 variabel bebas, yaitu gy, Gy dan h. Agar persaman tersebut dapat

diselesaikan, diperlukan persamaan tambahan, yaitu dari persamaan aliran air tanah berdasarkan hukum
Darcy (Bear,1972). Kecepatan spesifik aliran air tanah dalam arah tertentu s menurut Darcy dinyatakan
sebagai:

Vg = - K.

(2.7a)
0s
h adalah tinggi muka air tanah (head) dan k adalah koefisien permeabilitas atau hantaran hidraulik (hydraulic

conductivity) yang tergantung pada sifat butiran dan cairan, yaitu: k= "P9 (2.7b)
n

k adalah permeabilitas hakiki (intrinsic permeability) dan p kekentalan cairan. Untuk ruang pengamatan
dengan kedalaman h yang sama dengan tinggi air tanah (Gambar 2.1), debit spesifik ke arah x dan y adalah:

oh oh
=—-kh.— =-k.h.—
ax ox C]y oy
oh oh
atau =-T.— =-T. 2.8
Ax ox dy oy ( )

T adalah transmisitas aquifer —— (T = k.h)

Dari hasil substisusi persamaan (2.8) ke dalam persamaan (2.6), didapat persamaan pengatur untuk
aliran air tanah dua dimensi unsteady sebagai berikut:

5 h oh h
i(k.h. a—]+ﬂ[k.h. O—J+ N=s (2.9)
oX oX oy oy ot
h h h
atau i(T a—j+ﬁ[T a—]+ N=s (2.92)
oX oX oy oy ot

Persamaan ini menggambarkan konservasi massa air tanah pada suatu titik dalam sisten aliran air tanah
dalam keadaan transien. Keadaan steady terjadi bila gradien hidrolis permukaan air tanah sama dengan 0 (0

h/ét = 0):
i[k.h. ﬂJ‘F i{k.h. ﬂj+ N=0
OX OX oy oy
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atau i(T @} i[T Q]Jr N=0 (2.10)
oX OX oy oy

N kapasitas pengisian kembali (recharge) ruang tampungan aquifer yang dapat berupa source dan sink.

Karena muka air pada kedalaman h tidak linear, maka menurut asumsi Dupuit dipakai nilai (h?) sebagai
variabel hitungan, yaitu:

hé’h_léz(hz)
ax 2 542
oh _1020?)
oy 2 ay2

Apabila persamaan ini digabung kembali ke dalam persamaan (2.10), diperoleh persamaan matematik untuk
aquifer bebas sebagai berikut:

2,2 2,2
A T (2.11)
2 0 x2 2 0 y2
Jika N =0, (*/,)ky = Dy dan (1/2)ky = Dy, maka persamaan (2.11) dapat dituliskan sebagai berikut:
2, 2 2,2
p, 2O )+Dya(h ) o (2.12)
0 x2 0 x2

Persamaan (2.12) diatas adalah persamaan pengatur untuk aliran air tanah dalam aquifer bebas dua dimensi
tanpa memperhitungkan laju infiltrasi (N). Apabila keadaan aquifer dipengaruhi oleh debit pemompaan
(sink) atau debit pengisian (source), maka persamaannya menjadi:
2,2 2, 2
2°h*) .p. 20 h°) .
.2 y 2
0 X 0 X
Q adalah debit pengisian atau debit pemompaan

Dy

Q-0 (2.13)

2.2 Definisi matematis aliran air tanah

Persamaan (2.13) adalah persamaan aliran air tanah dalam aquifer bebas dua dimensi yang
mengambarkan konservasi massa air tanah pada titik tertentu dalam sistem aliran air tanah. Untuk
menyelesaikan bagian-bagian persamaan diferensial parsial tersebut, dibutuhkan spesifikasi tambahan dari
masalah aliran air tanah. Biasanya solusi dalam bentuk keadaan transien dan keadaan steady tergantung
kepada definisi domain solusinya (solution domain), paramater aquifer, sinks-sources, dan syarat batasnya.
Untuk keadaan transient, juga perlu dinyatakan syarat awalnya.

Domain

Domain adalah nama yang diberikan untuk mengidentifikasi ruang analisis aliran air tanah, domain
khusus untuk kasus aliran air tanah dalam keadaan steady atau domain ruang dan waktu untuk kasus aliran
air tanah dalam keadaan transien. Secara umum domain adalah kondisi geografis dari aliran air tanah, yang
dalam analisis ini adalah aliran air tanah pada aquifer bebas, dimana penyelesaian persamaan (2.10) atau
persamaan (2.13). Dalam model aliran air tanah ini domainnya merupakan suatu areal geografi. Secara
matematis areal dinyatakan dengan domain Q dalam bidang koordinat x-y yang dikelilingi batas domain I"
(lihat gambar 2). Batas domain dapat berupa batas alam daerah aliran berupa sungai, danau atau batas alam
lain dengan jenis permeabilitas yang kontras.

Gambar 2: Domain penyelesaian.
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Paramater aquifer

Parameter aquifer adalah koefisien tampungan S dan transmisitas T dalam domain aliran.
Transmisitas T adalah hasil perkalian koefisien permeabilitas atau hantaran hidraulik k dengan ketebalan
aquifer h. Koefisien tampungan S adalah hasil perkalian tampungan spesifik aquifer S, dengan ketebalan
aquifer. Dapat dinyatakan bahwa perubahan tegangan total pada tanah akan berakibat pula pada tegangan
butiran dan tekanan air tanah:

do =do +dp (2.14a)
Jika tegangan total tetap, sedangkan tekanan air berubah, maka:
do=0=do+dp — do=-dp (2.14b)

berarti pada suatu titik di dalam aquifer, jika tekanan air berkurang menurut (2.14b) tegangan antar butir
akan bertambah, sehingga aquifer memadat karena porositas berkurang. Hal ini menyebabkan sejumlah air
tanah mengalir keluar ruang simpan di dalam aquifer. Sebaliknya terjadi pengisian ruang simpan di dalam
aquifer bila perubahan tekanan adalah penambahan tekanan air. Dalam hal ini dapat dikatakan bahwa
tampungan spesifik aquifer S adalah perubahan volume air (keluaran atau imbuhan) persatuan volume

aquifer persatuan perubahan tekanan: Sp = 3 UAW (2.15a)
tAPp

atau persatuan perubahan tinggi piezometrik: Sp = 3 UAWh (2.15h)
¢

dimensi S0 adalah [L]™. Harganya ditentukan dari test aquifer, sumur geologic logs, data geohydrologis atau
informasi lain tentang sistem aliran air tanah.

Syarat batas dan syarat awal

Syarat batas adalah pernyataan matematik dari keadaan aliran air tanah pada batas daerah aliran.
Secara umum keadaan batas tersebut dapat dibagi atas dua tipe, yaitu batas flux spesifik dan batas head
spesifik.

Batas flux spesifik dapat dinyatakan dari hubungan: T.Z—h =qy(T) (2.16)
n

dimana o/on adalah turunan berarah normal (normal derivative) pada batas dan a, adalah debit spesifik yang

masuk ke dalam daerah aliran persatuan panjang batas domain, merupakan fungsi posisi.

Keadaan batas head spesifik dinyatakan dari hubungan: h=hp (T') (2.17)
dimana hb adalah head spesifik, merupakan fungsi posisi. Kondisi batas tersebut harus sesuai dengan
keadaan alami, misalnya keadaan batas flux spesifik berada pada batas dengan permeabilitas kontras, dan

keadaan batas head spesifik berada pada muka air alami seperti sungai atau danau. Syarat awal adalah tinggi
muka air tanah (head) dari daerah aliran.

Sinks dan sources

Sinks adalah debit pengambilan (discharge) dan sources adalah debit pengisian (recharge).
Recharge umumnya mekanisme aliran infiltrasi, perkolasi, curah hujan, pengembalian aliran air irigasi,
limbah domestik maupun yang lainnya. Sedangkan discharge umumnya dalam bentuk mekanisme
pemompaan, debit aliran ke sungai atau danau dan jenis pemakaian air tanah lainnya.

3. METODA ELEMEN HINGGA CARA GALERKIN

Penyelesaian persamaan diferensial parsial dengan metoda elemen hingga mempunyai beberapa
langkah:

1. Menetapkan jawaban pendekatan (trial solution) berdasarkan syarat batas dan syarat awal.

2. Mensubstitusikan jawaban pendekatan tersebut ke dalam persamaan diferensial asal dan
mentransformasikannya ke dalam sistem persamaan aljabar dengan sejumlah persamaan yang
mengandung sejumlah bilangan anu (variable).

3. Penyelesaian sistem persamaan tersebut ditujukan untuk mendapatkan bilangan anu (variable) dari
jawaban pendekatan pada poin 1.
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Dasar dari metoda ini adalah menggantikan jawaban sebenarnya (exact solution) dari persamaan
diferensial parsial asal dengan jawaban pendekatan melalui kontinuitas bagian-bagian kecil (elemen).
Fungsi kontinyu dari elemen tersebut dinyatakan oleh koefisien-koefisien fungsi yang menyatakan
hubungan titik-titik diskrit, dimana harga fungsi di antara nodal dihitung dengan fungsi interpolasi di atas
elemen-elemen. Sebagai jawaban pendekatan, tentu hasilnya tidak persis sama dengan jawaban sebenarnya.
Perbedaan ini menghasilkan residu. Dalam metoda elemen hingga residu tersebut diusahakan sedapat
mungkin menuju nol melalui pemilihan koefisien pada fungsi interpolasi.

3.1 Metode Galerkin
Jika jawaban sebenarnya dari persamaan diferensial parsial adalah:
f(h)=0 @.1)
h mewakili jawaban dalam domain © yang terlingkup dalam batas '=T'q U I'p.
Syarat batasnya adalah:

oh
T—=qp () pada I'y
on

dan h=hy(T,) pada T, 3.2)
n berarah keluar, sebagai turunan normal di batas.
Penyelesaian f(h) = 0, kita asumsikan sebagai jawaban pendekatan dengan bentuk:

h=h-= ;,Hi-(bi (3:3)
i=1
h adalah deret pendekatan untuk h, ¢;j fungsi pendekatan bebas linier pada domain €, dan Hi koeffisien
bilangan tak tentu. Selisih jawaban pendekatan dengan jawaban sebenarnya adalah residu, yaitu
R=f(h)-f(h) (3.4)

karena f(h) = 0, maka: R = f( h )
Agar residu mendekati nol dan merata pada seluruh domain €, dapat didekati melalui pemilihan koefisien

bilangan tak tentu H., sehingga: JRAQ =0 (3.5)
Q

dan untuk dapat menghasilkan sejumlah persamaan, Hj dihitung dengan memasang fungsi pemberat

(weighting function) di tiap elemen, yaitu: [R.w;.dQ=0 (i=12,..,n) (3.6)

e
dimana w. adalah fungsi pemberat bebas linier yang dinyatakan sebagai:

(1 — bila x dalam Q;
(x) =4 ) i
(0 — bila xdi luar Qj
Menurut Galerkin, yang menjadi fungsi pemberat tersebut adalah fungsi pendekatan (trial functions) itu

sendiri, yaitu: wi(x) =0j () 3.7

sehinga persamaan (3.6) menjadi: [R.¢; dQ2 =0 (i=1,2,...,n) (3.8)
e

Fungsi pendekatan pada domain dua dimensi (2D)

Bentuk elemen segitiga biasa dipakai untuk menyatakan domain dua dimensi irregular, seperti terlihat pada
Gambar 3. Bentuk elemen segitiga dengan sudut-sudut langsung akan lebih mudah menggambarkan
geometri yang komplek. Jika kita gunakan fungsi pendekatan linear dengan elemen segitiga, maka proses
analisisnya hanya melibatkan rumusan integral yang sederhana. Fungsi pendekatan linear yang ditunjukkan
pada Gambar 4, adalah berbentuk piramid dengan nodal-nodal poligonal sebagai alas. Pada nodal i harga
fungsi pendekatan bernilai 1, sedangkan pada nodal lainnya dalam domain harganya nol. Begitu juga pada
elemen segitiga yang lainnya, dimana nodal i yang dimilikinya mempunyai nilai fungsi pendekatan yang
bervariasi dari 1 pada nodal i menuju nol pada nodal yang lainnya.
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Gambar 3: Domain solusi 2D didiskritisasi dengan elemen segitiga

o
bi
\
L m
m :
J

Gambar 4: Fungsi pendekatan linier nodal i di atas domain

Fungsi pendekatan dinyatakan oleh bidang yang melalui 3 titik yaitu (xj,yj,1), (xJ-,yj,O) dan (Xq.Ym.0).
dapat dinyatakan dengan fungsi linear sebagai berikut:
¢?=ai+bi.x+ci.y (3.9)

aj, bj dan cj adalah koefisien yang ditetapkan dari koordinat nodal yang diketahui. Superskrip e pada ¢’
menyatakan bagian dari ¢, berasosiasi dengan elemen e (lihat Gambar 5).

0

j
Gambar 5: Fungsi pendekatan pada elemen

Bentuk lengkap dari fungsi pendekatan tersebut dapat diperoleh dengan menyatukan semua fungsi
pendekatan pada elemen yang berassosiasi dengan nodal i. Ketiga koefisien dari persamaan (3.9), dapat
diperoleh dengan menuliskan persamaan untuk nodal lainnya pada elemen e, yaitu:
1=aj+DbjXj +cjyj
0 =aj + bj Xj *Cjyj (3.10)
0=2aj+Dbj Xm+CiYm
Dalam notasi matrik persamaan (3.10) untuk nodal i, j, dan m dapat dituliskan sebagai berikut:

IR (3.11)
|_1 Xm Ym ] I_CiJ O]
Persamaan (3.11) diselesaikan sehingga diperoleh: aj = % (Xj-Ym = Xm- ¥j)
2A
1
bi= — (¥~ Ym) (3.12)
2A
1
CGi= —4 (Xm - %5)
2A
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dimana: 2A% = (Xiyj- xjyi) + (xm yi - xi.ym) + (Xj.ym — xm yj) (3.13)
AE adalah luas elemen segitiga. Substitusikan persamaan (3.12) pada persamaan (3.13) untuk mendapatkan:
o; = %[(xj-ym - xm.yj) + (yi- ym)x + (xm - xj) y] (3.143)
2A
Dengan cara yang sama dapat diperoleh fungsi pendekatan untuk nodal j dan m
0% =~ [oxm yi - xiym) + (ym - yi)x + (xi - xm) y] (3.14b)
J oA®
om = le [Oxiyi - xjyi) + (i = yi)x + (xj - xi)y] (3. 14c)
2A

3.2 Aplikasi pada kasus aliran air tanah dua dimensi (steady state).
Persamaan aliran air tanah dua dimensi steady adalah sebagai berikut:

i[Tﬂ]Jri[Tﬂ]Jr N=0 (3.15)
oX oX oy oy

R 5
Langkah pertama menentukan jawaban pendekatan (coba-coba): h=h= Y H;.¢; (3.16)

¢; dinyatakan seperti pada persamaan (3.14).
Selanjutnya persamaan (3.15) dinyatakan dalam bentuk residu Galerkin, yaitu:

R i[T ﬂ}+i[T ﬁ]+ N (3.17)
OX oy oy

Langkah kedua merumuskan persamaan integral dengan mensubstitusikan harga R kedalam persamaan (3.8),
yaitu:

H(@%[Ti—i}%b%} N]q)i.dx dy (i=1,2,....n) (3.18)
Q

Persamaan (3.18) tidak dapat diselesaikan dengan fungsi pendekatan linear karena mengandung bentuk
turunan kedua, untuk itu perlu dilakukan reduksi dengan mengingat bentuk integral berikut:

20 27 - ~ - .
0 ob: Oh oo :
I j[a 2¢i+0 2¢|}dxdy :_.[ ,[ [ahd)'+0h¢']dxdy +I{ahnx+ahnyj¢idr (319)
al ox oy I ox 0x 0oy oy r ox oy

I" adalah batas domain €, n, dan n, adalah komponen x dan y dari unit vektor normal pada I'. Substitusikan
persamaan (3.19) pada persamaan (3.18), diperoleh:

i Taﬂﬂqaﬂ@ dxdy - [ N;dxdy — | Tah nX+T@ny o; dT =0 (i=1,2,3,....... n) (3.20)
0 0X 0X oy oy 0 r 0X oy

Persamaan (3.20) masih dapat dikembangkan dengan mensubstitusikan persamaan (3.16) padanya, didapat:
s ﬂ[TMJrT %iabj]dexdy ~ [ Ngjaxdy —j[TﬁnXJrTﬁny}bidF:O (i=1,2,3,.....n) (3.21)
i=1q OXOX oyoy o r 0X oy

Persamaan (3.21) dapat dinyatakan dalam bentuk matrik, yaitu: [A] {H} ={F} (3.22)

dengan elemen tipikal dari [A] dan {F} adalah:

a6, 00 50 00
Ay _H[Td"‘n“’” dexdy (3.23a)
oxX 0x oy oy
Q
dan Fo= ] Ny + 1| T +Tﬂny 4; dr (3.23b)
o r oX oy
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Guna membangkitkan seperangkat persamaan aljabar yang diwakili oleh persamaan (3.22) diperlukan
penampilan integrasi dari fungsi coba dalam bentuk bentuk integral berikut:

AL a(b
H%a—x’dxdy ; (3.24a)
Q
[ [ojdxdy ; dan (3.24b)
Q
[¢idT (3.24c)
r

Untuk proses intergal ini kita perlukan penampilan basis elemen, membangkitkan matrik elemen dan
kemudian hasil tranformasinya dijadikan matrik global. Karena ada tiga nodal dalam elemen segitiga, maka
setiap matrik elemen akan berorde tiga.

Matrik kekakuan (stiffness matrix) [ A ]
Bentuk tipikal matrik kekakuan pada elemen [A®] adalah:

e e ~ € 4 € e e

[a2a® @fas afall ;—&bl af apas g ag]

ox  0x ox  ox ox  ox ‘ oy oy oy oy dy oy |

5T 55 Y s 5 a0; 05y s s |

mwe-t° jj' 271 272 72 3|dx.dy+TeH‘ 271 7272 T2 03 gy (3.25)

| ox o ox ox | | oy o oy @ |

Q| oxe cxe axe axe xe ><e Q| y oy ay oy ay oy |

| Ba®y B3P, By |53 b3aby agag |

Lax ox  ox ox  ox axJ Lay oy oy oy oy ayJ

T€ adalah transmisisitas elemen, dapat dipindahkan keluar integral karena dapat diasumsikan konstan
sepanjang elemen. Matrik kekakuan global diperoleh dengan penjumlahan. Tiap nodal memperoleh
sumbangan dari nodal elemen lain. Misalnya, nodal i dan j dalam elemen lokal berhubungan dengan nodal p

dan q dalam sistem nodal global, maka matrik kekakuan pada elemen Aeij ditambahkan pada matrik
kekakuan global Apg. Cara operasi ini diulang untuk tiap nodal dalam elemen dan untuk seluruh elemen
didalam domain Q.

Pada penyelesaian persamaan (3.25), langkah pertama adalah menurunkan fungsi pendekatan
dalam elemen, yaitu:

a0 &
1 =i(a1+bl.x+cl.y) (3-26)
ox ox
a &
adalah: L-b, (3.27)
ox
a¢f 1
atau =——j-Ym) (3.28)
ox  oa

Dengan cara serupa juga diperoleh:

a0 1
l -_— - .
oy e Xm -Xj) (3.29)

Selanjutnya substitusikan persamaan (3.28) dan (3.29) kedalam persamaan (3.23) didapatkan:

A%:Tejjbi.bj.dx.dy +T 8 (fci.cjdx dy (3.30)
e e
koefisien bi,bj,ci,cj konstan sepanjang elemen, maka
AE = T8bybjfdxdy +T%cicpffox.dy (3.31)
e e
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e
.
atau AS =

: [0 =Y ) =¥+ Oy =X X=Xy ) (3.32)

4n®

Vektor pembebanan (load vector): {F}

Vektor pembebanan timbul karena sinks-sources dan flux spesifik pada keadaan batas. Bentuk N
dalam persamaan (3.15) mewakili distribusi sources sebagai daerah recharge, atau juga dapat mewakili titik
sinks sebagai discharge (debit) dari sebuah sumur. Untuk kasus ini, N dinyatakan dengan hubungan:

N(X,y) =X Qg8.(X =X, ¥Y—Yg) (3.33)
k

Qg adalah debit dari sumur, xi dan y adalah koordinat letak sumur, dan & adalah fungsi delta Dirac. Fungsi

delta Dirac memiliki sifat khas sebagai fasilitas integral dari bentuk sinks-source. Pertama, fungsi ini
memiliki harga 1 unit pada titik (xi,yk) dan berharga nol dititik selainnya.

(1 pada titik (X ,Yg)

S.(X—Xy,Y- ax.dy = 3.34
=Xy i) edy %[o dititik lain (3:34)
Selain itu fungsi inipun mempunyai sifat tambahan, yaitu:
[[3.0x =Xy, y-yi)dxdy =1 (3.35)
Q

(XK, Yk) terletak dalam domain Q.

Berdasarkan sifat-sifat fungsi delta Dirac di atas, maka intergal ([ N.¢;.dx .dy pada persamaan (3.24b) adalah
Q
sama dengan Qy jika Xy dan yy adalah koordinat dari nodal. Kemudian untuk sources atau sinks, vektor gaya

global dirakit dengan menambahkan Qi kepada Fj asalkan Qy terletak pada nodal i. Flux spesifik pada

syarat-batas tampil dalam vektor pembebanan sebagai hasil intergal dari bentuk reduksi persamaan
diferensial asal. Bentuknya adalah:

j[Tﬂnx+Tﬂnyj¢idr (3.36)

r ox oy

yang tampil dalam persamaan (3.24b). Bentuk ini dapat diubah sebagai berikut:

|T Z—h¢idr o adalah turunan arah normal pada batas I'. (3.37)
r n on

Gambar 6: Definisi flux pada batas

Menurut hukum Darcy T z—h =qp (3.38)
n

Qp adalah debit aliran air tanah masuk domain aliran arah normal bidang batas ( lihat Gambar 6 ).

Kembali kebentuk diatas, dapat kita tuliskan sebagai:

ah ah
j[T—nx+T—ny}¢idF—jqb¢id1‘ (3.39)
r oX oy r
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Memakai bentuk ruas kanan persamaan ini, mudah dibangkitkan vektor pembebanan pada elemen dan
kemudian hasilnya ditransformasikan menjadi vektor pembebanan global. Vektor pembebanan pada elemen
akan memiliki ordo dua, karena dua nodal berada pada segmen batas.

Bentuk tipikal vektor pembebanan pada elemen akan menjadi:

Ll e ]
{F*}=qp J| 1 lar (3.40)
o/ ¢,
L adalah panjang dari segmen batas.
Dalam integral persamaan (3.40), dievaluasi fungsi pendekatan sepanjang segmen batas, dimana ¢e(x,y)
diwakili oleh fungsi satu dimensi ¢ei(F). Fungsi tersebut mempunyai harga 1 unit pada nodal i dan bervariasi

linear menuju nol pada nodal j. Demikian juga ¢ej(F) memiliki harga 1 unit pada nodal j dan nol pada nodal

I. Konsekwensinya:
L

[0%1dr= %L (3.41)
0
[ L]
ALY 3.42
{Fe}:} I (3.42)
L
ALY

Untuk flux spesifik di syaratbatas, vektor gaya global diperoleh dengan penjumlahan, untuk
memberikan nodal global sumbangan diperoleh dari vektor pembebanan elemen lainnya. Misalnya, jika
nodal i dalam sistem nodal elemen, berhubungan dengan nodal p dalam sistem nodal global maka debit
perbatasan (boundary discharge) memberi sumbangan kepada vektor gaya global dengan cara penambahan

F€; (di dalam vektor pembebanan pada elemen) kepada Fp .
Jadi untuk persoalan dalam Gambar 7, maka vektor gaya global adalah:
{F}={Q}+ [{agp}dr (3.43)

r

3.3 Contoh aplikasi pada kasus sink — source dua dimensi.

Dalam domain aliran sederhana seperti terlihat pada Gambar 7, berlaku persamaan aliran air tanah
dua dimensi untuk keadaan steady berikut, (persamaan 3.15):

o oh & (_onh
— | T—|+—|T—|+N=0
ox ox oy oy

y
L) 4
(0.2 8y 2.2)
@
gh =1 h=1
Tl D by @
2
1 3
(0.0 ah =g (2.0] x
3
T=8

Gambar 7: Domain 2D untuk keadaan steady

Domain dibagi atas 4 elemen segitiga dengan batasan 0 <x<2dan0 <y < 2.
Untuk itu berlaku syarat batas:

.20 untuk x=0 dan 0<y<2

on
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oh ([y=2dan 0<x<2

—=0 untuk 4

an ly=0 dan 0<x<2
dan h=1 untuk x=2 dan 0<y<2

Langkah pertama penyelesaian kasus ini dengan metode elemen hingga cara Galerkin adalah menentukan
jawaban pendekatan:

. 5
i=1
¢; adalah fungsi pendekatan bebas linier, seperti dinyatakan pada persamaan (3.3).

Langkah kedua merumuskan persamaan integral dengan mensubstitusikan harga R ke dalam persamaan
(3.18), yaitu:

22 r n
[ [8{TahJ+0(Tah}-N]¢i dx dy i:1,2,3,4,5 (3-183-)
oy oy

Agar persamaan (3.18a) yang mengandung bentuk turunan kedua dapat diselesaikan dengan fungsi
pendekatan linear, maka perlu dilakukan reduksi dengan memanfaatkan bentuk persamaan integral (3.19),
yaitu:

2y 2p oh 00 oh 89 oh oh
N} ﬂd)ﬁﬂq)i dxdy =—J | ﬂ%+ﬂ% dxdy + [ in>(+in ¢j dT’ (319)
ox? | oy? ay Y

ol ax o oxX Ox 0y oy r X

Dengan mensubstitusi persamaan (3.20) pada persamaan (3.19a) akan diperoleh:

22 L Aan L an 22 ~h n
i T B gy ey - T o7 0y byar -0 (i=21,2,3,4,5) (3.21a)
00 0X 0X oy oy 00 r 0X oy
Dengan mensubstitusikan persamaan (3.17) kedalam persamaan (3.21a) didapat:
5 22( 00:80; 0000 ; 22 N ah ]
s T H jxdy — [ ] Nojdxy -] T@nxﬂ—hny $;dr=0 (i=1,2,3,4,5) (3.22a)
=100 0X0X oyoy 00 r 0X oy
Untuk domain seperti gambar (3.3) matrik kekakuan pada elemennya adalah:
[4 -4 0] [4 o0 -4]
[Al]:I—4 8 74I [AZ]:IO 4 74}
[0 -4 4 -4 -4 8|
(3.253)
f 8 -4 —4—\ f 4 0 —4—\
[A3]=174 4 ol [A4]:Io 4 4}
L—4 0 4J L—4 -4 SJ
Kemudian matrik kekakuan globalnya adalah:
[ 0o o0 o -8]
| g
o8 008 (3.25b)
[A] = | 0 0 8 0 —8‘
lo o o 8 -8l
L—S -8 -8 -8 32J
Vektor gaya globalnya adalah: ~ {F}={Q}+ [{q}, }dr (3.43)
r
0 1 1
atau (3.44)
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Batas head spesifik
Syarat batas head spesifik dijatuhkan pada saat substitusi harga head yang diketahui ke dalam

persamaan (3.23). Untuk kasus seperti persamaan (3.15) dan (3.16), maka persamaan (3.25b) dan (3.44)
dapat disubstitusikan kedalam persamaan (3.24) untuk memperoleh:

e o o o -8][H{] 1]

EEEERIEILA R (3.45)

|0 0 8 0 -8|[Hz[=|0]

| 0 0 0 8 -8 ‘ ‘ H4 | ‘ 0 ‘

Lfs -8 -8 -8 32J ‘LH5J LOJ
Harga Hg dan Hy diketahui dari syarat batas head spesifik (persamaan (3.16b) dan dengan mensubstitusikan

harga H; =1 dan H, =1 kedalam persamaan (3.45) didapat:
fe o -8][H] [1]

lo s *S'I'*zi:'” (3.46)
lLfs -8 32 | |Hg| |_16J
Kemudian penyelesaian persamaan (3.45) untuk syarat batas adalah:
[1.257]
‘1.25 |
{H}=} . I (3.47)

[ 1|
Ll.ZSJ

H juga dinyatakan sebagai harga h pada titik nodal

4. KESIMPULAN

Hasil analisis elemen hingga ini bertujuan untuk menyusun program komputer untuk penyelesaian
persoalan aliran air tanah dua dimensi keadaan steady (steady-state) 2D pada aquifer bebas (unconfined
aquifer). Elemen hingga yang digunakan dalam program, adalah berbentuk elemen segitiga dengan fungsi
pendekatan linear. Parameter aquifer dianggap konstan sepanjang elemen, tetapi dapat bervariasi di antara
elemen ke elemen lainnya. Syarat batas diberlakukan untuk kedua jenis batas yaitu batas flux spesifik dan
batas head spesifik. Sinks dan sources dibolehkan pada titik nodal.

Model matematika aliran air tanah ini juga bisa digunakan untuk meramalkan keadaan air tanah
akibat pemompaan atau pengisian (Sink — source) pada masa yang akan datang. Selain itu juga bisa ditujukan
untuk menyusun model simulsi guna membuat gambaran perubahan keadaan elevasi muka air tanah sebelum
dan sesudah berlangsungnya pemompaan. Penurunan muka air akibat pemompaan, harus dibatasi
sedemikian rupa sehingga tidak menimbulkan dampak negatif terhadap lingkungan sekitarnya. Analisis
aliran air tanah dengan keadaan steady 2D ini dapat diterapkan untuk kasus-kasus sederhana. Untuk kasus
yang lebih komplek masih diperlukan analisis untuk keadaan aliran transien, keadaan lapisan tanah yang
sangat beragam, sebagaimana yang sering ditemui di lapangan.
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