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ABSTRACT 

 
In graph theory, there is a coloring concept, namely edge coloring and vertex coloring. A path in 

edge colored  graph having different color is called a rainbow path. An Edge colored of the graph 

is called rainbow connected if any two vertices are connected by rainbow path. The rainbow 

connection number of a graph, denoted by 𝑟𝑐(𝐺), is the smallest number of colors that are needed 

in order to make a graph 𝐺 rainbow connected. A path in a vertex colored graph with internal 

vertice having different color is called a rainbow vertex path. A vertex colored graph is called 

rainbow connected if any two vertices are connected by rainbow vertex path. The rainbow vertex 

connection number, denoted by 𝑟𝑣𝑐(𝐺), is the smallest number of colors that are needed in order 

to make a graph 𝐺 rainbow vertex connected. An 𝐻-graph is a graph that is shaped like the letter 

𝐻. The corona operation is a way to generate a new graph by operating two graphs. The purpose of 

this research is to determine the rainbow connection number and the rainbow vertex connection 

number of 𝐻-graph. The results obtained are rainbow connection number of H-graph is   2𝑛 −  1, 

rainbow vertex connection number of 𝐻-graph is 2𝑛 −  4 and rainbow vertex connection number 

of 𝐻 ʘ 𝑚𝐾1 graph is 2𝑛. 
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ABSTRAK 

 
Pada teori graf terdapat konsep pewarnaan yaitu pewarnaan sisi dan pewarnaan titik. Lintasan 

rainbow yaitu apabila sisi yang berbeda di lintasan tidak terdapat warna yang sama. Apabila ada 

dua titik yang terhubung oleh lintasan rainbow maka pewarnaan sisi graf disebut rainbow 

connected. Bilangan rainbow connection yang dinotasikan dengan 𝑟𝑐(𝐺) adalah bilangan terkecil 

dari warna yang dibutuhkan agar terbentuk graf bersifat rainbow connected.  Lintasan rainbow 

vertex yaitu lintasan pada graf sedemikian sehingga tidak terdapat dua titik internal atau titik 

dalam lintasan yang mempunyai warna yang sama. Pewarnaan titik pada graf disebut rainbow 

connected jika sebarang dua titik pada graf berwarna titik dihubungkan oleh lintasan rainbow 

vertex. Bilangan rainbow vertex connection yang dinotasikan dengan 𝑟𝑣𝑐(𝐺) adalah bilangan 

terkecil dari warna yang dibutuhkan agar terbentuk graf bersifat rainbow vertex connected. Graf-𝐻 

merupakan graf yang berbentuk seperti huruf 𝐻. Operasi korona merupakan cara untuk 

menghasilkan dua buah graf menjadi suatu graf baru. Tujuan dari penelitian ini adalah menentukan 

bilangan rainbow connection dan bilangan rainbow vertex connection pada graf-𝐻. Hasil 

penelitian yang diperoleh yaitu bilangan rainbow connection pada graf-𝐻 yaitu 2𝑛 −  1, bilangan 

rainbow vertex connection pada graf-𝐻 yaitu 2𝑛 −  4 dan bilangan rainbow vertex connection 

pada graf 𝐻 ʘ 𝑚𝐾1 adalah 2𝑛. 

 
Kata kunci: Bilangan Rainbow Connection, Bilangan Rainbow Vertex Connection, Graf-𝐻 
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1. LATAR BELAKANG 

Teori graf merupakan kajian tentang graf yang mempunyai banyak aplikasi 

hingga saat ini. Graf digunakan untuk menggambarkan objek diskrit yang 

dilambangkan dengan titik dan hubungannya dengan objek-objek tersebut yang 

disimbolkan dengan garis. Pada teori graf terdapat konsep pewarnaan yaitu 

pewarnaan titik dan pewarnaan sisi [7]. Rainbow connection merupakan salah satu 

tema yang dikaji dalam pewarnaan graf[3]. Pada rainbow connection akan dicari 

bilangan warna terkecil untuk membentuk graf yang rainbow connected. Hal ini 

disebut dengan bilangan rainbow connection. Pada penelitian sebelumnya tentang 

rainbow coloring pada graf shadow, dijelaskan bahwa graf shadow adalah graf 

bayangan dari graf lintasan [1]. Graf shadow atau graf bayangan dapat 

dikembangkan lagi menjadi graf baru yaitu graf-𝐻. Graf-𝐻 dibuat dari satu  

lintasan dan bayangannya dengan masing-masing titik tengah graf lintasan 

terhubung membentuk sisi sehingga terbentuk graf yang berbentuk huruf 𝐻. 

Berdasarkan bentuk graf-𝐻, terdapat berbagai bentuk lintasan yang dapat 

membentuk graf-H, jika dilihat dari sudut pandang cara mengambil lintasan. Oleh 

karena itu, pada penelitian ini penulis tertarik untuk menyelidiki bilangan rainbow 

connection dan bilangan rainbow vertex connection pada graf-𝐻. Artikel ini 

mengkaji kembali tulisan Parmar & Suthar, 2019.  

 

2. TINJAUAN PUSTAKA 

2.1 Graf  

Secara sederhana, graf didefinisikan sebagai kumpulan titik yang 

dihubungkan sehingga membentuk sisi. 

Definisi 2.1.1 [7] 

Graf G didefinisikan dengan 𝐺 =  (𝑉, 𝐸) dengan 𝑉 (𝐺) dan 𝐸(𝐺)berturut-turut 

merupakan himpunan titik dan sisi yang menyambungkan dua  titik. 

Graf lengkap sebanyak 𝑛 titik disimbolkan  dengan 𝐾𝑛 [5]. Graf 𝐾1 adalah graf 

lengkap dengan satu titik atau disebut graf tunggal[9]. 

Definisi 2.1.2 [7] 

Lintasan sepanjang n dari titik  𝑣0 ke titik 𝑣𝑛 pada graf  merupakan deretan  titik 

dan sisi yang berbentuk 𝑣0, 𝑒1, 𝑣1, 𝑒2, … , 𝑣𝑛−1, 𝑒𝑛, 𝑣𝑛, sedemikian sehingga 𝑒1 =
(𝑣0, 𝑣1), 𝑒2 = (𝑣1, 𝑣2), … , 𝑒𝑛 = (𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛) merupakan sisi-sisi dari graf . 

Definisi 2.1.3 [7] 

Graf  dikatakan graf yang terhubung apabila setiap pasang titik 𝑣𝑖 ke 𝑣𝑗  pada 

himpunan V (G) termuat lintasan dari 𝑣𝑖 ke 𝑣𝑗 . 

 Sirkuit merupakan lintasan yang bermula dan berakhir di titik yang sama.  

Adapun graf khusus yang terhubung dan tidak memuat sirkuit disebut graf pohon. 

Graf pohon didenisikan sebagai berikut. 

Definisi 2.1.4 [7] 

Pohon merupakan graf terhubung yang tidak berarah dan tidak terdapat sirkuit. 
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Definisi 2.1.5 [7] 

Pada graf G terhubung, jarak 𝑑(𝑣𝑖  , 𝑣𝑗  ) antara titik 𝑣𝑖 dan 𝑣𝑗  adalah  anjang 

lintasan terpendek yang menghubungkan antara 𝑣𝑖 dan 𝑣𝑗 . 

Definisi 2.1.6 [7] 

Diameter graf 𝐺, dinotasikan dengan diam(𝐺), adalah jarak terpanjang 

sembarang dua titik di graf 𝐺. 

2.2 Rainbow Connection 

Jika untuk mewarnai sisi suatu graf adalah 𝑘 warna maka warna yang 

dibutuhkan adalah sebanyak 𝑘 warna, sedemikian sehingga sisi yang bertetangga 

mempunyai warna berbeda, maka graf dikatakan berwarna 𝑘-sisi[10]. Pewarnaan 

sisi yang bersifat 𝑟𝑎𝑖𝑛𝑏𝑜𝑤 𝑐𝑜𝑛𝑛𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 disebut pewarnaan rainbow. 

Definisi 2.2.1 [3] 

Apabila sisi yang berbeda di lintasan 𝑃 tidak terdapat warna yang sama, maka 𝑃 

disebut lintasan rainbow.  

Graf berwarna pada sisi disebut 𝑟𝑎𝑖𝑛𝑏𝑜𝑤 𝑐𝑜𝑛𝑛𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 apabila sebarang 

dua titik dihubungkan oleh lintasan rainbow[2] 

Definisi 2.2.2 [8] 

Bilangan rainbow connection pada graf dilambangkan dengan 𝑟𝑐(𝐺) yaitu 

bilangan warna terkecil, sedemikian sehingga graf 𝐺 bersifat rainbow connected. 

Definisi 2.2.3 [8] 

Lintasan rainbow vertex adalah lintasan pada graf sedemikian sehingga tidak 

terdapat dua titik internal atau titik dalam lintasan yang mempunyai warna yang 

sama. 

 Graf berwarna pada titik disebut rainbow vertex connected apabila sebarang 

dua titik terhubung oleh lintasan rainbow vertex[5]. 

Definisi 2.2.4 [6] 

Bilangan rainbow vertex connection dinotasikan dengan 𝑟𝑣𝑐(𝐺) adalah bilangan 

warna terkecil untuk membentuk graf 𝐺 bersifat rainbow vertex connected. 

2.3 Graf-𝑯 dan Korona Graf 

Pada penelitian sebelumnya, telah dikaji tentang pewarnaan rainbow pada 

graf shadow. Graf shadow adalah graf bayangan dari graf lintasan[1]. Pada 

penelitian ini, dikembangkan lagi sebuah graf baru dari sebuah graf shadow. 

Suatu graf yang berbentuk seperti huruf 𝐻 disebut dengan graf-𝐻. Graf-𝐻 

dibentuk dari sebuah lintasan dengan salinannya dan kedua lintasan tersebut 

dihubungkan sehingga membentuk graf-𝐻. 
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Definisi 2.3.1 [8] 

Diberikan lintasan 𝑃𝑛 = {𝑃1𝑛 , 𝑃2𝑛 } dengan masing-masing titik 𝑣1 , 𝑣2 , . . . , 𝑣𝑛 

dan 𝑢1 , 𝑢2 , . . . , 𝑢𝑛 graf-H dari lintasan 𝑃𝑛 adalah graf yang diperoleh dari 

lintasan 𝑃1𝑛 dan 𝑃2𝑛  dengan titik 𝑣𝑛+1

2

 dan 𝑢𝑛+1

2

 bergabung menjadi sebuah sisi 

jika 𝑛 ganjil. Sedangkan , jika n genap titik yang bergabung menjadi sebuah sisi 

yaitu  titik 𝑣𝑛

2
+1 dan 𝑢𝑛

2
 . 

    Menurut [4], cara untuk membuat graf baru yaitu dengan mengoperasikan 

dua buah graf disebut operasi graf. Beberapa jenis operasi antar graf salah satunya 

adalah operasi korona dari dua graf 𝐺1 dan 𝐺2. 

Definisi 2.3.2 [8] 

Diberikan graf 𝐺1 dan 𝐺2 dengan masing-masing mempunyai 𝑛1 titik dan 𝑛2 titik. 

Korona dari graf 𝐺1 dan 𝐺2 adalah graf yang dibentuk dengan mengambil satu 

salinan 𝐺1 dan 𝑛1 salinan dari 𝐺2 , lalu menghubungkan titik ke-𝑖 dari 𝐺1 

kesetiap titik di 𝐺2. Selanjutnya, korona 𝐺1 dan 𝐺2 dilambangkan  𝐺1 ʘ 𝐺2. 

3. METODE PENELITIAN 

Pada penelitian ini menggunakan tahapan sebagai berikut: 

a) Mendefinisikan pewarnaan sisi pada graf-𝐻 dengan 𝑛 genap ataupun 𝑛 ganjil. 
b) Mendata semua kasus lintasan yang dibuat dari sebarang dua titik pada  

graf-𝐻 
c) Menunjukkan bahwa lintasan yang dibuat pada langkah (b) adalah lintasan 

rainbow. 
d) Menghitung minimum warna yang dibutuhkan pada langkah (c). 
e) Mendefinisikan pewarnaan titik pada graf-𝐻 dengan 𝑛 genap ataupun 𝑛 

ganjil. 
f) Mendata semua kasus lintasan yang dibuat dari sebarang dua titik pada  

graf-𝐻 
g) Menunjukkan bahwa lintasan yang dibuat pada langkah (f) adalah lintasan 

rainbow vertex. 
h) Menghitung minimum warna yang dibutuhkan pada langkah (g). 
 
4. HASIL DAN PEMBAHASAN 

4.1 Bilangan Rainbow Connection pada Graf-𝑯 

Pewarnaan sisi yang membuat graf bersifat rainbow connected disebut 

pewarnaan rainbow. Graf 𝐺 berwarna sisi dikatakan 𝑟𝑎𝑖𝑛𝑏𝑜𝑤 𝑐𝑜𝑛𝑛𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 jika 

sebarang dua titik dihubungkan oleh lintasan rainbow yaitu suatu lintasan di 𝐺 

dengan asumsi dua sisi di lintasan tidak mempunyai warna yang sama. Bilangan 

𝑟𝑎𝑖𝑛𝑏𝑜𝑤 𝑐𝑜𝑛𝑛𝑒𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑟𝑐(𝐺) adalah minimum warna yang diperlukan untuk 

menjadikan graf 𝐺 rainbow connected. Berdasarkan Definisi 2.3.1, berikut ini 

merupakan graf-H jika 𝑛 ganjil dan 𝑛 genap yang ditunjukkan pada Gambar 1. 
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Gambar 1. (a) Graf-𝐻 jika 𝑛 ganjil (b) Graf-𝐻 jika 𝑛 genap 

 

Teorema 4.1.1  

Bilangan Rainbow Connection pada Graf-𝐻 adalah 2𝑛 − 1. 
Bukti: Diberikan 𝑃𝑛 = {𝑃1𝑛, 𝑃2𝑛} dengan lintasan 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛 dan 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛.  

Diketahui dari Definisi 2.3.1, graf-𝐻 terdiri dari lintasan 𝑃1𝑛 dan 𝑃2𝑛. Kemudian, 

salah satu titik di lintsan 𝑃1𝑛 bergabung dengan salah satu titik di lintasan 𝑃2𝑛 

sehingga menjadi sisi baru yang menghubungkan dua lintasan tersebut. Oleh 

karena itu, diperoleh |𝑉| =  𝑛 + 𝑛 = 2𝑛 dan |𝐸| =  2(𝑛 − 1) + 1 = 2𝑛 − 1. 

Selanjutnya, dengan memperhatikan Gambar 1, diberikan algoritma pewarnaan 

sisi agar graf-H bersifat 𝑟𝑎𝑖𝑛𝑏𝑜𝑤 𝑐𝑜𝑛𝑛𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 jika 𝑛 genap atau ganjil sebagai 

berikut. 

1. Lintasan 𝑃2𝑛 atau sisi tegak sebelah kanan pada graf-𝐻 (𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1) 
dengan kondisi 1 ≤ 𝑖 ≤  𝑛 − 1 diberi warna 𝑐𝑖. 

2. Lintasan 𝑃1𝑛 atau sisi tegak sebelah kiri pada graf-𝐻 (𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1 ) dalam 

kondisi 1 ≤  𝑖 ≤  𝑛 −  1 diberi warna 𝑐𝑛−1+𝑖, dan jika dalam kondisi 1 <
𝑖 < 𝑛 diberi warna 𝑐𝑛+𝑖−3. 

3. Jika 𝑛 bernilai ganjil dengan sisi (𝑢𝑛+1

2

, 𝑣𝑛+1

2

) maka diberi warna 𝑐2𝑛−1. 

4. Jika n bernilai genap dengan sisi (𝑢𝑛

2
, 𝑣𝑛

2
+1)maka diberi warna 𝑐2𝑛−1. 

Berdasarkan algoritma pewarnaan sisi yang sudah diuraikan di atas agar setiap sisi 

di graf-𝐻  mempunyai warna berbeda  diperoleh total warna yang dapat dipakai 

sebanyak 2𝑛 − 1. 
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Gambar 2. Lintasan rainbow pada graf-𝐻 
 

Jika sebarang dua titik di graf-𝐻 termuat lintasan rainbow maka disebut rainbow 

connected. Pada Gambar 2 panah berwarna menunjukkan kasus sebarang lintasan 

yang membentuk graf-𝐻 berdasarkan arah lintasannya. Indeks berwarna hitam 

menunjukkan arah lintasan dari atas ke bawah dan sebaliknya untuk indeks 

berwarna merah menunjukkan arah lintasan dari bawah ke atas. Berikut ini 

merupakan kasus sebarang lintasan pada graf-𝐻. 

 
Tabel 1. Tabel kasus sebarang lintasan pada graf-𝐻 

Kasus Lintasan rainbow Kondisi 
Minimu

m warna 

1 𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑗 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛 𝑛 − 1 

2 𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑗 1 ≤ 𝑗 < 𝑖 ≤ 𝑛 𝑛 − 1 

3 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1, … , 𝑣𝑗 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛 𝑛 − 1 

4 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖−1, … , 𝑣𝑗 1 ≤ 𝑗 < 𝑖 ≤ 𝑛 𝑛 − 1 

 

 

5 

𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑛+1

2

, 𝑣𝑛+1

2

, 

 𝑣𝑛+1

2
+1

, … , 𝑣𝑗 

1 ≤ 𝑖 ≤
𝑛 + 1

2
,
𝑛 + 1

2
≤ 𝑗 ≤ 𝑛 

(𝑛 ganjil) 

𝑛 

𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑛

2
, 𝑣𝑛

2
+1, 

 𝑣𝑛

2
+2, … , 𝑣𝑗 

1 ≤ 𝑖 ≤
𝑛

2
,
𝑛

2
+ 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 

(𝑛 genap) 

𝑛 − 1 

 

6 

𝑢𝑖, 𝑢𝑖−1, … , 𝑢𝑛+1

2

, 𝑣𝑛+1

2

, 

 𝑣𝑛+1

2
−1

, … , 𝑣𝑗 

𝑛 + 1

2
≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤

𝑛 + 1

2
 

(𝑛 ganjil) 

𝑛 

𝑢𝑖, 𝑢𝑖−1, … , 𝑢𝑛

2
, 𝑣𝑛

2
+1,  𝑛

2
≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤

𝑛

2
+ 1 𝑛 + 1 
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𝑣𝑛

2
, … , 𝑣𝑗 (𝑛 genap) 

 

 

7 

𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑛+1

2

, 𝑣𝑛+1

2

, 

 𝑣𝑛+1

2
−1

, … , 𝑣𝑗 

1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤
𝑛 + 1

2
 

(𝑛 ganjil) 

𝑛 

𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑛

2
, 𝑣𝑛

2
+1,  

𝑣𝑛

2
, … , 𝑣𝑗 

1 ≤ 𝑖 ≤
𝑛

2
, 1 ≤ 𝑗 ≤

𝑛

2
+ 1 

(𝑛 genap) 

𝑛 

 

 

8 

𝑢𝑖, 𝑢𝑖−1, … , 𝑢𝑛+1

2

, 𝑣𝑛+1

2

,  

𝑣𝑛+1

2
+1

, … , 𝑣𝑗 

𝑛 + 1

2
< 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛 

(𝑛 ganjil) 

𝑛 

𝑢𝑖, 𝑢𝑖−1, … , 𝑢𝑛

2
, 𝑣𝑛

2
+1, 

 𝑣𝑛

2
+2, … , 𝑣𝑗 

𝑛

2
< 𝑖 ≤ 𝑛,

𝑛

2
+ 1 < 𝑗 ≤ 𝑛 

(𝑛 genap) 

𝑛 

Jadi, dengan mempertimbangkan delapan kasus di atas, sebarang lintasan yang 

menghubungkan dua titik paling tidak ada satu lintasan di graf-H yang merupakan 

lintasan rainbow. Oleh karena itu, bilangan rainbow connection pada graf-H yaitu 

2𝑛 −  1. ■ 

4.2 Bilangan Rainbow Vertex Connection pada Graf-𝑯 

Graf 𝐺 berwarna titik dikatakan 𝑟𝑎𝑖𝑛𝑏𝑜𝑤 𝑐𝑜𝑛𝑛𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 jika sebarang dua titik 

dihubungkan oleh lintasan rainbow vertex yaitu suatu lintasan di 𝐺 dengan setiap 

titik di lintasan mempunyai warna berbeda. Bilangan 

𝑟𝑎𝑖𝑛𝑏𝑜𝑤 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑒𝑥 𝑐𝑜𝑛𝑛𝑒𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑟𝑣𝑐(𝐺) adalah minimum warna yang diperlukan 

untuk menjadikan graf 𝐺 rainbow vertex connected. 

Teorema 4.2.1 

Bilangan rainbow vertex connection pada graf-𝐻 dari lintasan 𝑃𝑛 adalah 2𝑛 − 4. 

Bukti: Diberikan 𝑃𝑛 = {𝑃1𝑛, 𝑃2𝑛} dengan lintasan 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛 dan 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛. 

Diketahui dari Definisi 2.3.1, graf-𝐻 merupakan graf yang dibentuk dar lintasan 

𝑃1𝑛 dan 𝑃2𝑛  dan salah satu titik tengah di kedua lintasan  dihubungkan 

membentuk sisi baru. Oleh karena itu, diperoleh |𝑉 | =  𝑛 + 𝑛 = 2𝑛 dan |𝐸| =
2𝑛 − 2 +  1 = 2𝑛 − 1.  

Selanjutnya, dengan memperhatikan Gambar 1 diberikan algoritma 

pewarnaan titik agar graf-H bersifat rainbow vertex connected jika 𝑛 genap atau 

ganjil sebagai berikut. 

1. Untuk titik 𝑢𝑖 pada lintasan 𝑃2𝑛, jika 𝑖 = 1 dan 𝑖 = 𝑛 maka diberi warna 

𝑐1 dan jika 1 < 𝑖 < 𝑛 maka diberi warna 𝑐𝑖−1 . Banyak warna sebelah 

kanan sama dengan 𝑛 − 2 karena titik ujung diberi warna sama yaitu 𝑐1 . 
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2. Untuk titik 𝑣𝑖 pada lintasan 𝑃1𝑛, jika 𝑖 = 1 dan 𝑖 = 𝑛 maka diberi warna 

𝑐1 dan jika 1 < 𝑖 < 𝑛 maka diberi warna 𝑐𝑛+𝑖−3 . Banyak warna sebelah 

kiri sama dengan 𝑛 − 2 karena titik ujung diberi warna sama yaitu 𝑐1. 

Berdasarkan algoritma pewarnaan titik yang sudah diuraikan di atas, 

diperoleh total warna yang dapat digunakan sebanyak 2𝑛 − 4 warna. 

 
 

Gambar 3. Lintasan rainbow vertex pada graf-𝐻 

Jika sebarang dua titik di graf-𝐻 termuat lintasan rainbow vertex maka 

disebut rainbow vertex connected. Pada Gambar 3 panah berwarna menunjukkan 

kasus sebarang lintasan yang membentuk graf-𝐻 berdasarkan arah lintasannya. 

Indeks berwarna hitam menunjukkan arah lintasan dari atas ke bawah dan 

sebaliknya untuk indeks berwarna merah menunjukkan arah lintasan dari bawah 

ke atas. Berikut ini merupakan kasus sebarang lintasan pada graf-𝐻. 
 

Tabel 2. Tabel kasus sebarang lintasan pada graf-𝐻 

Kasus Lintasan rainbow Kondisi 
Minimu

m warna 

1 𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑗 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛 𝑛 − 1 

2 𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑗 1 ≤ 𝑗 < 𝑖 ≤ 𝑛 𝑛 − 1 

3 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1, … , 𝑣𝑗 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛 𝑛 − 1 

4 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖−1, … , 𝑣𝑗 1 ≤ 𝑗 < 𝑖 ≤ 𝑛 𝑛 − 1 

 

 

5 

𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑛+1

2

, 𝑣𝑛+1

2

, 

 𝑣𝑛+1

2
+1

, … , 𝑣𝑗 

1 ≤ 𝑖 ≤
𝑛 + 1

2
,
𝑛 + 1

2
≤ 𝑗 ≤ 𝑛 

(𝑛 ganjil) 

𝑛 

𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑛

2
, 𝑣𝑛

2
+1, 

 𝑣𝑛

2
+2, … , 𝑣𝑗 

1 ≤ 𝑖 ≤
𝑛

2
,
𝑛

2
+ 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 

(𝑛 genap) 

𝑛 − 1 

 𝑢𝑖, 𝑢𝑖−1, … , 𝑢𝑛+1

2

, 𝑣𝑛+1

2

, 𝑛 + 1

2
≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤

𝑛 + 1

2
 𝑛 
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6  𝑣𝑛+1

2
−1

, … , 𝑣𝑗 (𝑛 ganjil) 

𝑢𝑖, 𝑢𝑖−1, … , 𝑢𝑛

2
, 𝑣𝑛

2
+1,  

𝑣𝑛

2
, … , 𝑣𝑗 

𝑛

2
≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤

𝑛

2
+ 1 

(𝑛 genap) 

𝑛 + 1 

 

 

7 

𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑛+1

2

, 𝑣𝑛+1

2

, 

 𝑣𝑛+1

2
−1

, … , 𝑣𝑗 

1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤
𝑛 + 1

2
 

(𝑛 ganjil) 

𝑛 

𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑛

2
, 𝑣𝑛

2
+1,  

𝑣𝑛

2
, … , 𝑣𝑗 

1 ≤ 𝑖 ≤
𝑛

2
, 1 ≤ 𝑗 ≤

𝑛

2
+ 1 

(𝑛 genap) 

𝑛 

 

 

8 

𝑢𝑖, 𝑢𝑖−1, … , 𝑢𝑛+1

2

, 𝑣𝑛+1

2

,  

𝑣𝑛+1

2
+1

, … , 𝑣𝑗 

𝑛 + 1

2
< 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛 

(𝑛 ganjil) 

𝑛 

𝑢𝑖, 𝑢𝑖−1, … , 𝑢𝑛

2
, 𝑣𝑛

2
+1, 

 𝑣𝑛

2
+2, … , 𝑣𝑗 

𝑛

2
< 𝑖 ≤ 𝑛,

𝑛

2
+ 1 < 𝑗 ≤ 𝑛 

(𝑛 genap) 

𝑛 

Jadi, dengan mempertimbangkan delapan kasus di atas, sebarang lintasan yang 

menghubungkan dua titik paling tidak ada satu lintasan di graf-𝐻 yang merupakan 

lintasan rainbow vertex. Oleh karena itu, bilangan rainbow vertex connection pada 

graf-𝐻 yaitu 2𝑛 −  4. ■  

4.3 Bilangan Rainbow Vertex Connection pada Graf 𝑯 ʘ 𝒎𝑲𝟏 

Graf-𝐻 yaitu graf yang terdiri atas lintasan 𝑃1𝑛 dan 𝑃2𝑛 , dengan titik tengah 

masing-masing lintasan terhubung menjadi sisi baru. Graf 𝐾1 adalah graf lengkap 

yang mempunyai satu titik. Selanjutnya, akan dilakukan operasi korona dua buah 

graf yaitu graf-𝐻 dengan graf 𝐾1 dengan 𝑚 titik, 𝑚 menunjukkan banyaknya 

cabang pada graf-𝐻, sedemikian sehingga diperoleh sebuah graf baru yaitu 

𝐻 ʘ 𝑚𝐾1 yang berupa graf pohon. Contoh dari graf 𝐻 ʘ 𝑚𝐾1 dengan 𝑚 = 1 

yakni graf 𝐻 ʘ 𝐾1 yang mempunyai satu cabang ditunjukkan pada gambar 

berikut.  



 Jurnal Matematika Murni dan Terapan “εpsilon” 
Vol.15 No.1 (Juni 2021) Hal. 13-26 

  
  
 

22 
 

 
Gambar 4. (a) 𝑛 ganjil (b) 𝑛 genap 

 

 

 

Teorema 4.3.1 

Bilangan rainbow vertex connection pada graf 𝐻 ʘ 𝑚𝐾1dari lintasan 𝑃𝑛 adalah 

2𝑛. 
Bukti: Diberikan 𝑃𝑛 = {𝑃1𝑛, 𝑃2𝑛} dengan lintasan 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛 dan 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛.   

Diketahui dari Definisi 2.3.1 graf-𝐻 merupakan graf yang terbentuk dari 

penggabungan lintasan 𝑃1𝑛 dan 𝑃2𝑛 dengan salah satu titik tengah  kedua lintasan 

tersebut dihubungkan. Graf-𝐻 memiliki 2𝑛 titik. Diketahui juga dari Definisi 

2.3.2, graf dibentuk dengan mengambil satu salinan graf-𝐻 dan 2𝑛 salinan dari 

  𝑚𝐾1 . Kemudian, menggabungkan titik ke-𝑖 graf-𝐻 dengan satu sisi ke setiap 

titik di 2𝑛 salinan dari  1 . Dengan demikian, himpunan titik dari graf 

𝐻 ʘ 𝑚𝐾1adalah 

{𝑢𝑖 , 𝑣𝑖 ∶  1 ≤  𝑖 ≤ 𝑛}  ∪  {𝑢𝑖𝑗 ∶ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚}  ∪ {𝑣𝑖𝑗 ∶ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛,  

1 ≤  𝑗 ≤  𝑚} 

Oleh karena itu, diperoleh |𝑉 |  =  2𝑛(𝑚 +  1) dan |𝐸| = 2𝑛(𝑚 + 1) − 1. 

Selanjutnya, diberikan pewarnaan titik pada graf 𝐻 ʘ 𝑚𝐾1 supaya rainbow vertex 

connected jika 𝑛 ganjil atau genap sebagai berikut. 

1. Untuk titik 𝑢𝑖 pada lintasasn 𝑃2𝑛 jika 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 diberi warna 𝑐𝑖 . 

2. Untuk titik 𝑣𝑖 pada lintasan 𝑃1𝑛 jika 1 ≤  𝑖 ≤  𝑛 diberi warna 𝑐𝑛+𝑖 . 

3. Untuk titik 𝑢𝑖𝑗 dengan 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 diberi warna 𝑐1 . 

4. Untuk titik 𝑣𝑖𝑗 dengan 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 diberi warna 𝑐1. 

Berdasarkan algoritma pewarnaan titik yang sudah diuraikan di atas agar 

graf 𝐻 ʘ 𝑚𝐾1 rainbow vertex connected diperlukan total warna yang digunakan 

sebanyak 2𝑛 warna. 
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Gambar 5. Lintasan rainbow vertex pada graf 𝐻 ʘ 𝑚𝐾1 jika 𝑚 = 1 

Graf  dikatakan rainbow vertex connected jika sebarang dua titik pada graf 

𝐻 ʘ 𝑚𝐾1 terdapat lintasan rainbow vertex. Pada Gambar 5 panah berwarna 

menunjukkan kasus sebarang lintasan yang membentuk graf 

𝐻 ʘ 𝑚𝐾1berdasarkan arah lintasannya. Indeks berwarna hitam menunjukkan arah 

lintasan dari atas ke bawah dan sebaliknya untuk indeks berwarna merah 

menunjukkan arah lintasan dari bawah ke atas. Berikut ini merupakan kasus 

sebarang lintasan yang membentuk graf 𝐻 ʘ 𝑚𝐾1untuk melihat apakah terdapat 

lintasan rainbow vertex. 

Tabel 3. Tabel kasus sebarang lintasan pada graf 𝐻 ʘ 𝑚𝐾1 

Kasus Lintasan rainbow vertex Kondisi 
Minimu

m warna 

1 𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑗 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛 𝑛 

2 𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑗 1 ≤ 𝑗 < 𝑖 ≤ 𝑛 𝑛 

3 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1, … , 𝑣𝑗 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛 𝑛 

4 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖−1, … , 𝑣𝑗 1 ≤ 𝑗 < 𝑖 ≤ 𝑛 𝑛 

 

 

5 

𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑛+1

2

, 𝑣𝑛+1

2

,  

𝑣𝑛+1

2
+1

, … , 𝑣𝑗 

1 ≤ 𝑖 ≤
𝑛 + 1

2
,
𝑛 + 1

2
≤ 𝑗 ≤ 𝑛 

(𝑛 ganjil) 

𝑛 + 1 

𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑛

2
, 𝑣𝑛

2
+1,  

𝑣𝑛

2
+2, … , 𝑣𝑗 

1 ≤ 𝑖 ≤
𝑛

2
,
𝑛

2
+ 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 

(𝑛 genap) 

𝑛 

 

 

6 

𝑢𝑖, 𝑢𝑖−1, … , 𝑢𝑛+1

2

, 𝑣𝑛+1

2

, 

 𝑣𝑛+1

2
−1

, … , 𝑣𝑗 

𝑛 + 1

2
≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤

𝑛 + 1

2
 

(𝑛 ganjil) 

𝑛 + 1 

𝑢𝑖, 𝑢𝑖−1, … , 𝑢𝑛

2
, 𝑣𝑛

2
+1, 𝑛

2
≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤

𝑛

2
+ 1 𝑛 + 2 
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 𝑣𝑛

2
, … , 𝑣𝑗 (𝑛 genap) 

 

 

7 

𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑛+1

2

, 𝑣𝑛+1

2

,  

𝑣𝑛+1

2
−1

, … , 𝑣𝑗 

1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤
𝑛 + 1

2
 

(𝑛 ganjil) 

𝑛 + 1 

𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑛

2
, 𝑣𝑛

2
+1, 

 𝑣𝑛

2
, … , 𝑣𝑗 

1 ≤ 𝑖 ≤
𝑛

2
, 1 ≤ 𝑗 ≤

𝑛

2
+ 1 

(𝑛 genap) 

𝑛 + 1 

 

 

8 

𝑢𝑖, 𝑢𝑖−1, … , 𝑢𝑛+1

2

, 𝑣𝑛+1

2

, 

 𝑣𝑛+1

2
+1

, … , 𝑣𝑗 

𝑛 + 1

2
< 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛 

(𝑛 ganjil) 

𝑛 + 1 

𝑢𝑖, 𝑢𝑖−1, … , 𝑢𝑛

2
, 𝑣𝑛

2
+1,  

𝑣𝑛

2
+2, … , 𝑣𝑗 

𝑛

2
< 𝑖 ≤ 𝑛,

𝑛

2
+ 1 < 𝑗 ≤ 𝑛 

(𝑛 genap) 

𝑛 + 1 

9 
𝑢𝑖𝑗, 𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑘−1, 

𝑢𝑘 , 𝑢𝑘𝑙 

1 ≤ 𝑖, 𝑘 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗, 𝑙 ≤ 𝑚 
𝑛 

10 
𝑣𝑖𝑗 , 𝑣𝑖, 𝑣𝑖+1, … , 𝑣𝑘−1, 

𝑣𝑘 , 𝑣𝑘𝑙 

1 ≤ 𝑖, 𝑘 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗, 𝑙 ≤ 𝑚 
𝑛 

 

 

11 

𝑢𝑖𝑗, 𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑛+1

2

, 

 𝑣𝑛+1

2

, … , 𝑣𝑘−1, 

𝑣𝑘 , 𝑣𝑘𝑙 

1 ≤ 𝑖 ≤
𝑛 + 1

2
,
𝑛 + 1

2
≤ 𝑘 ≤ 𝑛, 

(𝑛 ganjil)1 ≤ 𝑗, 𝑙 ≤ 𝑚 
𝑛 + 1 

𝑢𝑖𝑗, 𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑛

2
, 𝑣𝑛

2
+1,  

𝑣𝑛

2
+2, … , 𝑣𝑘−1, 𝑣𝑘, 𝑣𝑘𝑙 

1 ≤ 𝑖 ≤
𝑛

2
,
𝑛

2
+ 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 

(𝑛 genap) 1 ≤ 𝑗, 𝑙 ≤ 𝑚 

𝑛 + 1 

 

 

 

12 

𝑢𝑖𝑗, 𝑢𝑖 , 𝑢𝑖−1, … , 𝑢𝑛+1

2

,  

𝑣𝑛+1

2

, 𝑣𝑛+1

2
−1

, … , 𝑣𝑘+1,  

𝑣𝑘 , 𝑣𝑘𝑙 

𝑛 + 1

2
≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑘 ≤

𝑛 + 1

2
 

(𝑛 ganjil)1 ≤ 𝑗, 𝑙 ≤ 𝑚 

𝑛 + 1 

 

𝑢𝑖𝑗, 𝑢𝑖, 𝑢𝑖−1, … , 𝑢𝑛

2
, 𝑣𝑛

2
+1, 

𝑣𝑛

2
, … , 𝑣𝑘+1, 𝑣𝑘, 𝑣𝑘𝑙 

𝑛

2
≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑘 ≤

𝑛

2
+ 1 

(𝑛 genap) 1 ≤ 𝑗, 𝑙 ≤ 𝑚 

𝑛 + 2 
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13 

𝑢𝑖𝑗, 𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑛+1

2

,  

𝑣𝑛+1

2

, 𝑣𝑛+1

2
−1

, … , 𝑣𝑘+1,  

𝑣𝑘 , 𝑣𝑘𝑙 

1 ≤ 𝑖, 𝑘 ≤
𝑛 + 1

2
 

(𝑛 ganjil)1 ≤ 𝑗, 𝑙 ≤ 𝑚 
𝑛 + 1 

𝑢𝑖𝑗, 𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑛

2
, 𝑣𝑛

2
+1, 

𝑣𝑛

2
, … , 𝑣𝑘+1, 𝑣𝑘, 𝑣𝑘𝑙 

1 ≤ 𝑖 ≤
𝑛

2
, 1 ≤ 𝑘 ≤

𝑛

2
+ 1 

(𝑛 genap) 1 ≤ 𝑗, 𝑙 ≤ 𝑚 

𝑛 + 1 

 

 

 

14 

𝑢𝑖𝑗, 𝑢𝑖 , 𝑢𝑖−1, … , 𝑢𝑛+1

2

,  

𝑣𝑛+1

2

, 𝑣𝑛+1

2
+1…,𝑣𝑘−1, 𝑣𝑘,𝑣𝑘𝑙

 

𝑛 + 1

2
< 𝑖, 𝑘 ≤ 𝑛 

(𝑛 ganjil)1 ≤ 𝑗, 𝑙 ≤ 𝑚 

𝑛 + 1 

𝑢𝑖𝑗, 𝑢𝑖, 𝑢𝑖−1, … , 𝑢𝑛

2
, 𝑣𝑛

2
+1, 

𝑣𝑛

2
+2, … , 𝑣𝑘−1, 𝑣𝑘, 𝑣𝑘𝑙 

𝑛

2
< 𝑖 ≤ 𝑛,

𝑛

2
+ 1 < 𝑘 ≤ 𝑛 

(𝑛 genap) 1 ≤ 𝑗, 𝑙 ≤ 𝑚 

𝑛 + 1 

 

Jadi, dengan mempertimbangkan 14 kasus di atas, sebarang lintasan yang 

menghubungkan dua titik pada graf 𝐻 ʘ 𝑚𝐾1, paling tidak ada satu lintasan yang 

merupakan lintasan rainbow vertex. Oleh karena itu, bilangan rainbow vertex 

connection pada graf 𝐻 ʘ 𝑚𝐾1 yaitu 2𝑛. ■ 

4.4 Contoh Bilangan Rainbow (Vertex) Connection pada Graf-𝑯 

Berikut ini merupakan contoh dari pewarnaan rainbow (vertex) dengan 

menggunakan algoritma pewarnaan sisi dan titik seperti pada terorema yang sudah 

dipaparkan sebelumnya. 

  
(a)               (b)       (c) 

Gambar 6. Bilangan rainbow (vertex) connection pada graf-𝐻 

Keterangan: 

(a) Bilangan rainbow connection pada graf-𝐻 dari lintasan 𝑃5 adalah 9. 

(b) Bilangan rainbow vertex connection pada graf-𝐻 dari lintasan 𝑃6 adalah 8. 
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(c) Bilangan rainbow vertex connection pada graf 𝐻 ʘ 2𝐾1  dari lintasan 𝑃5 

adalah 10. 

 

5. KESIMPULAN 

Berdasarkan pembahasan yang sudah dipaparkan dapat ditarik kesimpulan sebagai 

berikut. 

1. Bilangan rainbow connection pada graf-𝐻 dari lintasan 𝑃𝑛 adalah 2𝑛 −
 1. 

2. Bilangan rainbow vertex connection pada graf-𝐻 dari lintasan 𝑃𝑛 adalah 

2𝑛 −  4. 

3. Bilangan rainbow vertex connection pada graf 𝐻 ʘ 𝑚𝐾1  dari lintasan 

𝑃𝑛 adalah 2𝑛. 
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