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ABSTRACT 

 
On the Cesaro summable of orde-p sequence space, if the fuction |⋅|௣, 1 < ݌ < ∞ is replaced by 
Orlicz function, it is not always easy to define norm in the space. In this paper, we study some 
properties of the Cesaro Orlicz summable sequence space. First, on the space we define a modular 
and its the luxemburg norm, and then some topological properties is explored. The results show 
that the sequence spaces is modular complete and nom complete. In addition, the space is a BK-
space but not an AK-space.   
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ABSTRAK 
 

Di dalam ruang barisan terjumlah Cesaro orde-p, jika fungsi |⋅|௣, 1 < ݌ < ∞ diganti dengan fungsi 
Orlicz, tidak selalu mudah untuk mendefinisikan normanya. Di dalam makalah ini akan dipelajari 
sifat-sifat ruang barisan terjumlah Cesaro Orlicz. Terlebih dahulu pada ruang barisan ini 
dikonstruksi modular dan norma luxemburgnya. Selanjutnya akan ditelaah sifat-sifat topologisnya. 
Hasil penelitian menunjukkan bahwa ruang barisan tersebut merupakan ruang lengkap modular 
dan lengkap norma. Lebih lanjut, ruang tersebut merupakan ruang - BK tetapi bukan ruang- AK. 
 
Kata kunci: fungsi Orlicz, Cesaro, barisan 
 
1. PENDAHULUAN 

Barisan  (ݔ௞) di dalam ℝ dikatakan terjumlah Cesaro orde-݌ ke ݔ jika 
݈݅݉௡→ஶ

ଵ
௡
Σ௞ୀଵ௡ ௞ݔ| − ௣|ݔ = 0. Studi mengenai ruang barisan terjumlah Cesaro ini 

telah dikerjakan oleh  beberapa peneliti seperti (Borwein, D., 1965), (Maddox, 
I.J., 1968) dan (Malkowsky, E. & Velickovic, V., 2013). Jika di dalam ruang ini 
digunakan norma section, maka akan dijumpai beberapa kesulitan yang dihadapi 
dalam menelaah topik lainya di dalam ruang barisan tersebut. Goswin & Erdman  
menyatakan bahwa kesulitan tersebut terjadi karena pada norma section setiap 
suku akan dihitung mulai suku pertama lagi (Goswin, K. & Erdman, G., 1967). 
Oleh karena itu beberapa peneliti membangun ruang yang ekuivalen ruang barisan 
terjumlah Cesaro tersebut melalui pengkonstruksian norma yang lain.  
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Penelitian (Maddox, I.J., 1968) (Malkowsky, E. & Velickovic, V., 2013) 
menggunakan norma blok atau norma dyadic  yaitu 

|(௞ݔ)| = ௥݌ݑݏ
ଵ
ଶೝ
Σ௞ୀଶೝషభ
ଶೝିଵ ௞ݔ| −   ௣|ݔ

untuk menelaah menelaah karakteristik matriks transformasi pada ruang barisan 
pada ruang barisan terjumlah Cesaro orde-݌.  Lebih lanjut (Maddox, I.J., 1980) 
juga menggunakan norma ini untuk menelaah ruang barisan terjumlah Cesaro di 
dalam ruang bernorma. 

Permasalahan yang terjadi adalah jika fungsi |⋅|௣ diganti dengan fungsi 
Orlicz, maka pendefinisian normanya tidak selalu bisa dikerjakan. Hal ini 
disebabkan tidak setiap fungsi Orlicz bersifat homogen. Dalam hal ini  
pengkonstruksian norma dapat dilakukan dengan terlebih dahulu mengkonstruksi 
fungsi modular pada ruang barisan Orlicz seperti dikerjakan oleh (Kozlowski, 
W.M., 1988) dan (Musielak, J., 1983). Pengkonstruksian norma melalui modular 
ini telah banyak diterapkan oleh peneliti lainnya diantaranya (Bala, I., 2012), 
(Haryadi, Supama & Zulijanto A., 2017) dan (Rahman, Md, F & Karim, 
A.B.M.R, 2016). 

Di dalam makalah ini akan ditelaah ruang barisan terjumlah Cesaro Orlicz 
yang dikonstruksi oleh modular blok atau modular dyadic. Berangkat dari 
pengkonstruksian ini, selanjutnya akan diteliti sifat inklusi dengan ruang barisan 
terbatas. Lebih lanjut akan diteliti sifat-sifat kekonvergenan modular dan 
kekonvergenan norma, sifat BK dan AK. 

 
2. TINJAUAN PUSTAKA 

Di dalam makalah ini notasi ℕ dan ℝ berturut-turut menyatakan himpunan 
semua bilangan asli dan himpunan semua bilangan real. Selanjutnya ruang barisan 
dengan suku-suku bilangan real dituliskan ω. Anggota ω  dituliskan dengan x =
(x୩) = (xଵ, xଶ,⋯ ) dengan x୩ ∈ ℝ, k = 1,2,⋯. Notasi θ = (0,0,⋯ ) menyatakan 
barisan yang setiap sukunya 0. Untuk sebarang basiran ݔ dan bilangan asli ݉, 
[௠]ݔ = (xଵ, xଶ,⋯ , x୫, 0,0,⋯ ). Barisan didalam ߱ dituliskan ൫ݔ(௡)൯ =

⋯,(ଶ)ݔ,(ଵ)ݔ) ) dengan ݔ(௡) = ቀݔ௞
(௡)ቁ = ቀݔଵ

(௡),ݔଶ
(௡),⋯ቁ untuk setiap ݊ ∈ ℕ,. 

Untuk sebarang bilangan bulat ݎ ≥ 0, didefinisikan ܫ௥ = [2௥ , 2௥ାଵ) =
{݇ ∈ ℕ: 2௥ ≤ ݇ < 2௥ାଵ}.  Untuk memudahkan penulisan, selanjutnya ∑ ௞ଶೝశభିଵݔ

௞ୀଶೝ   
dituliskan dengan ∑ ௞ூೝݔ . 

Uraian mengenai fungsi Orlicz berikut diacu dari ( Krasnosel'skii, M.A. & 
Rutickii, Y.B, 1961). Fungsi Orlicz dituliskan dengan ߶, yaitu ߶: ℝ → [0,∞), 
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dengan ߶ fungsi genap, kontinu, konveks, ߶(ݐ) = 0 jika dan hanya jika ݐ = 0 dan 
݈݅݉௧→ஶ߶(ݐ) = ∞.   Setiap fungsi Orlicz ߶ dapat dinyatakan dengan  

(ݐ)߶ = ∫ ௧ݏ݀(ݏ)݌
଴      (1) 

dengan ݌ fungsi tidak turun dan kontinu kanan. Untuk sebarang fungsi Orlicz 
߶, fungsi ߰ dengan  definisi ߰(ݏ) = ݐ|ݏ|} ݌ݑݏ − :(ݐ)߶ ݐ ≥ 0} merupakan fungsi 
Orlicz. Selanjutnya ߶ dan ߰ dinamakan pasangan fungsi Orlicz komplementer. 
Jika ߶ dan ߰  pasangan fungsi Orlicz komplementer maka berlaku ketaksamaan 
Young, yakni |ݏݐ| ≤ (ݐ)߶ + ,ݐ untuk setiap (ݏ)߰ ݏ ∈ ℝ. Ketaksamaan Young 
menjadi kesamaan jika ݏ = ݐ atau (|ݐ|)݌ =  fungsi tidak (ݍ atau)  ݌ dengan (|ݏ|)ݍ
turun dan kontinu kanan yang memenuhi persamaan (1) 

(ݐ)߶ = ∫ ௧ݏ݀(ݏ)݌
଴ .  Fungsi ߶ିଵ: [0,∞) → [0,∞) adalah fungsi dengan definisi 

߶ିଵ(ݖ) = (ݔ)߶ jika dan hanya jika ݔ =  .ݖ

Fungsi Orlicz ߶ dikatakan memenuhi kondisi-Δଶ jika terdapat konstanta ܭ 
dan bilangan ܿ ≥ 0 sehingga ߶(2ݐ) ≤ ݐ untuk setiap (ݐ)߶ܭ ≥ ܿ. Kondisi-Δଶ juga 
ekuivalen dengan terdapat bilangan (ߣ)ܭ > 0 sehingga ߶(ݔߣ) ≤  (ݔ)߶(ߣ)ܭ
dengan ߣ > 1. Perlu diketahui bahwa jika fungsi Orlicz ߶ memenuhi kondisi-Δଶ 
maka fungsi Orlicz komplementernya belum tentu memenuhi kondisi- Δଶ. 

Fungsi Orlicz tidak selalu memiliki sifat homogen maupun aditif. Hal ini 
akan menyulitkan didalam pembentukan norma pada barisan yang dibentuk 
dengan fungsi Orlicz. Salah satu metode yang dapat digunakan adalah dengan 
terlebih dahulu membentuk modular. 

Ruang linear ܺ atas lapangan ℝ adalah himpunan tak kosong ܺ dengan dua 
fungsi +:ܺ ×  ܺ → ܺ dan ⋅:ℝ × ܺ → ܺ sehingga untuk setiap ߚ,ߙ ∈  ℝ dan 
,ݔ ,ݕ ݖ ∈ ܺ berlaku (1) ݔ + ݕ = ݕ + ݔ) (2) ,ݔ + (ݕ + ݖ = ݔ + ݕ) +  (3) ,(ݖ
terdapat ߠ ∈ ܺ sehingga ݔ + ߠ = ݔ− terdapat (4) ,ݔ ∈ ܺ sehingga ݔ + (ݔ−) =  ,ߠ
(5) 1 ⋅ ݔ = ߙ (6) ,ݔ ⋅ ݔ) + (ݕ = ߙ ⋅ ݔ + ߙ ⋅ ߙ) (7) ,ݕ + (ߚ ⋅ ݔ = ߙ ⋅ ݔ + ߚ ⋅  dan ,ݔ
ߙ (8) ⋅ ߚ) ⋅ (ݔ = ߙ) ⋅ (ߚ ⋅ ߙ ,Untuk mempermudah penulisan .ݔ ⋅  akan dituliskan ݔ
dengan ݔߙ. Selanjutnya, di dalam makalah ini yang dimaksud ruang linear adalah 
ruang linear atas lapangan ℝ. 

Diberikan ruang linear ܺ. Fungsi ߩ:ܺ → [0,∞) dinamakan pseumodular jika 
memenuhi kondisi-kondisi berikut: 

(ߠ)ߩ (1) = 0, 
(ݔ−)ߩ (2) = ݔ untuk setiap (ݔ)ߩ ∈ ܺ, dan 
ݔߙ)ߩ (3) + (ݔߚ ≤ (ݔ)ߩ + ,ݔ untuk setiap (ݕ)ߩ ݕ ∈ ܺ dan ߚ,ߙ ≥ 0 dengan 

α+ߚ = 1. 
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Jika kondisi (3) diganti dengan 

ݔߙ)ߩ (’3) + (ݔߚ ≤ (ݔ)ߩߙ + ݕ,ݔ untuk setiap (ݕ)ߩߚ ∈ ܺ dan ߚ,ߙ ≥ 0 
dengan α+ߚ = 1,  

maka ߩ dinamakan psemodular konveks. Lebih lanjut, jika fungsi ߩ juga 
memenuhi kondisi: (ݔ)ߩ = 0 berakibat ݔ =  ) dinamakan modular ߩ maka ,ߠ
(Kozlowski, W.M., 1988)). 

Diberikan modular konveks ߩ. Himpunan 

ఘܺ = ݔ} ∈ ܺ: ݈݅݉ఒ→଴(ݔߣ)ߩ = 0}   (2) 

merupakan ruang linear atas ℝ. Lebih lanjut, ఘܺ merupakan ruang bernorma 
dengan norma Luxemburg 

‖ݔ‖ = inf ቄݐ > ߩ:0 ቀ
ݔ
ቁݐ ≤ 1ቅ. 

Diberikan (ݔ௞) barisan didalam ruang ఘܺ. Barisan (ݔ௞) dikatakan barisan 
Cauchy-ߩ jika ݔ)ߩ௞ − (௟ݔ → 0 untuk ݇, ݈ → ∞. Barisan (ݔ௞) dikatakan 
konvergen-ߩ, jika terdapat ܿ ∈ ܺ sehingga ݔ)ߩ௞ − ܿ) → 0. Untuk pembahasan 
pada bagian berikutnya diperlukan teorema berikut. 

Teorema 1. (Musielak, J., 1983) Diketahui ruang modular ఘܺ.  

(1) Jika ‖ݔ‖ < 1, maka (ݔ)ߩ ≤  . ‖ݔ‖
(2) Jika ݔ)ߣ)ߩ௞ − ܿ)) → 0 untuk setiap ߣ > 0 maka ‖ݔ௞ − ܿ‖ → 0. 
 

3. METODE PENELITIAN 
Penelitian diawali dengan mengkonstruksi himpunan semua barisan terjumlah 

Cesaro-߶, dituliskan ݓథ, sebagai berikut. 

థݓ = ቐ(ݔ௞): sup
௥

1
2௥෍߶(ݔ௞) < ∞

ூೝ

ቑ 

Untuk kepentingan pembahasan perlu disampaikan kembali ruang barisan 
sebagai berikut: 

ܿథ = ௞ݔ)߶:(௞ݔ)} − (଴ݔ → 0} 

ℓథ = ቄ(ݔ௞):෍߶(ݔ௞) < ∞ቅ 

Bertolak dan definisi tersebut,  selanjutnya ditelaah sifat linear ݓథ dan sifat 
inklusi dengan ruang barisan ܿథ dan ℓథ, pengkonstruksian fungsi modular dan 
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norma Luxemburg pada ruang barisan tersebut. Dengan menggunakan modular 
dan norma ini, selanjutnya ditelaah sifat-sifat topologisnya.    

4. HASIL DAN PEMBAHASAN 
Di dalam diskusi selanjutnya, diasumsikan fungsi Orlicz ߶ memenuhi 

kondisi-Δଶ. Agar pembahasan dapat ditempatkan dalam kerangka yang lebih 
mudah, akan ditunjukkan terlebih dahulu bahwa himpunan semua barisan 
terjumlah Cesaro-߶ merupakan ruang linear, yakni 

Teorema 2. Himpunan ݓథ merupakan ruang linear. 
Bukti. 
(i) Diambil sebarang bilangan real ߙ dan barisan (ݔ௞) di dalam ݓథ, yakni 

ଵ
ଶೝ
∑ (௞ݔ)߶ < ∞ூೝ . Karena ߶ memenuhi kondisi-Δଶ maka terdapat bilangan 

positif ܭ sehingga ߶(ܿߙ) ≤  untuk setiap bilangan real c. Oleh karena (ܿ)߶ܭ
itu 

sup
௥

1
2௥෍߶(ݔߙ௞) ≤  

ܭ
2௥෍߶(ݔ௞) < ∞,

ூೝூೝ

 

yang berarti barisan (ݔߙ௞) anggota ݓథ. 
(ii) Diambil sebarang barisan (ݔ௞) dan (ݕ௞) di dalam ݓథ. Karena ߶ konveks dan 

memenuhi kondisi-Δଶ, maka untuk sebarang bilangan real ݖଵdan ݖଶ berlaku 

ଵݖ)߶ + (ଶݖ = ߶ ቆ2ቀ
ଵݖ
2 +

ଶݖ
2 ቁቇ ≤ (ଵݖ)߶)ܭ +  ((ଶݖ)߶

untuk suatu ܭ > 0. Oleh karena itu 

sup
௥

1
2௥෍߶(ݔ௞ + (௞ݕ

ூೝ

≤ sup
௥

ܭ
2௥෍߶(ݔ௞) + sup

௥

ܭ
2௥෍߶(ݕ௞)

ூೝூೝ

< ∞ 

yang berarti barisan (ݔ௞ +  .థݓ ௞) anggotaݕ
 
Hubungan inklusi antara ruang barisan dinyatakan di dalam teorema berikut. 
Teorema 3. ܿథ ⊂ థ dan ℓథݓ ⊂   థݓ
Bukti. Diketahui ݔ ∈ ܿథ. Jadi ada ݔ଴ sehingga ߶(ݔ௞ − (଴ݔ → 0. Diambil sebarang 
ߝ > 0. Terdapat bilangan asli ܰ sehingga  

௞ݔ)߶ − (଴ݔ < ߳. 
Akibatnya untuk ݎ ≥ ܰ berlaku ଵ

ଶೝ
∑ ௞ݔ)߶ − ଴)ூೝݔ <  Dengan menggunakan .ߝ

kekonveksan dan kondisi-Δ_2 fungsi ߶, 

1
2௥෍߶(ݔ௞)

ூೝ

≤
1

2௥෍߶(ݔ௞ − ଴ݔ + (଴ݔ ≤ ቌܭ
1

2௥෍߶(ݔ௞ − (଴ݔ + (଴ݔ)߶
ூೝ

ቍ
ூೝ

≤ ߝ)ܭ +  ((଴ݔ)߶
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untuk suatu ܭ > 0. Dengan demikian sup
௥

ଵ
ଶೝ
∑ ூೝ(௞ݔ)߶ , yakni (ݔ௞) ∈   .థݓ

Selanjunya akan ditunukkan bahwa ℓథ ⊂ (௞ݔ) థ. Diambil sebarang barisanݓ ∈
ℓథ. Jadi terdapat bilangan real ܯ > 0 sehingga ∑߶(ݔ௞) ≤  Akibatnya .ܯ
ଵ
ଶೝ
(௞ݔ)߶∑ ≤ Dengan demikian  sup .ܯ

௥

ଵ
ଶೝ
∑ (௞ݔ)߶ < ∞ூೝ , yakni (ݔ௞) ∈  .థݓ

 
 Contoh berikut menunjukkan bahwa ruang ℓథ merupakan himpunan bagian 
sejati dari ruang ݓథ, yakni ℓథ ⊂ థ dan ℓథݓ ≠  .థݓ
 
Contoh 1. Diberikan fungsi Orlicz ߶. Dibentuk barisan ݔ =  sehingga (௞ݔ)

(௞ݔ)߶ = ൜ 0, ݇ ≠ 2௥
2௥ , ݇ =  ௥ݎ

Untuk setiap ݎ berlaku ∑ (௞ݔ)߶ > 2௥ஶ
௞ୀଵ , sehingga diperoleh ∑ (௞ݔ)߶ = ∞ஶ

௞ୀଵ , 
yakni (ݔ௞) ∉ ℓథ. Dilain pihak 

1
2௥෍߶(ݔ௞) =

ூೝ

1 

sehingga diperoleh sup
௥

ଵ
ଶೝ
∑ (௞ݔ)߶ < ∞ூೝ , yakni (ݔ௞) ∈  .థݓ

 
 Mengingat tidak setiap fungsi Orlicz bersifat homogen, maka untuk 
mengkonstruksi norma di ruang linear ݓథ dilakukan dengan membentuk fungsi 
modular.  
Teorema 4. Fungsi ݓ:ߩథ → [0,∞] dengan 

(ݔ)ߩ = sup
୰

1
2௥෍߶(ݔ௞)

ூೝ

  

 merupakan modular konveks. 
Bukti: Kondisi (1) didalam definisi modular berlaku berdasarkan definisi ߩ. 
Demikian pula kondisi (2) juga jelas berlaku, mengingat ߶ merupakan fungsi 
genap. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa kondisi (3) dipenuhi.   
Diambil sebarang barisan ݕ,ݔ ∈ ߙ dengan ߚ,ߙ థ dan bilangan realݓ + ߚ = 1. 
Karena ߶ konveks, maka 

sup
୰

1
2௥෍߶(ݔߙ௞ + (௞ݕߚ ≤ ߙ ⋅ sup

୰

1
2௥෍߶(ݔߙ௞)

ூೝ

+ ߚ ⋅ sup
୰

1
2௥෍߶(ݕ௞)

ூೝூೝ

 

yang berarti ݔߙ)ߩ + (ݕߚ ≤ (ݔ)ߩߙ +  dapat ߩ Selanjutnya kekonveksan .(ݕ)ߩߚ
dibuktikan dengan mengingat bahwa ߶ konveks. 
 
Hasil berikut menyatakan keterkaitan antara ruang modular ݓథ ruang yang 
dinyatakan di dalam persamaan (2).  
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Teorema 5. Jika fungsi Orlicz ߶ memenuhi kondisi-Δଶ, maka ݓథ =

൜(ݔ௞): ݈݅݉ఒ→଴ sup
௥

ଵ
ଶೝ
∑ ூೝ(௞ݔߣ)߶ = 0ൠ. 

Bukti: Diambil sebarang ݔ = (௞ݔ) ∈ ߝ థ dan sebarang bilanganݓ > 0. Karena 
(௞ݔ) ∈ sehingga sup ܯ థ maka terdapat bilangan positifݓ

௥

ଵ
ଶೝ
∑ ூೝ(௞ݔ)߶ =  .ܯ

Untuk sebarang bilangan ߣ dengan |ߣ| ≤ ఌ
ெ

 dan |ߣ| < 1. Sifat konveks ߶ 
mengakibatkan 

sup
௥

1
2௥෍߶(ݔߣ௞)

ூೝ

ߣ≥ sup
௥

1
2௥෍߶(ݔ௞)

ூೝ

<  ߝ

Dengan demikian ݈݅݉ఒ→଴ sup
௥

ଵ
ଶೝ
∑ ூೝ(௞ݔߣ)߶ = 0. 

Sebaliknya, diambil sebarang barisan ݔ =  sehingga (௞ݔ)
݈݅݉ఒ→଴ sup

௥

ଵ
ଶೝ
∑ ூೝ(௞ݔߣ)߶ = 0. Diambil ߜ > 0 sehingga jika |ߣ| <  maka ߜ

sup
௥

ଵ
ଶೝ
∑ ூೝ(௞ݔߣ)߶ < 1. Diambil bilangan asli terkecil ݊଴ sehingga ଵ

ఒ
≤ 2௡బ. 

Kondisi-Δଶ mengakibatkan terdapat bilangan positif ܭ sehingga ቀ௖
ఒ
ቁ ≤ ߶(2௡బ) ≤

  ௡బ߶(ܿ) untuk setiap bilangan real ܿ. Oleh karena ituܭ

sup
௥

1
2௥෍߶(ݔ௞)

ூೝ

= sup
௥

1
2௥෍߶൬

௞ݔߣ
ߣ ൰

ூೝ

௡బ supܭ≥
௥

1
2௥෍߶(ݔߣ௞)

ூೝ

< ∞ 

yang berarti ݔ ∈  .థݓ
 
 Dengan menggunakan fungsi modular ߩ, selanjutnya dapat dipelajari sifat-
sifat kekonvergenan modular di ruang ݓథ. Sifat-sifat kekonvergenan tersebut 
dinyatakan dalam Teorema 6 dan Teorema 7. 
Teorema 6. Modular ߩ memenuhi kondisi-ߜଶ, yakni ߩ൫ݔ(௡)൯ → 0 berakibat 
൯(௡)ݔ൫2ߩ → 0 untuk ݊ → ∞. 
Bukti: Diketahui ߩ൫ݔ(௡)൯ → 0. Karena ߶ memenuhi kondisi-Δଶ maka ada ܭ > 0 
sehingga ߶(2ܿ) ≤  untuk setiap bilangan real ܿ. Akibatnya (ܿ)߶ܭ

൯(௡)ݔ൫2ߩ = sup
୰

1
2௥෍߶ቀ2ݔ௞

(௡)ቁ ≤ sup ܭ
୰

1
2௥෍߶ቀݔ௞

(௡)ቁ
ூೝ

= ൯(௡)ݔ൫ߩܭ → 0
ூೝ

. 

 
Teorema 7.  Setiap barisan Cauchy-ߩ merupakan barisan konvergen-ߩ. 
Bukti: Diketahui (ݔ(௡))  barisan Cauchy-ߩ  didalam ݓథ, yakni  

(௡)ݔ൫ߩ − ൯(௠)ݔ = sup
௥

1
2௥෍߶(ݔ௞

(௡) − ௞ݔ
(௠))

ூೝ

→ 0          jika  ݉,݊ → ∞. 

Karena untuk setiap ݎ 
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1
2௥෍߶(ݔ௞

(௡) − ௞ݔ
(௠))

ூೝ

≤ sup
௥

1
2௥෍߶(ݔ௞

(௡) − ௞ݔ
(௠))

ூೝ

 

 maka 

෍߶(ݔ௞
(௡) − ௞ݔ

(௠))
ூೝ

→ 0     jika  ݉,݊ → ∞. 

Akibatnya untuk setiap bilangan asli ݇ ∈  ௥  berlakuܫ
 

߶ቀݔ௞
(௡) − ௞ݔ

(௠)ቁ → 0,             jika ݊,݉ → ∞, 

yang berarti  ቀݔ௞
(௡)ቁ = ௞ݔ)

(ଵ),ݔ௞
(ଶ),⋯ ) merupakan barisan Cauchy di dalam ℝ. 

Dengan demikian (ݔ௞
(௡)) konvergen ke suatu bilangan real ݔ௞. Selanjutnya 

dibentuk barisan ݔ = ,ଵݔ) ⋯,ଶݔ ) dan diambil bilangan asli tetap ݉ ≥ ܰ. Berlaku  
1

2௥෍߶(ݔ௞
(௡) − (௞ݔ

ூೝ

≤
ܭ
2௥෍߶ቀݔ௞

(௡) − ௞ݔ
(௠)ቁ

ூೝ

+
ܭ
2௥෍߶ቀݔ௞

(௠) − ௞ቁݔ
ூೝ

→ 0 

Jika ݉,݊ → ∞. Akibatnya ߩ൫ݔ(௡) − ൯ݔ → 0, yakni barisan (ݔ௞
(௡)) konvergen-ߩ ke 

ݔ =  .(௞ݔ)
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa (ݔ௞) ∈ ௞ݔ థ. Barisanݓ

(௡) ∈  థ, sehinggaݓ
berlaku  

1
2௥෍߶(ݔ௞)

ூೝ

=
1

2௥෍߶ቀݔ௞ − ௞ݔ
(௡) + ௞ݔ

(௡)ቁ ≤
ூೝ

ܭ
2௥ାଵ෍߶ቀݔ௞ − ௞ݔ

(௡)ቁ
ூೝ

+
ܭ

2௥ାଵ෍߶ቀݔ௞
(௡)ቁ

ூೝ

≤ ∞. 

Karena ߩ merupakan modular konveks, maka di ruang ݓథ dapat didefinisikan 
norma Luxemburg ‖⋅‖ sebagai berikut: 

‖ݔ‖ = ݂݅݊ ቐݐ > 0: sup
௥

1
2௥෍߶ቀ

௞ݔ
ݐ ቁ ≤ 1

ூೝ

ቑ. 

 Dengan memperhatikan bahwa fungsi ߶ dan ߶ିଵ kontinu, dapat dibuktikan 
lemma berikut. 
Lemma 1. Jika ߩ൫ݔ(௡)൯ → 0 maka untuk setiap ߣ > 0 berlaku  ߩ൫ݔߣ(௡)൯ → 0. 
Bukti. Untuk 0 < ߣ ≤ 1, lemma dapat dibuktikan dengan menggunakan 
kekonveksan fungsi ߶. Untuk sebarang ߣ > 1 diambil bilangan asli ݊଴ sehingga 
ߣ ≤ 2௡బ. Selanjutnya  

൯(௡)ݔߣ൫ߩ ≤ ൯(௡)ݔ൫2௡బߩ  ≤ ൯(௡)ݔ൫ߩ௡బܭ → 0. 
 
Berdasarkan Teorema 7 dan Lemma 1, selanjutnya diperoleh sifat kelengkapan 
ruang ݓథ yang dinyatakan dalam teorema berikut. 
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Teorema 8. Ruang ݓథ merupakan ruang lengkap terhadap norma Luxemburg. 
Bukti. Diberikan barisan Cauchy (ݔ(௡)) di dalam ݓథ. Diambil sebarang bilangan 
߳ > 0. Terdapat bilangan asli ܰ sehingga 

ฮݔ(௡) − ฮ(௠)ݔ < ߳,        ݊,݉ ≥ ܰ. 
Akibatnya 

(௡)ݔ൫ߩ − ൯(௠)ݔ < ݉,݊        ,ߝ ≥ ܰ, 
yang berarti (ݔ(௡)) barisan Cauchy-ߩ. Berdasarkan Teorema 7, (ݔ(௡)) konvergen-
ݔ ke suatu barisan ߩ = (௞ݔ) ∈ థݓ . Oleh karena itu ada ܰ′ sehingga 

(௡)ݔ൫ߩ − ൯ݔ < ݊        ,ߝ ≥ ܰᇱ. 
Diambil sebarang bilangan real ߣ > 0. Berdasarkan Lemma 1, 

ߩ ቀߣ൫ݔ(௡) − ൯ቁݔ → 0. 
 
Oleh karena itu (ݔ(௡)) konvergen norma ke (ݔ௞). 
 
Teorema berikut merupakan hasil yang diperoleh dengan memanfaatkan sifat naik 
monoton fungsi Orlicz. 
Teorema 9 . Ruang ݓథ merupakan ideal di ݓ. 
Bukti. Diketahui barisan ݔ = (௞ݔ) ∈ ݕ dan ݓ = ൫ݔ௬൯ ∈ |௞ݔ| థ denganݓ ≤  ,|௞ݕ|
݇ = 1,2,⋯. Karena fungsi Orlicz ߶ bersifat naik monoton pada [0,∞) maka 
untuk setiap ݎ ∈ ℕ, 

1
2௥෍߶(ݔ௞)

ூೝ

≤
1

2௥෍߶(ݕ௞)
ூೝ

. 

Oleh karena itu ݌ݑݏ௥
ଵ
ଶೝ
∑ ூೝ(௞ݔ)߶ < ∞, yakni ݔ ∈  .థݓ

 
Teorema 1 (1) mengakibatkan bahwa setiap barisan di dalam ݓథ yang konvergen 
terhadap norma adalah konvergen terhadap modular. Akibat ini digunakan dalam 
pembuktian teorema berikut.  
Teorema 10.  Ruang ݓథ merupakan ruang-BK 

Bukti. Akan ditunjukkan bahwa pemetaan ௝ܲ:ݓథ → ℝ dengan ௝ܲ൫ݔ(௡)൯ = ௝ݔ
(௡) 

kontinu. 
Diambil (ݔ(௡)) barisan di dalam ݓథ sehingga ฮݔ(௡) − ฮݔ → 0 untuk suatu ݔ =
(௞ݔ) ∈ (௡)ݔ൫ߩ థ. Akibatnyaݓ − ൯ݔ → 0. Dengan demikian untuk setiap ݆ ∈ ℕ, 
ଵ
௝

(߶ቀݔ௝
(௡) − ௝ቁݔ → 0. Karena ߶ିଵ kontinu, maka ቚݔ௝

(௡) −  .௝ቚݔ

Dengan demikian dengan 
ห ௝ܲ൫ݔ(௡) − ൯หݔ = ቚݔ௝

(௡) − ௝ቚݔ → 0, 
yakni ௝ܲ kontinu. 
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Ruang barisan ݓథ bukan ruang-AK seperti ditunjukkan melalui contoh berikut. 
 
Contoh 2. Diberikanfungsi Orlicz ߶. Diambil sebarang barisan ݔ = (௞ݔ) ∈  థݓ

dengan ݔ௞ = ߶ିଵ(1),݇ = 1,2,⋯. Barisan (ݔ௞ − ௞ݔ
[௠]) adalah barisan dengan 

suku-suku  

௞ݔ − ௞ݔ
[௠] = ൜ 0, ݆݅݇ܽ ݇ ≤ ݉

,௞ݔ ݆݅݇ܽ ݇ > ݉ 

Untuk sebarang bilangan asli ݉ terdapat bilangan ݎ sehingga ݉ < 2௥. Akibatnya 
1

2௥෍߶(ݕ௞)
ூೝ

=
1

2௥෍߶(ݔ௞) = 1
ூೝ

 

Oleh karena itu 

sup
௥

1
2௥෍߶൭

௞ݔ − ௞ݔ
[௠]

ݐ
൱

ூೝ

≥ 1. 

Karena ߶ naik monoton, maka untuk setiap bilangan ݐ dengan 0 < ݐ < 1, 

sup
௥

1
2௥෍߶൭

௞ݔ − ௞ݔ
[௠]

ݐ
൱

ூೝ

≥ 1. 

Dengan demikian  

ฮݔ − ฮ[௠]ݔ = infቐݐ > 0: sup
௥

1
2௥෍߶൭

௞ݔ − ௞ݔ
[௠]

ݐ
൱

ூೝ

≤ 1 ቑ > 1 

yang berarti barisan (ݔ[௠]) tidak konvergen ke ݔ. 
 
5. PENUTUP 

Dengan menggunakan modular blok dapat dikonstruksi ruang  barisan 
terjumlah Cesaro-߶. Ruang barisan ini merupakan ruang lengkap modular dan 
lengkap norma. Selanjutnya berdasarkan hasil penelitian ini, terbuka 
kemungkinan untuk diteliti topik-topik yang terkait dengan keterjumlahan seperti 
dual Kothe-Toeplitz dan matriks transformasi di ruang tersebut.  
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