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ABSTRAK

Analisis regresi adalah salah satu metode untuk menentukan dan menguji hubungan kausalitas
(sebab-akibat) antara variabel tak bebas (YY) dengan variabel-variabel bebas (X). Pada umumnya
analisis regresi digunakan untuk menganalisis data variabel tak bebas berupa data kontinu dan
berdistribusi normal. Namun dalam beberapa penerapannya, data variabel tak bebas yang akan
dianalisis berupa data diskrit dan tidak berdistribusi normal. Salah satu model regresi yang dapat
digunakan untuk menganalisis hubungan antara variabel tak bebas (Y) yang berupa data diskrit
adalah model regresi Poisson yang variabel tak bebasnya berdistribusi Poisson. Regresi Poisson
mempunyai asumsi equidispersi yaitu kondisi dimana nilai mean dan variansi dari variabel tak
bebas bernilai sama, namun terkadang terjadi pelanggaran asumsi, dimana nilai variansinya lebih
besar dari nilai mean yang disebut overdispersi, sehingga untuk mengatasi hal tersebut dapat
digunakan salah satu perluasan dari model regresi Poisson yaitu model regresi Poisson
tergeneralisasi, hal ini dikarenakan asumsinya tidak mengharuskan nilai mean yang sama dengan
nilai variansi. Tujuan dari penelitian ini adalah bagaimana pengestimasian model regresi Poisson
dan model regresi Poisson tergeneralisasi | dan menjelaskan bagaimana model regresi Poisson
tergeneralisasi | dalam mengatasi overdispersi pada regresi Poisson.

Kata kunci: Regresi Poisson, Regresi Poisson Tergeneralisasi I, Maksimum likelihood, Newton
Raphson, Overdispersi.

1. PENDAHULUAN

Analisis regresi dalam statistika adalah salah satu metode yang digunakan
untuk menentukan dan menguji hubungan kausalitas (sebab-akibat) antara
variabel tak bebas (Y) dengan variabel-variabel bebas (X). Pada umumnya analisis
regresi digunakan untuk menganalisis data variabel tak bebas yang berupa data
kontinu. Namun dalam beberapa penerapannya, suatu model regresi tidak hanya
memiliki data variabel tak bebas berupa data kontinu, tetapi juga berupa data
diskrit.

Selain itu, pada model regresi linier klasik mengasumsikan variabel tak
bebasnya berdistribusi normal. Tetapi, dalam kenyataannya variabel tak bebas
tidak selalu berdistribusi normal. Untuk mengatasi hal ini, dikembangkanlah suatu
model linear yang merupakan perluasan dari model linier klasik yaitu Generalized
Linier Model (GLM). Salah satu model regresi yang termasuk dalam GLM adalah
model regresi Poisson.

Regresi Poisson adalah analisis regresi yang digunakan untuk menganalisa
data yang bersifat diskrit tak negatif dengan variabel tak bebas yang berdistribusi
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Poisson. Model regresi ini mempunyai asumsi equidispersi yaitu nilai mean dan
variansi dari variabel tak bebas bernilai sama, namun terkadang terjadi
pelanggaran asumsi, dimana nilai variansinya lebih besar dari nilai mean yang
disebut overdispersi atau variansi lebih kecil dari nilai mean yang disebut
underdispersi. Jika terjadi kasus overdispersi atau underdispersi, maka dapat
digunakan model perluasan dari regresi Poisson vyaitu regresi Poisson
tergeneralisasi. Model tersebut dapat mengatasi masalah overdispersi atau
underdispersi karena tidak mengharuskan nilai mean yang sama dengan nilai
variansi seperti pada model regresi Poisson.

Tujuan dari penelitian ini adalah mengestimasi parameter yang terdapat pada
model regresi Poisson dengan menggunakan metode Maksimum Likelihood
Estmation (MLE) dan mengestimasi parameter model regresi Poisson
tergeneralisasi |1 dengan menggunakan metode Maksimum Likelihood Estmation
(MLE).

2. METODE PENELITIAN

Metode yang digunakan dalam penelitian kali ini bersifat studi literatur, yaitu
peneliti mengumpulkan bahan atau materi yang berkaitan dengan topik penelitian,
baik yang bersumber dari buku maupun jurnal yang menunjang dan relevan
dengan tinjauan yang dilakukan, kemudian memahami dan mempelajari konsep
bahan atau materi tersebut dan mengaplikasikannya untuk melakukan penelitian.

3. HASIL DAN PEMBAHASAN
3.1 Pengestimasian Parameter Model Regresi Poisson

Pengestimasian parameter regresi Poisson dilakukan dengan menggunakan
metode Maximum Likelihood Estimation (MLE). Estimasi maksimum likelihood
untuk parameter f, dinyatakan dengan S, yang merupakan penyelesaian dari

turunan pertama dari fungsi likelihoodnya.
Langkah-langkah pengestimasian parameter model regresi Poisson sebagai
berikut:

1. Mengambil n sampel random  {(y;; Xy, Xipseees X Ji =1,2,...,n}  yang
diasumsikan saling bebas.

2. Membuat fungsi likelihoodnya. Berdasarkan persamaan fungsi kepadatan
peluang regresi Poisson, yaitu:

(Si exp(ﬁo + iﬂl X j} | eXp(— S; exp[ﬁo + Zk:ﬁj X; ]J
HiiBo. B )= - w E

maka fungsi likelihoodnya adalah sebagai berikut:

L(ﬂ)=1j £ (Yy: Bor o o)

{si exp(ﬂo £ B H | exp{— ; exp(ﬂo v B, H
_ H = =L

i=1 y||

(3.1)
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3. Membentuk fungsi logaritma natural likelihood untuk menyederhanakan
perhitungan dalam mendapatkan estimasi maksimum likelihood dari
parameter 3., 3, ..., B, , Sebagai berikut:

((p)=1nL(p)
_ Z{y Ins, + yi(ﬂo éﬁjxu]—si exp(ﬁo +J_Zk=;,ﬂ,-xi,-j— In(y, !)} (32)

4. Membentuk persamaan likelihood untuk mencari estimasi maksimum
likelihood dengan diturunkan secara parsial terhadap parameter g, S, ..., B

pada fungsi In likelihood dan disamakan dengan nol, didapatkan persamaan-
persamaan sebagai berikut:

ag(ﬁ)_i{yl _Si exp(ﬂAo +iﬂjxij J}:O (33)

B, 4

%gﬁ) _ n {Xﬂ[y' —s, exp(ﬁo + leil + Zk:ﬂj X;; D} =0 (3.4)

olp) _< Wy :
=X Y s exp| By + D BiX; | [p=0.untuk j=2,3,...k  (35)
aﬂj i=1 j=1
karena bentuk dari persamaan (3.3), (3.4) dan (3.5) belum dapat diselesaikan
secara trivial sehingga untuk mencari estimasi dari 5,, f,, ..., f, digunakan suatu
prosedur iterasi numerik yaitu dengan menggunakan metode iterasi Newton
Raphson Iteratively Reweighted Least Square (IRLS). Prosedur iterasi Newton
Raphson adalah sebagai berikut:
By
1) Memilih taksiran awal dari B, yaitu ﬁ(o) = ﬁjl , penentuan nilai awal ini
B,
diperoleh dengan metode Ordinary Least Square (OLS), vyaitu
A -1
B =(X"X)"XTY
2) Membentuk fungsi likelihood dari f,, A,, ..., B, Yaitu ¢(B) yang berdasarkan
pada persaman (3.2)
ot(B)
0B,
oL(B)

3) Membentuk vektor gradien g(ﬁ(m))z 0B,

ou(p)

L 9P |
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dimana g(ﬁ(m)) = vektor berukuran (k+1)x1 yang elemen-elemennya
merupakan turunan pertama yang diturunkan secara parsial dari Z(ﬁ) yang

~

dihitung pada B, = B

m+1) *

4) Membentuk matriks Hessian H yaitu:

o%u(B)  o*U(p)
8,302 0p10p,
A o%uB) o*(p)
H (B (m) )(k+1)><(k+l) = | 0B,0h, 5,312
o%0(B)  a%u(p)
0By0Pc  0p.0P

dimana H(ﬁ(m)) = matriks berukuran (k+1)x(k+1) yang elemen-elemennya

merupakan turunan kedua yang diturunkan secara parsial dari E(B).

5) Menentukan taksiran dari § dengan menggunakan iterasi ke- m+1 (m=1, 2,..)

yaitu [Ai(mﬂ) dan persamaan iterasi sebagai berikut:

Bin-y = B - [H(ﬁm))rg(ﬁ(m))

dengan:

(3.6)

By = Vvektor taksiran parameter dari B pada iterasi ke-m+1
Bim = vektor taksiran parameter dari p pada iterasi ke-m

atau menurut persamaan (3.6) dapat dituliskan sebagai berikut:
o%u(p)  o*(p) o*UB) | Tou(p)]
aﬁoz 0p10B, 9By op, op,
o*u(p)  o*up) o*U(p) | |oUp)

Tl | 7| 9BOB 0B’ 0p«op, op,

*up) a*(p)  a(p)| |oUp)
| 9ps0B OBOB, op” | L%
6) Proses iterasi akan berhenti jika B .., ~ B, dimana

~ ~

Bm) = Bman| < & (misal
B |
B

By

£=10"), sehingga ﬁ(mﬂ)dikatakan sebagai estimasi dari p =

3.2 Pengestimasian Parameter Model Regresi Poisson Tergeneralisasi |

Langkah-langkah pengestimasian parameter
tergeneralisasi | sebagai berikut:

model regresi Poisson

50



Zakiah, Nur Salam, Dewi Anggraini- Regresi Poisson Tergeneralisasi | Dalam Mengatasi
Overdispersi pada Regresi Poisson

1. Mengambil n sampel random  {(y,; Xy, Xip0eees X Ji =1,2,...,n}  yang
diasumsikan saling bebas.

2. Membuat fungsi likelihoodnya. Berdasarkan persamaan fungsi kepadatan
peluang regresi Poisson tergeneralisasi I, maka fungsi likelihoodnya adalah
sebagai berikut:

L(B)=]_i[ £(Y,: Bor B o)

Yi

Si exp(ﬂo"'zk:ﬁjxij] 1 Si exp(ﬂo"‘zklﬁjxijJ(l"‘O‘Yi)

0+ay,)

I

exp| —
_ k N k
= 1+asiexp[ﬂ0+2ﬁjxij) 4 1+asiexp{ﬁo+2ﬂjxi1)
=1 j=1
(3.7)
3. Membentuk fungsi logaritma natural likelihood untuk menyederhanakan
perhitungan ~ mendapatkan  taksiran ~ maksimum  likelihood  dari
parameter 5., S, ..., By, o, Sebagai berikut:

((B)=InL(p)

n
i=1 j=1

zz{yi Ins, + y{ﬂo +jzk;ﬂjqu— Y, In(1+asi exp(ﬂo +Zk:ﬁjxij J]+(yi ~1)In(L+ay,)

k
Si eXp(ﬂo"‘ZﬂinjJ(l"'Wi)
- — ~In(y,) (3.8)
1+o5 exp(ﬂo +Zﬁjxijj
j=1
4. Membentuk persamaan likelihood untuk mencari estimasi maksimum

likelihood dengan diturunkan secara parsial terhadap parameter
Bos Piv B pada fungsi In likelihood dan disamakan dengan nol,

didapatkan persamaan-persamaan sebagai berikut:
R k

Yi =S eXp[ﬂo +ZﬂjxijJ
j=1

[1+asi exp[ﬁo +Zk:,b’jxij B

=0 (3.9)
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1)

2)

3)

Xil(yi =5 EXp(ﬂo +ﬁA)lxu + Zk:ﬂ, X D

(1+0‘3i eXp(ﬂo +leil +Zk:ﬂjxij}j

xij(yi -5 eXp[/éo +Zk::éjxij J]

(1+ as; exp[ﬁ’o +Zk:,3j X B

YiSi eXp[ﬂo "‘Zk:ﬂjxijj

(3.10)

—0,untuk j =12,3,.... k (3.11)

yi(yi -1)

Bl K
1+ as; exp[ﬂO +ZﬂjxijJ
=1

1+ay,

Si EXp(ﬂo +Zk::3jxij ](Yi -5 eXp[ﬂo +Zk:ﬂjxij J]

Memilih estimasi awal dari

[1+ as, exp[ﬂ0 +Zk:ﬁjx“}

Prosedur iterasi Newton Raphson adalah sebagai berikut:

B, vyaitu

N

Bo) =

2

N

Po

A

ﬂl
b,

a

=0 (3.12)

untuk parameter

Bos Py Py didapat dari estimasi model regresi F;oiséon sedangkan untuk

parameter « dimisalkan bernilai nol.
Membentuk fungsi likelihood dari f3,, A,, ..., B, yaitu /(B) yang berdasarkan

pada persaman (3.8)

Membentuk vektor gradien g(ﬁ(m))z

(p)]
0B,
o/(B)

op,
o0(B)

OB
ol(p)

oa
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4)

5)

Overdispersi pada Regresi Poisson

dimana g(ﬁ(m)) = vektor berukuran (k+2)x1 yang elemen-elemennya
merupakan turunan pertama yang diturunkan secara parsial dari é(ﬁ) yang

dihitung pada ﬁ(m) =B 1)
Membentuk matriks Hessian H yaitu:

ot(p) aup) . uUp) (B
5ﬂ02 0,0, op.0p, Oadp,
o(p) () a*(p) o*(p)
(A ) 0B,0B. 0B’ opop,  oadp;
HBm ke2)x(k+2) E : : :
(M) J(k+2)x(k+2) 82f(ﬂ) azﬂ(ﬂ) 525(,3) 82€(ﬁ)
0py0p  0pP0P 0B 0aop,
o*up) otup) . op) op)
| 0B 0a  Op0a opoa oo’

dimana H(ﬁ(m)) = matriks berukuran (k+2)x(k+2) yang elemen-elemennya

merupakan turunan kedua yang diturunkan secara parsial dari E(B).
Menentukan taksiran dari p dengan menggunakan iterasi ke- m+1 (m=1, 2,..)

yaitu ﬁ(m+1) dan persamaan iterasi sebagai berikut:

~ ~ ~ 1 [~

Bmis) =Bm) ~ [H(|3<m))} 9(13<m>) (3.13)
dengan:
B = Vektor taksiran parameter darip pada iterasi ke-m+1

~

Bm) = vektor taksiran parameter dari p pada iterasi ke-m

atau menurut persamaan (3.13) dapat dituliskan sebagai berikut:

6)

o) otup) | *p) *UB)| Tau(p)]
- - 0B,°  0B.0B, P 0p, 0adp, op,
% Fol | adp) o*B) . ') aup)| |au(p)
P P BB 0P, BB, oadp, | | O
il el e eap) [ oadp) olp)| |odB)
P P 0Bs0B.  OP.OP; o’  0adp, | | 9P
S A etp) ) o atup) k()| |oUp)
| 0f,0a  Opda oBoa  oa® | L da |
Proses iterasi akan berhenti jika ﬁ(ml) ~ ﬁ(m) dimana ﬁ(m) —ﬁ(mﬂ) < & (misal
a
) A
&£=10"), sehingga B .1 dikatakan sebagai estimasi dari g =| :
By
_a -
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4. KESIMPULAN

Kesimpulan yang dapat diambil dari penelitian ini yaitu:

1. Estimasi parameter dari model regresi Poisson diperoleh dengan menggunakan
metode maksimum likelihood yang melalui pendekatan metode iterasi Newton
Raphson dengan menggunakan estimasi awalnya dari metode Ordinary Least
Square (OLS).

2. Estimasi parameter dari model regresi Poisson tergeneralisasi | dilakukan
dengan menggunakan metode maksimum likelihood, Karena bentuk dari
persamaan-persamaannya belum dapat diselesaikan secara trivial sehingga
digunakan pendekatan metode iterasi Newton Raphson yang menggunakan
estimasi awalnya dari £, f,, ..., f, didapat dari estimasi model regresi Poisson

dan untuk parameter « dimisalkan bernilai nol.
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