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ABSTRACT 

 

Transportation problems are related to the efficient process of distributing goods by a company or 

industry. The purpose of solving transportation problems is to minimize the costs incurred in the 

process of distributing goods from several sources (supply) to several destinations (demand). One 

way to solve transportation problems is to find an initial feasible solution, continued by finding the 

optimal solution. This research was done by finding an initial feasible solution using the JHM 

(Juman & Hoque Method) for both the case of solving balanced transportation problems and 

unbalanced transportation problems. The method has the characteristic in the initial allocation 

process starting at the cell with the smallest cost in each column as much as the quantity of each 

demand. In addition, identification of whether the row if occupied or not was done based on the 

allocation for each row to the quantity of each inventory. This research aimed to explain about 

solving transportation problems by determining the initial feasible solution using JHM and 

performing optimality test using potential method. The methods of this research was to identify 

categories of transportation problems, determine the initial solution using JHM, and test the 

optimality using potential method. Based on the results of this research, JHM model may be used to 

solve transportation problems. In the steps of JHM there are explanations of some theorem regarding 

the selection of the column and row which will be the first to be processed to determine the value of 

intial solution of transportation problems. The initial solution by using JHM tends to approach the 

value of optimal solution after test of optimality was done by using the potential method. 

Keywords: Transportation Problems, Juman & Hoque Method, Potential Method. 

 

ABSTRAK 

Masalah transportasi berkaitan dengan proses efisiensi kegiatan pendistribusian barang oleh suatu 

perusahaan atau industri. Penyelesaian masalah transportasi bertujuan agar biaya yang dikeluarkan 

dalam proses pendistribusian barang dari beberapa sumber (persediaan) ke beberapa tujuan 

(permintaan) minimal. Salah satu cara untuk menyelesaikan masalah transportasi yaitu dengan 

mencari solusi fisibel awal kemudian dilanjutkan dengan mencari solusi optimal. Dalam penelitian 

ini dilakukan dengan mencari solusi fisibel awal menggunakan JHM (Juman & Hoque Method) 

untuk kasus penyelesaian masalah transportasi seimbang maupun tidak seimbang. Metode ini 

memiliki ciri khas dalam proses pengalokasian awal yang dimulai pada sel dengan biaya terkecil 

dalam masing-masing kolom sebanyak kuantitas masing-masing permintaan. Selain itu, dilakukan 

identifikasi baris terpenuhi atau tidak terpenuhi berdasarkan jumlah alokasi pada masing-masing 

baris terhadap kuantitas masing-masing persediaan. Penelitian ini bertujuan untuk menjelaskan 

penyelesaian masalah transportasi dengan penentuan solusi awal menggunakan JHM dan melakukan 

pengujian optimalitas menggunakan metode potensial. Metode dalam penelitian ini yaitu 

mengidentifikasi kategori masalah transportasi, menentukan solusi awal menggunakan JHM, serta 

menguji optimalitas menggunakan metode potensial. Berdasarkan hasil penelitian ini, model JHM 

dapat digunakan untuk menyelesaikan masalah transportasi, di dalam langkah-langkah JHM 

terdapat penjelasan beberapa teorema tentang pemilihan kolom dan baris yang pertama diproses 
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untuk menentukan nilai solusi awal dari masalah transportasi. Nilai solusi awal dengan JHM 

cenderung mendekati nilai dari solusi optimal setelah dilakukan uji optimalitas menggunakan 

metode potensial. 

Kata Kunci: Masalah Transportasi, Juman & Hoque Method, Metode Potensial. 

 

1. LATAR BELAKANG 

Transportasi bagi perusahaan atau industri sangat penting, karena biaya yang 

dikeluarkan untuk transportasi sangat berpengaruh terhadap biaya operasional suatu 

industri. Dengan masalah transportasi dapat diperoleh perencanaan yang tepat 

dalam mengambil keputusan mengenai pendistribusian barang agar biaya yang 

dikeluarkan minimal. Penyelesaian masalah transportasi diperlukan untuk 

meminimumkan biaya pendistribusian barang dari beberapa sumber ke beberapa 

tujuan. Cara untuk menyelesaikan masalah transportasi yaitu mencari solusi fisibel 

awal kemudian dilanjutkan dengan mencari solusi optimal.  

Perusahaan atau industri memerlukan rencana pendistribusian yang tepat untuk 

mendapatkan solusi fisibel awal (Initial Feasible Solution) dari masalah 

transportasi. Beberapa metode heuristik tersedia untuk mendapatkan solusi fisibel 

awal seperti  NWCM (North West Corner Method), LCM (Least Cost Method) dan 

VAM (Vogel's Approximation Method) [7]. Z. A. M. S. Juman dan M. A. Hoque 

menyajikan teknik solusi heuristik efisien untuk mendapatkan solusi fisibel awal 

pada masalah transportasi yang dilambangkan dengan JHM (Juman & Hoque 

Method). JHM dapat menentukan solusi fisibel awal untuk masalah transportasi 

seimbang maupun tidak seimbang [5, 6]. 

2. TINJAUAN PUSTAKA 

2.1 Masalah Transportasi 

Masalah transportasi adalah program linier yang berkaitan dengan sistem 

pendistribusian barang dari sejumlah sumber ke sejumlah tujuan dan dapat 

diselesaikan dengan model transportasi [7]. 

Menurut [7] masalah transportasi yang dipertimbangkan di sini dapat 

dirumuskan dengan: 

𝑀𝑖𝑛𝑖𝑚𝑢𝑚 𝑍 =  ∑ ∑ 𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

 (2.1) 

dengan fungsi kendala: 

∑ 𝑥𝑖𝑗 ≤ 𝑆𝑖

𝑛

𝑗=1

 ; 𝑖 = 1,2, … , 𝑚 

(2.2) 

∑ 𝑥𝑖𝑗 ≥ 𝐷𝑗

𝑚

𝑖=1

 ; 𝑗 = 1,2, … , 𝑛 

dengan 𝑥𝑖𝑗 ≥ 0 untuk setiap 𝑖 dan 𝑗. 
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Berdasarkan Persamaan (2.1) dan (2.2), model masalah transportasi dapat 

diilustrasikan menggunakan Tabel 2.1 sebagai berikut:[2] 

Tabel 2.1 Tabel Model Masalah Transportasi 

    Ke 

Dari 
Tujuan 

Supply 
1 2 … 𝑗 … 𝑛 

S
u
m

b
er

 

1 
 𝑐11  𝑐12 

… 
 𝑐1𝑗 

… 
 𝑐1𝑛 

𝑆1 
𝑥11 𝑥12 𝑥1𝑗 𝑥1𝑛 

2 
 𝑐21  𝑐22 

… 
 𝑐2𝑗 

… 
 𝑐2𝑛 

𝑆2 
𝑥21 𝑥22 𝑥2𝑗 𝑥2𝑛 

⋮ … ⋮ 

𝑖 
 𝑐𝑖1  𝑐𝑖2 

… 
 𝑐𝑖𝑗 

… 
 𝑐𝑖𝑛 

𝑆𝑖 
𝑥𝑖1 𝑥𝑖2 𝑥𝑖𝑗 𝑥𝑖𝑛 

⋮ … ⋮ 

𝑚 
 𝑐𝑚1  𝑐𝑚2 

… 
 𝑐𝑚𝑗 

… 
 𝑐𝑚𝑛 

𝑆𝑚 
𝑥𝑚1 𝑥𝑚2 𝑥𝑚𝑗 𝑥𝑚𝑛 

Demand 𝐷1 𝐷2 … 𝐷𝑗  … 𝐷𝑛  

Keterangan: 

𝑐𝑖𝑗 = biaya transportasi per unit barang dari sumber 𝑖 ke tujuan 𝑗 

𝑥𝑖𝑗 = jumlah barang yang dikirim dari sumber 𝑖 ke tujuan 𝑗 

𝑆𝑖 = jumlah barang yang tersedia atau kapasitas dari sumber 𝑖 

𝐷𝑗  = jumlah barang yang diminta atau dipesan oleh tujuan 𝑗 

𝑚 = banyaknya daerah sumber 

𝑛 = banyaknya daerah tujuan. 

Masalah transportasi disebut seimbang jika total persediaan dari semua sumber 

sama dengan total permintaan dari semua tujuan, dan disebut tidak seimbang jika 

total persediaan dari semua sumber berbeda dengan total permintaan dari semua 

tujuan [8]. 

Masalah transportasi seimbang dapat dinyatakan sebagai berikut [11] 

∑ 𝑆𝑖

𝑚

𝑖=1

= ∑ 𝐷𝑗

𝑛

𝑗=1

 (2.3) 

dan masalah transportasi tidak seimbang dinyatakan sebagai berikut  

∑ 𝑆𝑖

𝑚

𝑖=1

≠ ∑ 𝐷𝑗

𝑛

𝑗=1

 (2.4) 

2.2 Solusi Fisibel Awal dengan Juman & Hoque Method (JHM) 

Menentukan solusi fisibel awal adalah awal dalam penyelesaian masalah 

transportasi. Jika kondisi tabel masalah transportasi terdiri dari 𝑚 sumber (baris) 
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dan 𝑛 tujuan (kolom), maka untuk menentukan nilai solusi fisibel awal harus 

dengan pengalokasian sebanyak 𝑚 + 𝑛 − 1 variabel basis secara maksimal agar 

memenuhi seluruh permintaan dan persediaan [9]. Untuk memperoleh solusi fisibel 

awal, secara umum ada beberapa prosedur yaitu: 

1. Setiap kolom dan baris dalam tabel transportasi, dapat dijadikan variabel basis. 

2. Pemilihan variabel basis berdasarkan beberapa kriteria pada metode yang 

digunakan. 

3. Pengalokasian dibuat semaksimum mungkin agar memenuhi nilai persediaan 

dan nilai permintaan. 

4. Pada pengalokasian berikutnya, kolom atau baris yang telah memenuhi 

permintaan dihilangkan. 

5. Jika kolom atau baris hanya tersisa satu, maka pengalokasian diberikan pada 

kolom atau baris tersebut, sehingga prosedur selesai [3]. 

Metode untuk menentukan solusi fisibel awal, salah satunya dengan Juman & 

Hoque Method (JHM). Langkah-langkah umum dalam penentuan solusi fisibel 

awal masalah transportasi menggunakan JHM sebagai berikut: 

a) Mengidentifikasi sel biaya terendah setiap kolom dan mengalokasikan setiap 

permintaan ke sel yang teridentifikasi. 

b) Memeriksa jumlah alokasi pada setiap baris untuk mengidentifikasi baris 

terpenuhi atau tidak. 

c) Mengidentifikasi kolom yang memiliki selisih terkecil dengan menghitung 

selisih antara biaya terkecil dengan biaya terkecil kedua pada masing-masing 

kolom. 

d) Melakukan transfer maksimum kuantitas persediaan berlebih dari sel unit biaya 

terkecil ke sel unit biaya terkecil berikutnya dalam kolom, berdasarkan baris 

yang teridentifikasi hingga tidak ada lagi kelebihan persediaan dalam baris 

tersebut. 

e) Menghapus baris yang telah terpenuhi, dan ulangi dari langkah 2 hingga setiap 

baris telah terpenuhi. 

f) Menghitung total biaya transportasi dalam tabel akhir. 

 

2.3 Solusi Optimal 

Solusi optimal diperoleh setelah dilakukan uji optimalitas pada solusi fisibel 

awal. Solusi optimal adalah solusi fisibel yang memiliki nilai paling 

menguntungkan dari fungsi tujuan [4]. Dalam penelitian ini uji optimalitas dari 

JHM digunakan dengan menggunakan metode potensial yang merupakan suatu 

pengembangan dari metode Stepping Stone yang didasarkan rumusan dual [10]. 

Dalam metode potensial dicari setiap nilai 𝑢𝑖 pada masing-masing baris serta setiap 

nilai 𝑣𝑗  pada masing-masing kolom, dengan rumus berikut: 

𝑢𝑖 + 𝑣𝑗 = 𝐶𝑖𝑗 (2.5) 
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Untuk mendapatkan matriks evaluasi yang disimbolkan dengan 𝐷𝑖𝑗 diperlukan 

matriks biaya awal yang disimbolkan dengan 𝐶𝑖𝑗 serta matriks yang disimbolkan 

dengan 𝑍𝑖𝑗 yaitu matriks perubahan biaya.  

Adapun prosedur dari metode potensial yaitu [12]:  

1. Menentukan setiap nilai 𝑢𝑖  pada masing-masing baris dan setiap nilai 𝑣𝑗  pada 

masing-masing kolom menggunakan Persamaan (2.5) untuk setiap variabel 

basis dengan dimisalkan nilai dari salah satu 𝑢𝑖 = 0.  

2. Membentuk matriks perubahan biaya 𝑍𝑖𝑗. 

3. Menghitung matriks evaluasi 𝐷𝑖𝑗 untuk setiap variabel non basis, menggunakan 

persamaan berikut: 

𝐷𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑗 − 𝑍𝑖𝑗  (2.6) 

4. Jika dari perhitungan diperoleh nilai 𝐷𝑖𝑗 negatif, maka nilai dari solusi tersebut 

belum solusi optimal. Kemudian pilih 𝑥𝑖𝑗 yang merupakan 𝐷𝑖𝑗 dengan negatif 

terbesar untuk entering variabel.  

5. Sejumlah nilai dialokasikan pada entering variabel 𝑥𝑖𝑗 sesuai lintasan, 

kemudian ulangi langkah (1) sampai (5) hingga seluruh nilai pada matriks 𝐷𝑖𝑗 

yang dihasilkan positif. 

 

3. METODE PENELITIAN 

 Langkah-langkah dalam penelitian ini adalah: 

1. Mengidentifikasi dan membentuk model transportasi. 

2. Mengidentifikasi masalah transportasi seimbang atau tidak seimbang 

3. Menjelaskan teorema-teorema penyelesaian masalah transportasi dari JHM 

4. Menjelaskan iterasi penentuan solusi awal masalah transportasi menggunakan 

JHM. 

5. Melakukan uji optimalitas untuk menentukan nilai solusi optimal menggunakan 

Metode Potensial. 

 

4. HASIL DAN PEMBAHASAN 

4.1 Pembentukan Model Masalah Transportasi 

Model masalah transportasi merupakan model yang berkaitan dengan rencana 

pengiriman suatu barang dari beberapa sumber ke beberapa tujuan dengan biaya 

terendah. Dalam arti yang sederhana, tujuan dari model transportasi adalah 

penentuan rencana transportasi suatu barang dari sumber ke tujuan sehingga total 

biaya transportasi menjadi minimum[1].  

Model tersebut diformulasikan dalam sebuah Model Matematika yaitu: 

Meminimumkan 

𝑍       =  ∑ ∑ 𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

 (4.1)   
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dengan fungsi kendala: 

𝑥11 + 𝑥12 + ⋯ + 𝑥1𝑗 = 𝑆1 (4.2) 

𝑥21 + 𝑥22 + ⋯ + 𝑥2𝑗 = 𝑆2 (4.3) 

 ⋮  

𝑥𝑖1 + 𝑥𝑖2 + ⋯ + 𝑥𝑖𝑗 = 𝑆𝑖  (4.4) 

𝑥11 + 𝑥21 + ⋯ + 𝑥𝑖1 = 𝐷1 (4.5) 

𝑥12 + 𝑥22 + ⋯ + 𝑥𝑖2 = 𝐷2 (4.6) 

 ⋮  

𝑥1𝑗 + 𝑥2𝑗 + ⋯ + 𝑥𝑖𝑗 = 𝐷𝑗 (4.7) 

dengan 𝑥𝑖𝑗, 𝑐𝑖𝑗 ≥ 0 untuk setiap 𝑖 dan 𝑗. 

4.2 Langkah-langkah Penyelesaian Masalah Transportasi 

4.2.1 Teorema Penyelesaian Masalah Transportasi Menggunakan JHM 

Berikut teorema-teorema untuk pemilihan kolom dan baris yang pertama 

diproses dalam penyelesaian masalah transportasi dengan JHM. 

Tabel 4.1 Tabel Matriks Transportasi 𝑚 × 𝑛 dengan Dua Alokasi 

          Ke 

Dari 

Tujuan Supply 
1 𝑎 … 𝑏 … 𝑛 

S
u
m

b
er

 

1 
    

 
  

 
  𝑆1 

    

𝑘 
   𝑐1 

 
 𝑑1 

 
  𝑆𝑘 

 𝑥 𝑦  

𝑙 
   𝑐2 

 
  

 
  𝑆𝑙 

    

𝑔 
    

 
 𝑑2 

 
  𝑆𝑔 

    
⋮  ⋮ 

𝑚 
    

 
  

 
  𝑆𝑚 

    

Demand 𝐷1 𝐷𝑎 = 𝑥 … 𝐷𝑏 = 𝑦 … 𝐷𝑛  

Dalam Tabel 4.1, 𝑆𝑘 adalah jumlah persediaan pada baris sumber ke-𝑘, 𝑥 dan 𝑦 

adalah masing-masing jumlah permintaan pada kolom tujuan 𝑎 dan 𝑏, 𝑐1 dan 𝑐2 

merupakan biaya paling rendah kesatu dan kedua pada kolom tujuan 𝑎, serta 𝑑1 dan 

𝑑2 merupakan biaya paling rendah kesatu dan kedua pada kolom tujuan 𝑏. 

Teorema 4.1  

Misalkan 𝑆𝑘 adalah jumlah persedian pada baris sumber ke-𝑘. Andaikan 𝑐1 dan 𝑑1 

adalah biaya terkecil pada kolom ke-𝑎 dan kolom ke-𝑏 dengan alokasi masing-

masing 𝑥 dan 𝑦 bersumber pada baris sumber ke-𝑘 serta 𝑥 + 𝑦 > 𝑆𝑘. Misalkan 
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pula 𝑐2 dan 𝑑2 adalah biaya terkecil kedua pada kolom ke-𝑎 dan kolom ke-𝑏. Jika 

(𝑐2 − 𝑐1) < (𝑑2 − 𝑑1), maka dengan mentransfer kuantitas persediaan berlebih 

(𝑥 + 𝑦 − 𝑆𝑘) dari sel biaya terkecil ke sel biaya terkecil kedua di kolom ke-𝑎 dapat 

meminimalkan kenaikan ke biaya total. 

Bukti: 

(i) Perhitungan selisih total biaya sesuai selisih biaya terkecil (𝑐2 − 𝑐1) 

Kasus I: 𝒙 ≥ 𝒙 + 𝒚 − 𝑺𝒌. 

Selisih total biaya sesuai selisih biaya terkecil (𝑐2 − 𝑐1) adalah 𝑇(𝑐2−𝑐1) −

𝑇𝑥𝑦 = (𝑐2 − 𝑐1)(𝑥 + 𝑦 − 𝑆𝑘) > 0, di mana 𝑇𝑥𝑦 = 𝑐1𝑥 + 𝑑1𝑦 dan 𝑇(𝑐2−𝑐1) =

𝑐1(𝑆𝑘 − 𝑦) + 𝑐2(𝑥 + 𝑦 − 𝑆𝑘) + 𝑑1(𝑦). 

Kasus II: 𝒙 < 𝒙 + 𝒚 − 𝑺𝒌. 

Selisih total biaya sesuai selisih biaya terkecil (𝑐2 − 𝑐1) adalah 𝑇(𝑐2−𝑐1) −

𝑇𝑥𝑦 = (𝑐2 − 𝑐1)(𝑥) + (𝑑2 − 𝑑1)(𝑦 − 𝑆𝑘) > 0, di mana 𝑇𝑥𝑦 = 𝑐1𝑥 + 𝑑1𝑦 dan 

𝑇(𝑐2−𝑐1) = 𝑐1(𝑥) + 𝑑1(𝑦) + (𝑑2 − 𝑑1)(𝑦 − 𝑆𝑘) + (𝑐2 − 𝑐1)(𝑥). 

(ii) Perhitungan selisih total biaya sesuai selisih biaya terbesar (𝑑2 − 𝑑1) 

Kasus I: 𝒚 ≥ 𝒙 + 𝒚 − 𝑺𝒌. 

Selisih total biaya sesuai selisih biaya terbesar (𝑑2 − 𝑑1) adalah 𝑇(𝑑2−𝑑1) −

𝑇𝑥𝑦 = (𝑑2 − 𝑑1)(𝑥 + 𝑦 − 𝑆𝑘) > 0, di mana 𝑇𝑥𝑦 = 𝑐1𝑥 + 𝑑1𝑦 dan 𝑇(𝑑2−𝑑1) =

𝑐1(𝑥) + 𝑑1(𝑦) + (𝑑2 − 𝑑1)(𝑥 + 𝑦 − 𝑆𝑘). 

Kasus II: 𝒚 < 𝒙 + 𝒚 − 𝑺𝒌. 

Selisih total biaya sesuai selisih biaya terbesar (𝑑2 − 𝑑1) adalah 𝑇(𝑑2−𝑑1) −

𝑇𝑥𝑦 = (𝑑2 − 𝑑1)(𝑦) + (𝑐2 − 𝑐1)(𝑥 − 𝑆𝑘) > 0, di mana 𝑇𝑥𝑦 = 𝑐1𝑥 + 𝑑1𝑦 dan 

𝑇(𝑑2−𝑑1) = 𝑐1(𝑥) + 𝑑1(𝑦) + (𝑐2 − 𝑐1)(𝑥 − 𝑆𝑘) + (𝑑2 − 𝑑1)(𝑦). 

Berdasarkan (i) dan (ii) diperoleh, (𝑇(𝑑2−𝑑1) − 𝑇𝑥𝑦) − (𝑇(𝑐2−𝑐1) − 𝑇𝑥𝑦) adalah 

𝑇(𝑑2−𝑑1) > 𝑇(𝑐2−𝑐1) sehingga Teorema 4.1 terbukti.∎ 

Teorema 4.2 

Misalkan 𝑆𝑘 adalah jumlah persedian pada baris sumber ke-𝑘. Andaikan 𝑐1 dan 𝑑1 

adalah biaya terkecil pada kolom ke-𝑎 dan kolom ke-𝑏 dengan alokasi masing-

masing 𝑥 dan 𝑦 bersumber pada baris sumber ke-𝑘 serta 𝑥 + 𝑦 > 𝑆𝑘. Misalkan 

pula 𝑐2 dan 𝑑2 adalah biaya terkecil kedua pada kolom ke-𝑎 dan kolom ke-𝑏. Jika 

𝑐2 − 𝑐1 = 𝑑2 − 𝑑1 dan 𝑐1 > 𝑑1, maka dengan mentransfer kuantitas persediaan 

berlebih (𝑥 + 𝑦 − 𝑆𝑘) dari sel biaya terkecil ke sel biaya terkecil kedua di kolom 

ke-𝑎 dapat meminimalkan kenaikan ke biaya total. 

Bukti: (Misalkan 𝑐1 > 𝑑1 dalam tabel 4.1). 

(i) Perhitungan kenaikan biaya ketika transfer dimulai dari sel dengan biaya 𝑐1. 

Kasus I: 𝒙 ≥ 𝒙 + 𝒚 − 𝑺𝒌.  

Kenaikan biayanya setelah mentransfer kuantitas persediaan berlebih adalah 

𝑐1[𝑥 − (𝑥 + 𝑦 − 𝑆𝑘)] + 𝑑1(𝑦) = 𝑐1(𝑆𝑘) − (𝑐1 − 𝑑1)𝑦 > 0. 

Kasus II: 𝒙 < 𝒙 + 𝒚 − 𝑺𝒌.   
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Kenaikan biayanya setelah mentransfer kuantitas persediaan berlebih adalah 

𝑐1(0) + 𝑑1[𝑦 − (𝑦 − 𝑆𝑘)] = 𝑑1(𝑆𝑘) > 0. 

(ii) Perhitungan kenaikan biaya ketika transfer dimulai dari sel dengan biaya 𝑑1. 

Kasus I: 𝒚 ≥ 𝒙 + 𝒚 − 𝑺𝒌.  

Kenaikan biayanya setelah mentransfer kuantitas persediaan berlebih adalah 

𝑐1(𝑥) + 𝑑1[𝑦 − (𝑥 + 𝑦 − 𝑆𝑘)] = 𝑑1(𝑆𝑘) − (𝑑1 − 𝑐1)𝑥 > 0.  

Kasus II: 𝒚 < 𝒙 + 𝒚 − 𝑺𝒌.   

Kenaikan biayanya setelah mentransfer kuantitas persediaan berlebih adalah 

𝑑1(0) + 𝑐1[𝑥 − (𝑥 − 𝑆𝑘)] = 𝑐1(𝑆𝑘) > 0. 

Dengan demikian, kenaikan biaya ke biaya total (ketika transfer dimulai dari sel 

dengan biaya 𝑐1) selalu kurang dari kenaikan biaya ke biaya total (ketika transfer 

dimulai dari sel dengan biaya 𝑑1). Jadi, Teorema 4.2 terbukti.∎ 

Tabel 4.2 Tabel Matriks Transportasi 𝑚 × 𝑛 dengan Dua Baris Tak Terpenuhi, 

Masing-Masing dengan Alokasi di (𝑣 + ℎ) dan di (𝑤 + 𝑔)  

 
Tujuan  S

u
p
p
ly 𝑖 … … … … … … … 𝑛 − 1 𝑛  

S
u
m

b
er

 

𝑘 
𝑐1 

𝑥1 
 

𝑐2 

𝑥2 
 

𝑐𝑣 

𝑥𝑣 
 

𝑐(𝑣+ℎ−1) 

𝑥(𝑣+ℎ−1) 

𝑐(𝑣+ℎ) 

𝑥(𝑣+ℎ) 
  > 𝑆𝑘 

…           ≤ 𝑆… 

𝑙 
𝑐1

− 

 

𝑑1 

𝑞1 
 

𝑑2 

𝑞2 
 

𝑑𝑤 

𝑞𝑤 
  

𝑑(𝑤+𝑔−1) 

𝑞(𝑤+𝑔−1) 

𝑑(𝑤+𝑔) 

𝑞(𝑤+𝑔) 
> 𝑆𝑙 

𝑔  
𝑑1

− 

 
 

𝑑2
− 

 
      ≤ 

𝑆𝑔 

ℎ   
𝑐2

− 

 
     

𝑑(𝑤+𝑔−1)
−  

 
 ≤ 𝑆ℎ 

𝑧 
𝑐1

+ 

 
   

𝑐𝑣
− 

 
 

𝑐(𝑣+ℎ−1)
−  

 
  

𝑑(𝑤+𝑔)
−  

 
≤ 𝑆𝑧 

      
𝑑𝑤

−  

 
 

𝑐(𝑣+ℎ)
−  

 
    

Demand 𝑥1 𝑞1 𝑥2 𝑞2 𝑥𝑣 𝑞𝑤 𝑥𝑣+ℎ−1 𝑥(𝑣+ℎ) 𝑞(𝑤+𝑔−1) 𝑞(𝑤+𝑔) 
  

Dalam Tabel 4.2, 𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐(𝑣+ℎ) dan 𝑐1
−, 𝑐2

−, … , 𝑐(𝑣+ℎ)
−  dan 𝑐1

+; 𝑑1, 𝑑2, … , 𝑑(𝑤+𝑔) 

dan 𝑑1
−, 𝑑2

−, … , 𝑑(𝑤+𝑔)
−  merupakan semua biaya pengiriman. Lalu, 𝑐𝑖𝑐𝑖

−𝑑𝑗 < 𝑑𝑗
− 

dengan 𝑖 = 1, 2, … , (𝑣 + ℎ) dan 𝑗 = 1, 2, … , (𝑤 + 𝑔) dan 𝑐1
− < 𝑐1

+. Kemudian, 

𝑥1, 𝑥2, … 𝑥(𝑣+ℎ) adalah masing-masing alokasi pada baris sumber ke-𝑘. Demikian 

pula, 𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞(𝑤+𝑔) adalah masing-masing alokasi pada baris sumber ke-𝑙, di 

mana (𝑣 + ℎ) + (𝑤 + 𝑔) = 𝑛 = total jumlah tujuan. Di sini, baris 𝑘 dan baris 𝑙 

adalah baris-baris tak terpenuhi dengan kelebihan persediaan untuk masing-masing 

baris 𝑘 dan baris 𝑙 adalah ∑ 𝑥𝑖
(𝑣+ℎ)
𝑖=1 − 𝑆𝑘 dan ∑ 𝑞𝑗

(𝑤+𝑔)
𝑗=1 − 𝑆𝑙. 

Catatan: 
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(i) (𝑐1
− − 𝑐1) < (𝑐2

− − 𝑐2) < ⋯ < (𝑐(𝑣+ℎ−1)
− − 𝑐(𝑣+ℎ−1)) < (𝑐(𝑣+ℎ)

− − 𝑐(𝑣+ℎ)) 

(ii) (𝑑1
− − 𝑑1) < (𝑑2

− − 𝑑2) < ⋯ < (𝑑(𝑤+𝑔−1)
− − 𝑑(𝑤+𝑔−1)) < (𝑑(𝑤+𝑔)

− − 𝑑(𝑤+𝑔)) 

Teorema 4.3  

Jika terdapat sebuah sel atau beberapa sel dalam baris tak terpenuhi (baris sumber 

ke-𝑘) tidak mengandung biaya terkecil kedua dari baris tak terpenuhi lainnya 

(baris sumber ke-𝑙) di dalam satu kolom yang sama, maka transfer kuantitas 

persediaan berlebih dari baris tak terpenuhi (yaitu dalam kolom dari sel dengan 

biaya terkecil 𝑐1 ke sel dengan biaya terkecil berikutnya 𝑐1
−, yang merupakan 

selisih terkecil antara biaya terkecil dan biaya terkecil kedua dalam kolom yang 

berisi alokasi di baris tak terpenuhi sumber ke-𝑘) akan mengarah pada kenaikan 

biaya yang sama atau terkecil ke biaya total untuk IFS. 

Bukti: (Lihat Tabel 4.2). 

(i) 𝑥1 < (∑ 𝑥𝑖
(𝑣+ℎ)
𝑖=1 − 𝑆𝑘) dan 𝑞1 < (∑ 𝑞𝑗

(𝑤+𝑔)
𝑗=1 − 𝑆𝑙) 

Kasus I ((𝑑1
− − 𝑑1) < (𝑐1

+ − 𝑐1
−) < (𝑑2

− − 𝑑2)). 

Peningkatan biaya menjadi biaya total setelah mentransfer persediaan berlebih, 

jika Baris 𝑘 diikuti baris 𝑙 adalah 

𝑍 = {∑ 𝑐𝑖 (𝑥𝑖
(𝑣−1)
𝑖=1 − 𝑥𝑖)  + 𝑐𝑣 [𝑥𝑣 − (∑ 𝑥𝑖

(𝑣+ℎ)
𝑖=𝑣 − 𝑆𝑘)] +

         ∑ 𝑐𝑖𝑥𝑖
(𝑣+ℎ)
𝑖=(𝑣+1) } + {∑ 𝑐𝑖𝑥𝑖

(𝑣−1)
𝑖=1 + 𝑐𝑣

−(∑ 𝑥𝑖
(𝑣+ℎ)
𝑖=𝑣 − 𝑆𝑘)} +

         {∑ 𝑑𝑗
(𝑤−1)
𝑗=1 (𝑞𝑗 − 𝑞𝑗) + [𝑐1

−(𝑥1 − 𝑥1)] + 𝑑𝑤 [𝑞𝑤 −

         (∑ 𝑞𝑗 − 𝑆𝑙
(𝑤+𝑔)
𝑗=𝑤 )] + ∑ 𝑑𝑗𝑞𝑗

(𝑤+𝑔)
𝑗=(𝑤+1) } +

         {∑ 𝑑𝑗
−𝑞𝑗+𝑑𝑤

−(𝑤−1)
𝑗=1 (∑ 𝑞𝑗 − 𝑆𝑙

(𝑤+𝑔)
𝑗=𝑤 )} + (𝑐1

+𝑥1)  

(4.8) 

sedangkan jika Baris 𝑙 diikuti baris 𝑘 adalah 

𝑍 = {∑ 𝑑𝑗
(𝑤−1)
𝑗=1 (𝑞𝑗 − 𝑞𝑗) + [𝑐1

−(𝑥1 − 𝑥1)] + 𝑑𝑤 [𝑞𝑤 −

     (∑ 𝑞𝑗 − 𝑆𝑙
(𝑤+𝑔)
𝑗=𝑤 )] + ∑ 𝑑𝑗𝑞𝑗

(𝑤+𝑔)
𝑗=(𝑤+1) } + {∑ 𝑑𝑗

−𝑞𝑗 +
(𝑤−1)
𝑗=1

      𝑑𝑤
− (∑ 𝑞𝑗 − 𝑆𝑙

(𝑤+𝑔)
𝑗=𝑤 )} + {∑ 𝑐𝑖 (𝑥𝑖

(𝑣−1)
𝑖=1 − 𝑥𝑖) +

      𝑐𝑣  [𝑥𝑣 − (∑ 𝑥𝑖
(𝑣+ℎ)
𝑖=𝑣 − 𝑆𝑘 )] + ∑ 𝑐𝑖𝑥𝑖

(𝑣+ℎ)
𝑖=(𝑣+1) } +

      {∑ 𝑐𝑖𝑥𝑖
(𝑣−1)
𝑖=1 + 𝑐𝑣

− (∑ 𝑥𝑖
(𝑣+ℎ)
𝑖=𝑣 − 𝑆𝑘)} + (𝑐1

+𝑥1)  

(4.9) 

Ketika Persamaan (4.9) dikurang dengan Persamaan (4.8) hasilnya adalah 0, 

sehingga Persamaan (4.8) sama dengan Persamaan (4.9). 

Kasus II ((𝑐1
+ − 𝑐1

−) < (𝑑1
− − 𝑑1)). 

Peningkatan biaya menjadi biaya total setelah mentransfer persediaan berlebih, 

jika Baris 𝑘 diikuti baris 𝑙 adalah sama dengan Persamaan (4.8), sedangkan jika 

Baris 𝑙 diikuti baris 𝑘 adalah sama dengan Persamaan (4.9). Dalam kasus ini 

kedua persamaan adalah sama. 
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(ii) 𝑥1 > (∑ 𝑥𝑖
(𝑣+ℎ)
𝑖=1 − 𝑆𝑘) dan 𝑞1 > [(∑ 𝑥𝑖

(𝑣+ℎ)
𝑖=1 − 𝑆𝑘) + (∑ 𝑞𝑗

(𝑤+𝑔)
𝑗=1 − 𝑆𝑙)] 

Kasus I ((𝑑1
− − 𝑑1) < (𝑐1

+ − 𝑐1
−) < (𝑑2

− − 𝑑2)). 

Peningkatan biaya menjadi biaya total setelah mentransfer persediaan berlebih 

jika Baris 𝑘 diikuti baris 𝑙 adalah 

𝑍 = {𝑐1 [𝑥1 − (∑ 𝑥𝑖
(𝑣+ℎ)
𝑖=1 − 𝑆𝑘)] + ∑ 𝑐𝑖𝑥𝑖

(𝑣+ℎ)
𝑖=2 } +

     {𝑑1 [𝑞1 − [(∑ 𝑥𝑖
(𝑣+ℎ)
𝑖=1 − 𝑆𝑘) + (∑ 𝑞𝑗 − 𝑆𝑙

(𝑤+𝑔)
𝑗=1 )]] +

      ∑ 𝑑𝑗𝑞𝑗
(𝑤+𝑔)
𝑗=2 } + {𝑐1

−(∑ 𝑥𝑖
(𝑣+ℎ)
𝑖=1 − 𝑆𝑘) +

      𝑑1
− [(∑ 𝑥𝑖

(𝑣+ℎ)
𝑖=1 − 𝑆𝑘) + (∑ 𝑞𝑗 − 𝑆𝑙

(𝑤+𝑔)
𝑗=1 )]} 

(4.10) 

sedangkan jika Baris 𝑙 diikuti baris 𝑘 adalah 

𝑍 = {𝑑1 [𝑞1 − (∑ 𝑞𝑗 − 𝑆𝑙
(𝑤+𝑔)
𝑗=1 )] + ∑ 𝑑𝑗𝑞𝑗

(𝑤+𝑔)
𝑗=2 } +

     {𝑐1 [𝑥1 − (∑ 𝑥𝑖
(𝑣+ℎ)
𝑖=1 − 𝑆𝑘)] + ∑ 𝑐𝑖𝑥𝑖

(𝑣+ℎ)
𝑖=2 } +

     {𝑐1
+(∑ 𝑥𝑖

(𝑣+ℎ)
𝑖=1 − 𝑆𝑘) + 𝑑1

− (∑ 𝑞𝑗 − 𝑆𝑙
(𝑤+𝑔)
𝑗=1 )} 

(4.11) 

Ketika Persamaan (4.11) dikurang dengan Persamaan (4.10) nilainya 

[(𝑐1
+ − 𝑐1

−) − (𝑑1
− − 𝑑1)](∑ 𝑥𝑖

(𝑣+ℎ)
𝑖=1 − 𝑆𝑘) positif, di mana (∑ 𝑥𝑖

(𝑣+ℎ)
𝑖=1 > 𝑆𝑘) 

dan (𝑑1
− − 𝑑1) < (𝑐1

+ − 𝑐1
−). Sehingga, Persamaan (4.10) kurang dari 

Persamaan (4.11). 

Kasus II ((𝑐1
+ − 𝑐1

−) < (𝑑1
− − 𝑑1)). 

Peningkatan biaya menjadi biaya total setelah mentransfer persediaan berlebih 

jika Baris 𝑘 diikuti baris 𝑙 adalah 

𝑍 = {𝑐1 [𝑥1 − (∑ 𝑥𝑖
(𝑣+ℎ)
𝑖=1 − 𝑆𝑘)] + ∑ 𝑐𝑖𝑥𝑖

(𝑣+ℎ)
𝑖=2 } +

      {𝑐1
− [(∑ 𝑥𝑖

(𝑣+ℎ)
𝑖=1 − 𝑆𝑘) − (∑ 𝑥𝑖

(𝑣+ℎ)
𝑖=1 − 𝑆𝑘)]} +

      {𝑑1 [𝑞1 − (∑ 𝑞𝑗 − 𝑆𝑙
(𝑤+𝑔)
𝑗=1 )] + ∑ 𝑑𝑗𝑞𝑗

(𝑤+𝑔)
𝑗=2 } +

      {𝑐1
+(∑ 𝑥𝑖

(𝑣+ℎ)
𝑖=1 − 𝑆𝑘) + 𝑑1

− (∑ 𝑞𝑗 − 𝑆𝑙
(𝑤+𝑔)
𝑗=1 )} 

(4.12) 

sedangkan jika Baris 𝑙 diikuti baris 𝑘 adalah 

𝑍 = {𝑑1 [𝑞1 − (∑ 𝑞𝑗 − 𝑆𝑙
(𝑤+𝑔)
𝑗=1 )] + ∑ 𝑑𝑗𝑞𝑗

(𝑤+𝑔)
𝑗=2 } +

      {𝑐1 [𝑥1 − (∑ 𝑥𝑖
(𝑣+ℎ)
𝑖=1 − 𝑆𝑘)] + ∑ 𝑐𝑖𝑥𝑖

(𝑣+ℎ)
𝑖=2 } +

      {𝑐1
+(∑ 𝑥𝑖

(𝑣+ℎ)
𝑖=1 − 𝑆𝑘) + 𝑑1

− (∑ 𝑞𝑗 − 𝑆𝑙
(𝑤+𝑔)
𝑗=1 )} 

(4.13) 

Ketika Persamaan (4.13) dikurang dengan Persamaan (4.12) nilainya adalah 0, 

sehingga Persamaan (4.12) sama dengan Persamaan (4.13). 

Dengan demikian, berdasarkan (i) dan (ii) kenaikan biaya yang sama atau terkecil 

ke biaya total terpenuhi. Jadi, Teorema 4.3 terbukti.∎ 
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Tabel 4.3 Tabel Matriks Transportasi 𝑚 × 𝑛 dengan Dua Baris Tak Terpenuhi, 

Masing-Masing dengan Dua Alokasi 

          Ke 

Dari 

Tujuan 
Supply 

𝑎 𝑏 ℎ 𝑛 
S

u
m

b
er

 
𝑘 

 𝑐1  𝑒2    𝑑1 
> 𝑆𝑘 

𝑥   𝑦 

𝑔     ≤ 𝑆𝑔 

𝑙 
 𝑐2  𝑒1  𝑓1   

> 𝑆𝑙  𝑞 𝑝  

… 
 𝑐3    𝑓2   

≤ 𝑆… 
    

𝑚 
   𝑒3    𝑑2 

≤ 𝑆𝑚 
    

 = = = =   

Demand 𝑥 𝑞 𝑝 𝑦   

Dalam Tabel 4.3, 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑓1, 𝑓2, 𝑑1, 𝑑2 merupakan semua biaya 

pengiriman, di mana 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 adalah biaya terkecil 1, 2, 3 dalam kolom tujuan ke-

𝑎 dan 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 adalah biaya terkecil 1, 2, 3 dalam kolom tujuan ke-𝑏 serta 𝑐2 berada 

pada baris tak terpenuhi ke-𝑘 dan 𝑒2 berada pada baris tak terpenuhi ke-𝑙. 

Kemudian, 𝑥 dan 𝑦 adalah masing-masing alokasi pada baris sumber ke-𝑘 serta 𝑞 

dan 𝑝 adalah masing-masing alokasi pada baris sumber ke-𝑙. Di sini, baris 𝑘 dan 

baris 𝑙 adalah baris-baris tak terpenuhi dengan kelebihan persediaan untuk masing-

masing baris 𝑘 dan baris 𝑙 adalah 𝑥 + 𝑦 − 𝑆𝑘 dan 𝑞 + 𝑝 − 𝑆𝑙. 

Teorema 4.4 

Misalkan selisih terkecil untuk baris tak terpenuhi bersesuaian dengan biaya 

terkecil 𝑐1, dan selisih terkecil untuk baris tak terpenuhi lainnya bersesuaian 

dengan biaya terkecil 𝑒1. Misalkan 𝑐1, 𝑐2 dan 𝑐3 menjadi unit biaya terkecil 1, 2, 

dan 3 dalam kolom ke-𝑎 dan  𝑒1, 𝑒2 dan 𝑒3 menjadi biaya unit terkecil 1, 2 dan 3 di 

kolom ke-𝑏. Jika (𝑐3 − 𝑐1) > (𝑒3 − 𝑒2) (atau (𝑒3 − 𝑒1) > (𝑐3 − 𝑐2)) maka dengan 

mengidentifikasi baris tak terpenuhi yang mengandung biaya terkecil 𝑐1 (atau 

mengandung biaya terkecil 𝑒1) dan mentransfer (mengidentifikasi baris tak 

terpenuhi) jumlah persediaan berlebih akan menyebabkan kenaikan biaya yang 

sama atau terkecil di biaya total. 

Bukti: (Lihat Tabel 4.3). 

Kasus I ((𝑒3 − 𝑒1) > (𝑐3 − 𝑐2) & (𝑐3 − 𝑐1) > (𝑒3 − 𝑒2)) 

Peningkatan biaya menjadi biaya total setelah mentransfer masing-masing 

persediaan berlebih dari kedua baris yang tak terpenuhi, jika Baris 𝑘 diikuti 

baris 𝑙 dengan asumsi (𝑐3 − 𝑐2) < (𝑒3 − 𝑒1) < (𝑓2 − 𝑓1) adalah 

 𝑍 = 𝑐1(𝑥 − 𝑥) + 𝑑1[𝑦 − (𝑦 − 𝑆𝑘)] + 𝑐2(𝑥 − 𝑥) + 𝑒1(𝑞 − 𝑞) +

      𝑓1[𝑝 − (𝑝 − 𝑆𝑙)] + 𝑐3𝑥 + 𝑒3𝑞 + 𝑑2(𝑦 − 𝑆𝑘) + 𝑓2(𝑝 − 𝑆𝑙) 
(4.14) 
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sedangkan jika Baris 𝑙 diikuti baris 𝑘 dengan asumsi (𝑒3 − 𝑒2) < (𝑐3 − 𝑐1) <

(𝑑2 − 𝑑1) adalah 

 𝑍 = 𝑒1(𝑞 − 𝑞) + 𝑓1[𝑝 − (𝑝 − 𝑆𝑙)] + 𝑐1(𝑥 − 𝑥) + 𝑒2(𝑞 − 𝑞) +

     𝑑1[𝑦 − (𝑦 − 𝑆𝑘)] + 𝑐3𝑥 + 𝑒3𝑞 + 𝑓2(𝑝 − 𝑆𝑙) + 𝑑2(𝑦 − 𝑆𝑘) 
(4.15) 

Ketika Persamaan (4.15) dikurang dengan Persamaan (4.14) nilainya adalah 0 

sehingga Persamaan (4.14) sama dengan Persamaan (4.15). Jadi, 

mengidentifikasi salah satu dari dua baris yang tak terpenuhi akan 

menyebabkan peningkatan biaya yang sama terhadap biaya total. 

Kasus II ((𝑒3 − 𝑒1) < (𝑐3 − 𝑐2) & (𝑐3 − 𝑐1) > (𝑒3 − 𝑒2)) 

Peningkatan biaya menjadi biaya total setelah mentransfer masing-masing 

persediaan berlebih dari kedua baris yang tak terpenuhi, jika Baris 𝑘 diikuti 

baris 𝑙 dengan asumsi (𝑒3 − 𝑒1) < (𝑓2 − 𝑓1) < (𝑐3 − 𝑐2) adalah 

 𝑍 = 𝑐1(𝑥 − 𝑥) + 𝑑1[𝑦 − (𝑦 − 𝑆𝑘)] + 𝑒1(𝑞 − 𝑞) + 𝑓1(𝑝 − 𝑝) +

      𝑐2[𝑥 − (𝑥 − 𝑆𝑙)] + 𝑑2(𝑦 − 𝑆𝑘) + 𝑐3(𝑥 − 𝑆𝑙) + 𝑒3𝑞 + 𝑓2𝑝 
(4.16)  

sedangkan jika Baris 𝑙 diikuti baris 𝑘 dengan asumsi (𝑒3 − 𝑒2) < (𝑐3 − 𝑐1) <

(𝑑2 − 𝑑1) adalah sama dengan Persamaan (4.15) pada Kasus I.  

Ketika Persamaan (4.15) di kurang Persamaan (4.16) nilainya [(𝑐3 − 𝑐2) −

(𝑓2 − 𝑓1)]𝑆𝑙 positif, di mana (𝑐3 − 𝑐2) > (𝑓2 − 𝑓1) dan 𝑆𝑙 > 0. Sehingga, 

Persamaan (4.16) kurang dari Persamaan (4.15). Jadi, mengidentifikasi baris tak 

terpenuhi ke-𝑘 dan mentransfer persediaan berlebih (𝑥 + 𝑦 − 𝑆𝑘) akan 

menyebabkan biaya minimum. 

Kasus III ((𝑒3 − 𝑒1) > (𝑐3 − 𝑐2) & (𝑐3 − 𝑐1) < (𝑒3 − 𝑒2)) 

Peningkatan biaya menjadi biaya total setelah mentransfer masing-masing 

persediaan berlebih dari kedua baris yang tak terpenuhi, jika Baris 𝑘 diikuti 

baris 𝑙 dengan asumsi (𝑐3 − 𝑐2) < (𝑒3 − 𝑒1) < (𝑓2 − 𝑓1) adalah sama dengan 

Persamaan (4.14) pada Kasus I. Sedangkan jika Baris 𝑙 diikuti baris 𝑘 dengan 

asumsi (𝑐3 − 𝑐1) < (𝑑2 − 𝑑1) < (𝑒3 − 𝑒2) adalah 

 𝑍 = 𝑒1(𝑞 − 𝑞) + 𝑓1[𝑝 − (𝑝 − 𝑆𝑙)] + 𝑐1(𝑥 − 𝑥) + 𝑑1(𝑦 − 𝑦) +

     𝑒2[𝑞 − (𝑞 − 𝑆𝑘)] + +𝑒3(𝑞 − 𝑆𝑘) + 𝑓2(𝑝 − 𝑆𝑙) + 𝑐3𝑥 + 𝑑2𝑦 
(4.17) 

Ketika Persamaan (4.14) di kurang Persamaan (4.17) nilainya [(𝑒3 − 𝑒2) −

(𝑑2 − 𝑑1)]𝑆𝑘 positif, di mana [(𝑒3 − 𝑒2) > (𝑑2 − 𝑑1)] dan 𝑆𝑘 > 0. Sehingga, 

Persamaan (4.17) kurang dari Persamaan (4.14). Jadi, mengidentifikasi baris tak 

terpenuhi ke-𝑙 dan mentransfer persediaan berlebih (𝑞 + 𝑝 − 𝑆𝑙) akan 

menyebabkan biaya minimum. 

Kasus IV ((𝑒3 − 𝑒1) < (𝑐3 − 𝑐2) & (𝑐3 − 𝑐1) < (𝑒3 − 𝑒2)) 

Dalam kasus ini, dengan menggabungkan kedua ketidaksetaraan, maka 

didapatkan (𝑒3 − 𝑒1) < (𝑐3 − 𝑐2) <  (𝑐3 − 𝑐1) < (𝑒3 − 𝑒2) dimana (𝑐3 −

𝑐2) <  (𝑐3 − 𝑐1) karena, 𝑐3 > 𝑐2 > 𝑐1. Jadi, (𝑒3 − 𝑒1) < (𝑒3 − 𝑒2) yang 

merupakan kontradiksi (𝑒3 − 𝑒1) > (𝑒3 − 𝑒2) karena, 𝑒3 > 𝑒2 > 𝑒1. Oleh 

karena itu, Kasus IV tidak dapat dihitung. 
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Dengan demikian, berdasarkan keempat kasus di atas kenaikan biaya yang sama 

atau terkecil ke biaya total terpenuhi. Jadi, Teorema 4.4 terbukti.∎ 

4.2.2 Langkah-langkah Penyelesaian Masalah Transportasi Seimbang dan 

Tidak Seimbang dengan JHM 

1) Menyiapkan matriks transportasi awal 𝑚 × 𝑛 dengan biaya 𝑐𝑖𝑗, persediaan 𝑆𝑖 

dan permintaan 𝐷𝑗  untuk 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑚 serta 𝑗 = 1, 2, … , 𝑛. 

2) Memeriksa apakah tabel transportasi seimbang atau tidak seimbang. Jika 

jumlah supply sama dengan jumlah demand (∑ 𝑆𝑖 = ∑ 𝐷𝑗) maka masalah 

transportasi seimbang dan lanjutkan ke langkah 4. Jika jumlah supply lebih dari 

jumlah demand (∑ 𝑆𝑖 > ∑ 𝐷𝑗) maka masalah transportasi tidak seimbang dan 

lanjutkan ke langkah 4. Namun, jika jumlah supply kurang dari jumlah demand 

(∑ 𝑆𝑖 < ∑ 𝐷𝑗) maka masalah transportasi juga tidak seimbang dan lanjutkan ke 

langkah 3. 

3) Dalam permasalahan transportasi tidak seimbang untuk kasus ∑ 𝑆𝑖 < ∑ 𝐷𝑗 , 

maka nilai supply dan demand harus diseimbangkan terlebih dahulu dengan 

menambahkan sebuah baris dummy pada matriks transportasi dengan maksimal 

unit (𝑃𝑖) yang dialokasikan adalah sebanyak ∑ 𝐷𝑗 − ∑ 𝑆𝑖. Dalam baris dummy, 

biaya setiap selnya adalah nol kemudian lakukan alokasi awal dari masing-

masing permintaan (𝐷𝑗) ke masing-masing sel dummy. 

4) Pada setiap kolom dari tabel transportasi, dilakukan identifikasi sel biaya 

terkecil. Kemudian, alokasikan masing-masing permintaan (𝐷𝑗) ke masing-

masing sel yang teridentifikasi dengan sel biaya terkecil.  

5) Untuk masing-masing alokasi yang ditetapkan di masing-masing baris, 

diperiksa apakah jumlah dari alokasi pada masing-masing baris tersebut kurang 

dari atau sama dengan jumlah masing-masing persediaan (𝑆𝑖). Jika demikian, 

dilanjut ke langkah 11. Namun, jika terdapat baris yang jumlah dari alokasinya 

lebih dari kuantitas persediaannya maka baris tersebut diidentifikasi sebagai 

baris tak terpenuhi dan dilanjut ke langkah 6. 

6) Mencari sel unit biaya terkecil kedua di setiap kolom. Kemudian, untuk masing-

masing kolom berdasarkan alokasi pada baris tak terpenuhi, dilakukan 

identifikasi kolom dengan menentukan selisih antara biaya terkecil dengan 

biaya terkecil kedua pada masing-masing kolom. Kolom yang memiliki selisih 

terkecil diidentifikasi sebagai kolom pertama yang melakukan transfer kuantitas 

persediaan berlebih. Jika hanya ada satu baris tak terpenuhi maka baris tak 

terpenuhi tersebut diidentifikasi sebagai baris yang pertama diproses dan 

dilanjutkan ke langkah 9. (Berdasarkan Teorema 4.1 dan 4.2) 

7) Memeriksa masing-masing baris tak terpenuhi apakah ada baris yang tidak 

mengandung biaya terkecil kedua dari baris tak terpenuhi lainnya. Jika ada baris 

tak terpenuhi seperti itu, maka baris tak terpenuhi tersebut diidentifikasi sebagai 

baris yang pertama diproses dan dilanjutkan ke langkah 9. (Berdasarkan 

Teorema 4.3) 
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8) Diambil dua baris tak terpenuhi. Untuk masing-masing dari baris itu, temukan 

selisih-selisih antara biaya terkecil kedua dengan biaya terkecil pertama dalam 

kolom yang berisi alokasi pada biaya terkecil. Misalkan selisih terkecil untuk 

baris tak terpenuhi bersesuaian dengan biaya terkecil  𝑐1 dan 𝑒1, di mana 

𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 dan 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 adalah biaya terkecil kesatu, kedua, dan ketiga dalam 

masing masing kolom. Jika (𝑐3 − 𝑐1) > (𝑒3 − 𝑒2), maka baris tak terpenuhi 

yang mengandung biaya terkecil ′𝑐1′ diidentifikasi sebagai baris yang pertama 

diproses. Jika sebaliknya, maka baris tak terpenuhi yang mengandung biaya 

terkecil ′𝑒1′ diidentifikasi sebagai baris yang pertama diproses dan dilanjutkan 

ke Langkah 9. (Berdasarkan Teorema 4.4) 

9) Mempertimbangkan baris tak terpenuhi yang diidentifikasi berdasarkan 

langkah 6 atau langkah 7 ataupun langkah 8, dilakukan transfer semaksimum 

mungkin kuantitas persediaan berlebih dari sel unit biaya terkecil ke sel unit 

biaya terkecil berikutnya dalam kolom yang teridentifikasi memiliki selisih 

terkecil. Jika masih terdapat kelebihan persedian dalam baris tersebut, maka 

dilakukan hal yang sama untuk kolom yang memiliki selisih terkecil berikutnya 

dan diulangi proses transfer ini hingga tidak ada lagi kelebihan persediaan 

dalam baris tersebut. 

10) Menghapus baris yang benar-benar telah terpenuhi berdasarkan transfer 

kuantitas persediaan berlebih, dan ulangi dari langkah 5. 

Baris yang dikatakan terpenuhi adalah baris yang jumlah dari semua alokasinya 

kurang dari sama dengan besar persediaannya. 

∑ 𝑥𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

≤ 𝑆𝑖    ; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑚 (4.18) 

11) Jika setiap baris telah terpenuhi, maka total biaya saat ini dapat diambil sebagai 

solusi awal yang layak. Adapun perhitungan total biaya dengan cara 

menggunakan Persamaan (4.1). 

Setelah mendapatkan nilai solusi fisibel awal, berikutnya dicari nilai dari solusi 

optimal dengan menguji optimalitas dari solusi fisibel awal. Adapun metode untuk 

menentukan nilai solusi optimal adalah dengan Metode Potensial. 

Contoh Kasus Penyelesaian Masalah Transportasi dengan JHM 

Diasumsikan sebuah perusahaan memiliki tiga gudang (S1, S2, dan S3) dan 

ingin memenuhi kebutuhan empat pelanggan (D1, D2, D3, dan D4) dengan biaya 

transportasi yang minimal. Tabel 4.4 merangkum biaya transportasi beserta 

kapasitas dan kebutuhan masing-masing gudang dan pelanggan. 
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Tabel 4.4 Tabel Matriks Masalah Transportasi 

         Ke 

Dari 
Tujuan 

Supply 
1 2 3 4 

S
u
m

b
er

 
1 

 10  2  20  11 
15 

𝑥11 𝑥12 𝑥13 𝑥14 

2 

 12  7  9  20 
25 

𝑥21 𝑥22 𝑥23 𝑥24 

3 

 4  14  16  18 
10 

𝑥31 𝑥32 𝑥33 𝑥34 

Demand 5 15 15 15  

Perhitungan solusi awal untuk masalah transportasi di atas menggunakan JHM 

adalah sebagai berikut: 

Tabel transportasi diperiksa apakah seimbang atau tidak seimbang dengan cara 

melakukan penjumlahan untuk semua supply dan semua demand. Kemudian  

melakukan identifikasi sel biaya terkecil pada masing-masing kolom Disajikan 

pada Tabel 4.5 berikut. 

 

Tabel 4.5 Identifikasi Biaya Terkecil Masing-Masing Kolom 

          Ke 

Dari 

Tujuan 
Supply 

1 2 3 4 

S
u
m

b
er

 

1 
 10  2  20  11 

15 
𝑥11 𝑥12 𝑥13 𝑥14 

2 
 12  7  9  20 

25 
𝑥21 𝑥22 𝑥23 𝑥24 

3 
 4  14  16  18 

10 
𝑥31 𝑥32 𝑥33 𝑥34 

Demand 5 15 15 15     50 

Kemudian alokasikan setiap permintaan ke sel-sel yang teridentifikasi  
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Tabel 4.6 Alokasi Awal pada Masing-masing Sel  

          Ke 

Dari 

Tujuan 
Supply 

1 2 3 4 

S
u
m

b
er

 
1 

 10  2  20  11 
15 

 15  15 

2 
 12  7  9  20 

25 
  15  

3 
 4  14  16  18 

10 
5    

Demand 5 15 15 15 50 

Memeriksa apakah jumlah dari alokasi pada masing-masing baris kurang dari atau 

sama dengan jumlah masing-masing persediaan. Jika terdapat baris yang jumlah 

dari alokasinya lebih dari kuantitas persediaannya maka baris tersebut diidentifikasi 

sebagai baris tak terpenuhi. Kemudian dilanjutkan dengan Mencari sel unit biaya 

terkecil kedua disetiap kolom dan identifikasi kolom dengan menentukan selisih 

antara biaya terkecil kesatu dengan biaya terkecil kedua disetiap kolom.  

 

Tabel 4.7 Perhitungan Selisih Biaya Terkecil dengan Biaya Terkecil Kedua  

          Ke 

Dari 

Tujuan 
Supply 

 

1 2 3 4 

S
u
m

b
er

 

1 
 10  2  20  11 

15 Baris tak 

terpenuhi  15  15 

2 
 12  7  9  20 

25 
 

  15  

3 
 4  14  16  18 

10 
 

5    

Demand 5 15 15 15 50  

Penalty  5  7   

Terdapat satu baris tak terpenuhi, maka baris tersebut diidentifikasi sebagai baris 

pertama diperoses untuk melakukan transfer kuantitas persediaan berlebih. 

Berdasarkan identifikasi kolom, kolom yang pertama melakukan transfer kuantitas 

persediaan berlebih adalah kolom 2 yaitu pada sel baris 1 kolom 2. Dalam kolom 

tersebut dilakukan transfer kuantitas persediaan berlebih semaksimum mungkin ke 

sel dengan biaya terkecil kedua. 
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Tabel 4.8 Transfer Persediaan Berlebih Baris 1 Kolom 2 

          Ke 

Dari 

Tujuan 
Supply 

 

1 2 3 4 
S

u
m

b
er

 

1 
 10  2  20  11 

15 Baris tak 

terpenuhi  15 − 15  15 

2 
 12  7  9  20 

25 
 

 15 15  

3 
 4  14  16  18 

10 
 

5    

Demand 5 15 15 15 50  

Penalty  5  7   

Memeriksa ulang baris 1 dengan menjumlahkan setiap alokasi pada baris tersebut. 

Jika jumlah alokasinya kurang dari sama dengan persediaannya maka baris tersebut 

diidentifikasi sebagai baris terpenuhi dan dapat dihapus atau dieleminasi. 

Tabel 4.9 Memeriksa Ulang Jumlah Persediaan 

          Ke 

Dari 

Tujuan 
Supply 

 

1 2 3 4 

S
u
m

b
er

 

1 
 10  2  20  11 

15 Baris 

terpenuhi  0  15 

2 
 12  7  9  20 

25 
 

 15 15  

3 
 4  14  16  18 

10 
 

5    

Demand 5 15 15 15 50  

Setelah salah satu baris dihapus, maka dilakukan pengulangan  dan seterusnya 

hingga semua baris terpenuhi. Kemudian, masing-masing baris diperiksa dengan 

menjumlahkan setiap alokasi pada masing-masing baris.  

Tabel 4.10 Identifikasi Masing-Masing Baris  

         Ke 

Dari 

Tujuan 
Supply 

 

1 2 3 4 

S
u
m

b
er

 

1 
 10  2  20  11 

15 Baris 

terpenuhi  0  15 

2 
 12  7  9  20 

25 Baris 

terpenuhi  10 15  

3 
 4  14  16  18 

10 Baris 

terpenuhi 5 5   
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Demand 5 15 15 15 50  

Semua baris teridentifikasi sebagai baris terpenuhi dan variabel basis telah 

memenuhi 𝑚 + 𝑛 − 1, maka total biaya saat ini dapat diambil sebagai solusi fisibel 

awal. Dari Tabel 4.10, diperoleh total biaya transportasi: 𝑍 = 460 

Selanjutnya, akan dilakukan uji optimalitas dari tabel akhir pada penyelesaian 

masalah transportasi dengan JHM yaitu Tabel 4.10 menggunakan metode potensial 

untuk memperoleh solusi akhir yang optimal.  Berdasarkan metode potensial 

didapatkan tabel penyelesaian masalah transportasi yang solusinya merupakan 

solusi optimal sebagai berikut. 

Tabel 4.11 Tabel Masalah Transportasi Solusi Optimal 

          Ke 

Dari 

Tujuan 
Supply 

1 2 3 4 

S
u
m

b
er

 

1 
 10  2  20  11 

15 
 5  10 

2 
 12  7  9  20 

25 
 10 15  

3 
 4  14  16  18 

10 
5   5 

Demand 5 15 15 15 50 

Berdasarkan Persamaan (2.1), nilai solusi akhir  𝑍   = 435 satuan. Jadi, nilai 

solusi optimal dari penyelesaian masalah transportasi pada contoh ini yaitu sebesar 

435 satuan. Sedangkan nilai solusi awal yang diperoleh dengan JHM, yaitu sebesar 

460 satuan. Oleh karena itu, dapat dikatakan bahwa solusi awal yang diperoleh 

menggunakan JHM sudah mendekati nilai dari solusi optimal. 

5. KESIMPULAN 

Juman & Hoque Method (JHM) merupakan metode untuk penentuan nilai 

solusi awal pada masalah transportasi seimbang maupun tidak seimbang. 

Pengalokasian awal dalam metode ini dimulai pada masing-masing sel yang 

teridentifikasi memiliki biaya terkecil dalam masing-masing kolom sebanyak 

kuantitas masing-masing permintaan. Kemudian, dilakukan identifikasi pada 

masing-masing baris dengan menghitung jumlah dari semua alokasinya, jika 

jumlah alokasi kurang dari atau sama dengan kuantitas masing-masing persediaan 

maka baris tersebut diidentifikasi sebagai baris terpenuhi dan begitu pula 

sebaliknya. Nilai solusi awal yang diperoleh menggunakan JHM pada penyelesaian 

masalah transportasi cenderung mendekati bahkan sama dengan nilai solusi 

optimal. Hal tersebut diketahui setelah dilakukan uji optimalitas menggunakan 

Metode Potensial. 
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