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ABSTRACT

Partial differential equations are often used to explain physical phenomena, one of which is the
wave equation. One application of the wave equation is in plucked strings. This study describes
the formation of a wave equation from guitar strings, determines the solution to the wave equation
by using the variable separation method and certain boundary conditions and initial conditions,
determines the amplitude of the wave, and simulates the movement of the wave based on the initial
position of the plucked string. The result obtained is the wave equation of the guitar strings. When
the string is plucked, the string will vibrate and produce a wave that can be formulated as a wave
equation in the form of a homogeneous second order partial differential equation. The solution to
this equation is in the form of a series. If given the initial conditions of plucking in the form of a
function, then the amplitude of the wave is obtained. Simulations are given to see the movement of
the amplitude and wave on the strings through three cases of the initial position of plucking the
strings, namely: less than half, half, and more than half the length of the strings. The behavior of
these amplitudes and waves is a characteristic or characteristic of the waves produced from a
plucked guitar string.

Keywords: Partial differential equations, wave equation, method of separation of variables,
amplitudo, and guitar string.

ABSTRAK

Persamaan diferensial parsial sering digunakan untuk menjelaskan fenomena fisika, salah satunya
adalah persamaan gelombang. Salah satu aplikasi dari persamaan gelombang adalah pada senar
yang dipetik. Penelitian ini menjelaskan terbentuknya persamaan gelombang dari petikan senar
gitar, menentukan solusi persamaan gelombang tersebut dengan menggunakan metode pemisahan
variabel serta syarat batas dan syarat awal tertentu, menentukan ampiltudo gelombang, dan
melakukan simulasi pergerakan gelombang berdasarkan posisi awal pemetikan senar. Hasil yang
diperoleh adalah persamaan gelombang dari petikan senar gitar. Ketika senar dipetik, maka senar
akan bergetar dan menghasilkan suatu gelombang yang dapat diformulakan sebagai persamaan
gelombang berbentuk persamaan diferensial parsial orde 2 homogen. Solusi persamaan tersebut
berbentuk deret. Jika diberikan kondisi awal pemetikan berupa suatu fungsi, maka diperoleh
amplitudo gelombang. Simulasi diberikan untuk melihat pergerakan amplitudo dan gelombang
pada senar melalui tiga kasus posisi awal pemetikan senar, yaitu: kurang dari setengah, setengah,
dan lebih dari setengah panjang senar. Perilaku amplitudo dan gelombang tersebut merupakan ciri
khas atau karakteristik gelombang yang dihasilkan dari sebuah senar gitar yang dipetik.

Kata kunci: Persamaan dieferensial parsial, persamaan gelombang, metode pemisahan variabel,
amplitudo, dan senar gitar.
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1. PENDAHULUAN

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat turunan dari satu
atau lebih variabel tak bebas terhadap satu atau lebih variabel bebas. Dalam
bidang kajian persamaan diferensial terdapat persamaan diferensial yang memuat
turunan atas lebih dari satu variabel bebas, yaitu persamaan diferensial parsial
(Ross, 2004). Persamaan diferensial parsial dapat digunakan untuk
menggambarkan fenomena fisika, salah satunya adalah gelombang, dengan
persamaan diferensial parsial yang digunakan adalah persamaan gelombang
(Nagle, 2012).

Ada banyak jenis gelombang, yang diklasifikasikan berdasarkan media
perambatannya. Gelombang bunyi merupakan contoh gelombang mekanik, karena
tidak dapat menyebar melalui ruang hampa tetapi memerlukan media rambatan
(Blanca, 2019). Demonstrasi gelombang dapat dilakukan banyak eksperimen.
Mekanisme yang berbeda dapat digunakan untuk membangkitkan gelombang
seperti itu. Beberapa dari mereka menggunakan pegas ekstensi koil yang
digantung di antara dua kabel pendukung ringan untuk menunjukkan rambatan
dengan ujung bebas (Kashy et al., 1997) atau hanya seutas tali yang diregangkan
(Gluck, 2009). Pilihan lain adalah menghubungkan seutas tali tidak elastis ke
salah satu cabang garpu tala, yang digerakkan oleh kumparan tereksitasi yang
ditempatkan di antara cabang (Chen, 2009).

Persamaan gelombang dapat diperoleh dari suatu senar gitar yang bergetar
akibat dipetik, dimana persamaan tersebut diperoleh berdasarkan penerapan dari
Hukum Newton II tentang gerak partikel. D’Alembert, menyatakan suatu
persamaan diferensial dari permasalahan Taylor untuk getaran senar yaitu

0%y 0%
otz ox?
dimana c? = E, dengan 7 adalah gaya tegangan (senar) dan p adalah massa per

satuan panjang. Dari solusi persamaan tersebut, dapat ditinjau bagaimana
amplitudo yang dihasilkan oleh senar gitar yang bergetar dengan menentukan
koefisien Fourier yang termuat di dalamnya. Dengan demikian, dapat dianalisis
lebih lanjut perilaku atau karakter gelombang yang dihasilkan oleh senar gitar
yang dipetik dengan melibatkan suatu kondisi tertentu baik nilai awal atau syarat
batas (Hammond, 2011).

Pada tulisan ini, dijelaskan bahwa persaman gelombang pada senar yang
dipetik memenuhi merupakan persamaan gelombang dimensi satu, ditentukan
solusi persamaan tersebut dengan menggunakan metode pemisahan variabel, dan
dilakukan analisis lebih lanjut tentang pengaruh posisi pemetikan pada pergerakan
amplitudo gelombang pada senar gitar yang dipetik melalui simulasi.

2. TINJAUAN PUSTAKA
2.1 Persamaan Diferensial Parsial

Menurut (O’Neil, 2008), Persamaan Diferensial Parsial (PDP) adalah
persamaan yang paling sedikit memuat satu turunan parsial. Selanjutnya, (Ross,
2004) secara umum menjelaskan bahwa, persamaan diferensial parsial linier orde
dua dengan dua variabel bebasnya x dan t memiliki bentuk persamaan sebagai
berikut:
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0%y o’y 0%y 9y 0y (1)
B c D2 v EL b Fy=Gxt
a2 P Bgar ez TP TEG T HY =G 0)

dengan 4, B, C, D, E, F dan G adalah fungsi dari x dan t. Jika G(x,t) = 0 untuk
setiap (x, t), maka Persaman (1) menjadi

0%y ~d*y = d*y dy 0y (2)
A3x2+Bax6t+COt2 +Da+Ea+Fy—0

Persamaan (1) merupakan persamaan diferensial parsial nonhomogen, sedangkan
Persamaan (2) adalah persamaan diferensial parsial homogen.

Salah satu persaman diferensial parsial orde dua yang sering dikaji oleh para
ilmuwan adalah persamaan gelombang, Berdasarkan (O’Neil, 2008), diberikan
secara umum untuk persamaan gelombang

0%y 0%y
— 2
ﬁ =cC ﬁ + F (x ) t)
dan persamaan gelombang homogen dapat dinyatakan sebagai
Py _ 0% ®
0%t 0x?

Berdasarkan (Giancoli, 2009), berikut diberikan pernyataaan Hukum

Newton I, pengertian amplitudo dan frekuensi gelombang:
“Percepatan suatu benda berbanding Ilurus dengan jumlah gaya yang
bekerja pada suatu benda dan berbanding terbalik dengan massa benda.
Arah percepatan sama dengan arah jumlah gaya benda. Amplitudo adalah
pengukuran skalar yang nonnegatif dari besar osilasi suatu gelombang atau
simpangan terjauh dari titik kesetimbangan suatu gelombang. Frekuensi
gelombang adalah banyaknya gelombang yang terjadi dalam satu satuan
waktu”.

2.2 Deret Fourier

Berikut diberikan Definisi deret Fourier (Ross, 2004), (Hedi, 2010), (Humi
& Miller, 1992).
Definisi 1
Diberikan f merupakan fungsi dengan periode 2L. Deret Fourier dari [ adalah
deret

1 = nmx . nmnx 4)
an + Zl (ancosT + b,sin T)
n=

dengan koefisien
1 L
a, = —f f(x)dx
L),
1t nmx
a, = —f f(x)cos —dx, n=20,12,..
L), L
1t _ nmx
b, = —f f(x)sin—dx, n=123,..
L), L

ada. Lebih lanjut koefisien-koefisien tersebut disebut koefisien Fourier.
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Definisi 2
Diberikan f adalah suatu fungsi yang terdefinisi pada interval 0 < x < L dan

sedemikian sehingga integral dari fOLf(x)sinnLLxdx (n=123,..) ada.
Maka Deret ¥, bnsin%, dengan b, = %fOLf(x)sinnLﬂdx n=123..),
disebut Deret Fourier Sinus dari f pada interval 0 <x < L. Atau dituliskan dengan

nmx
f(x)~zbnsinT, 0 <x <L
n=1

2.3 Solusi Persamaan Diferensial Parsial

Persamaan diferensial parsial dapat ditentukan solusinya menggunakan
Metode Pemisahan Variabel (Humi & Miller, 1992), (Ross, 2004), (Powers,
2006),(Pinsky, 2010). Metode Pemisahan Variabel ini adalah salah satu cara
menentukan solusi Persamaan Diferensial Parsial dengan asumsi bahwa solusi
yang diperoleh merupakan perkalian fungsi-fungsi terhadap variabel bebasnya
masing-masing (terpisah).

Akan dicari solusi terpisah Masalah Syarat Batas (MSB)/Masalah Syarat
Awal Batas (MSAB) berbentuk superposisi berikut

y(6) = X() - T(0) )

Langkah-langkah menentukan solusi dengan metode ini adalah

(1) Persamaan (5) disubstitusi ke PDP yang diberikan.

(2) Membagi hasil langkah (1) dibagi dengan X (x).T(t)

(3) Jika hasil langkah (2) dapat dinyatakan sebagai jumlahan suku-suku yang
hanya bergantung dari x dan suku-suku yang hanya bergantung dari t. Maka
dengan konstanta pemisah (-4 dan 1) akan diperoleh sistem 2 Persamaan
Diferensial Biasa (PDB).

(4) Menggunakan SB dan (atau) SA yang sesuai untuk menentukan SB atau SA
pada PDB hasil dari langkah (3).

(5) Menyelesaikan PD (MSB / MSAB) hasil pada langkah (3) dan (4).

(6) Menentukan  y(x,t) = X(x) - T(t), kemudian tentukan solusi umum
(dengan mengguankan sifat superposisi).

(7) Menggunakan SA/SB yang tersisa untuk menentukan solusi khusus MSB /
MSAB yang diberikan.

Selanjutnya diberikan Teorema solusi PDP menurut (Zill & Cullen, 2009)
Teorema 3 (superposisi)
Jika y1,¥,, V3, ..., Y adalah solusi untuk persamaan diferensial parsial homogen
(3), maka kombinasi linier
y=y(xt) =c1y1 + C¥2 + C3yz + o+ i,
denganc;, (i = 1,2,3,...,n) konstanta, adalah juga solusi dari persamaan
diferensial parsial homogen.

3. METODOLOGI

Langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini adalah menjelaskan
terbentuknya model persamaan gelombang pada senar yang dipetik, menentukan
solusi menggunakan metode pemisahan variabel dan amplitudo gelombang
ditentukan dengan melibatkan syarat awal dan deret Fourier, melakukan simulasi
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untuk pergerakan amplitudo gelombang dengan beberapa posisi yang
merepresentasikan sebarang posisi pemetikan senar (disajikan 3 kasus), dan
menginterpretasikan solusi dan amplitudo persamaan gelombang yang dihasilkan
dari senar gitar yang dipetik.

4. HASIL DAN PEMBAHASAN
4.1 Pemodelan Persamaan Gelombang Pada Senar Gitar

Persamaan Gelombang dapat dihasilkan dari senar gitar yang dipetik. Ketika
sebuah senar dipetik maka senar akan bergetar dan menghasilkan suatu
gelombang, karena pada senar gitar kedua ujungnya tetap maka gelombang yang
dihasilkan akan dipantulkan dari kedua ujung senar sehingga membentuk
gelombang berdiri, dimana gelombang tersebut terlihat seperti tidak merambat
melainkan bergetar harmonis ke atas dan ke bawabh.

Gelombang yang dihasilkan dari getaran senar gitar dapat direpresentasikan
dengan suatu fungsi y yang dinotasikan sebagai simpangan vertikal suatu senar
dari sumbu x. Simpangan tersebut bergantung pada posisi pemetikan dan waktu
pemetikan sehingga fungsi y bergantung pada dua variabel bebas yaitu x untuk
posisi sepanjang senar dan ¢ untuk waktu pemetikan atau dinotasikan dengan y =
y(x,t). Berikut diberikan partisi senar gitar

Tsinf, T

Tsingy

Gambar 1. Partisi Senar

Keterangan:

T . gaya tegangan

ps :  partisi senar

Ay : jarak senar dari posisi kesetimbangannya
Ax . panjang partisi senar pada posisi setimbang
X1,%,  titik ujung partisi

01 :sudut pada titik x;

02 :sudut pada titik x,

Jika gravitasi diabaikan dan gaya yang bekerja pada senar hanya gaya
tegangan 7 maka diperoleh dua sudut yang dihasilkan pada kedua titik partisi
senar yaitu 61 dan 62. Ay menunjukkan besar pergeseran partisi senar dari posisi
kesetimbangannya dan Ax menunjukkan panjang partisi senar pada saat keadaan
setimbang.

Berdasakan Hukum Newton II diperoleh jumlah gaya yang bekerja pada
arah sumbu y yaitu:
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Z E, = Tsin6, — Tsin6, = ma,,
Karena sudut 8, dan 68, kecil, maka sin 6 ~ tan 6 = % =s, dengan 0 <6 < E a,

dapat diganti dengan y dan massa senar digambarkan sebagai massa per satuan

panjang p dikalikan panjang ps, karena ps kecil, maka ps ~ Ax, sehingga:
62y@T y %y TAS_ %y

, a 2 (SZ , Sl) - p xatz ZAx patz

. A4ds 0%y ds 0% d Ay da°y
®TAlalcr—r>loAx T Po T Tax _’DatZ@Tax(Aa) Pz

0 ( ] Ay) 0%y d (63/) 0%y Td*y 0%

T— oT— — =
 ax \arSoax) TP a2 T ox \ox p6t2®p6x2 ot?

Cepat rambat gelombang didefinisikan dengan ¢ = \/;, sehingga diperoleh

29%y _ 9%y
ax2 9tz

T(tané, — tan6,) = pAx

persamaan gelombang dimensi satu (3), yaitu ¢

4.2  Solusi Persamaan Gelombang Pada Senar Gitar
Diasumsikan bahwa senar memiliki panjang L dan kedua ujungnya tetap
(diilustrasikan dengan Gambar 2), sehingga menghasilkan dua syarat batas yaitu:

y
/\ .
0 L

Gambar 2. Ilustrasi Senar
dikedua ujung senar pada setiap waktu, 0 < x < L :
y(0,)=0; y(Lt)=0,t>0 (6)

Selanjutnya senar dipetik tanpa kecepatan awal, diperoleh syarat awal
y(,0) = f(x); =y(x0) =0, 0<x<L (7)

dengan f(x) mendefinisikan posisi awal pemetikan.

Solusi persamaan gelombang dapat diperoleh dengan menggunakan metode
pemisahan variabel dimana solusi persamaan gelombang y(x,t) diasumsikan
berbetuk Persamaan (5). Berdasarkan aturan pada metode pemisahan variabel
maka diperoleh dua persamaan diferensial biasa sebagai berikut:

2 2
d d)i(zx) —0X(x) =0; ii. d ;;gt) —c%aT(t) =0 (8)

Dari dua Persamaan (8i) dan (8ii) dan menggunakan Persamaan (6)
diperoleh solusi Persamaan (8) berturut-turutyaitu,

nm
X,(x) = az'nsinTx, n=123,.. 9)
nmc nmc
T,(x) = cl,ncosTt +con sinTt, n=123,.. (10)
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Berdasarkan Persamaan (9) dan (10), diperoleh Solusi umum persamaan
gelombang (3) menggunakan sifat superposisi (Teorema 3) adalah

y(x, 1) = Z Y,

nmc nmc
ZX ()T, (x) = Z a, nsm (cl’ncosTt +cn sinTt),

Solus1 persamaan gelombang yang memenuhi Syarat batas (7), diperoleh
sebagi berikut

y(x,t) = i y,(x ) = i sm cos (?t) (11)

dengan a, = ay ¢, (n =1,2,3,..).

4.3 Amplitudo Gelombang pada Senar Gitar

Amplitudo gelombang dapat diperoleh dengan menentukan koefisien «a,,
pada solusi persamaan gelombang dengan melibatkan suatu fungsi yang
didefinisikan sebagai kondisi awal pemetikan. Diberikan fungsi awal senar
(Hammond, 2011).

};—x, (0<x<d) (12)
L—d =

dan fungsi tersebut diilustrasi pada Gambar 3 berikut ini

x=d T

Gambar 3. Kondisi awal pemetikan senar

dengan menggunakan Persamaan (11), Syarat awal (7) dan Persamaan (12),
diperoleh

[ee]

(x,0)=f(x) = Z a, sin (Ex)
VX, o n L ’
Berdasarkan Definisi 2 dan Metode integral parsial, diperoleh nilai koefisien
a, (atau amplitudo) berikut

L d H
t, = %f F(x)sin (nLﬂ) dx = [f %sin (nLﬂ) dx + f h(LL_—dx) sin (n1LTx) dx‘
5 0

hL3 _ (nnd)
(L — dyn?r2d ST

PIN o~ N
/-~
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Jadi, solusi persamaan gelombang (11) dapat dinyatakan dinyatakan sebagai
berikut:

- 2h1? ~/mmd\ _ mm nrc (13)
y(x, t) = ;nznzd(L my sm( L )sm (Tx) cos (T t),
n=123,..),

dengan 4 simpangan senar, d posisi pemetikan, dan L adalah panjang senar.

4.4 Simulasi pergerakan amplitudo gelombang pada Solusi Persamaan

Gelombang

Persamaan (13) menyatakan bahwa solusi persamaan gelombang adalah
jumlahan dari suku-suku yang disebut harmonik. Masing-masing harmonik
menggambarkan sebuah gerak harmonik dengan panjang gelombang yang
berbeda. Masing-masing harmonik diperoleh dengan mensubtitusikan nilai » pada
solusi persamaan gelombang (n =1,2,3, ...).

Berikut diberikan simulasi untuk pergerakan amplitudo gelombang dengan
beberapa posisi yang merepresentasikan sebarang posisi pemetikan senar:
Kasus 1 : Senar dipetik pada posisi 0 < d < %

Pasisi Al Pamatikan

L L
@ E3 a0 ®

osisl Sepanjang Senar fer)

Gambar 4. Posisi awal senar Kasus 1

Gambar 5. Pergerakan amplitudo gelombang Kasus 1
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Getaran Senar Ttk Pemetican = Ledel)

o

Gambar 6. Getaran senar pada plot 3D Kasus 1
Kasus 2 : Senar dipetik pada posisi tepat di tengah senar (d = g)

et Positi Al Paetiban
T T

Aengituda Senar om)
T

Fl 5
Posiai Saparging Swnst (cm)

Gambar 7. Posisi awal senar Kasus 2

af
S~ ] ~
b 4
s 4
L L L L L L

L L L
= *®

Gambar 8. Pergerakan amplitudo gelombang Kasus 2

Gataran Seecs (Taik Parvatinn = dL2)

pasisi

Gambar 9. Getaran senar pada plot 3D Kasus 2
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Kasus 3 : Senar dipetik pada posisi% <d<lL

s4ish Al Pametiss,

I | |
2 = n ® o
Posisi Sepanjang Sanar

Gambar 10. Posisi awal senar Kasus 3

T T T T

Gambar 11. Pergerékaﬁ Arﬂplitudo Gelombang Kasus 3

o2

Gambar 12. Getaran Senar pada Plot 3D Kasus 3

Ketiga kasus tersebut merupakan representasi dari sebarang posisi
pemetikan senar, yaitu sebagai berikut:

a. Kasus 1 (lihat Gambar 4, 5, 6) merupakan respresentasi posisi pemetikan
pada0<d <z

b. Kasus 2 (lihat Gambar 7, 8, 9) merupakan respresentasi posisi pemetikan
padad = %

c. Kasus 3 (lihat Gambar 10, 11, 12) merupakan respresentasi posisi
pemetikan pada % <d<L.

dengan d adalah posisi pemetikan senar.
Berikut diberikan subplot pergerakan gelombang (Gambar 13, 14 dan 15)
pada senar untuk setiap kasus.
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P 1 < 2 e st
4 4 4 4
2 2 2 2
0 1] 0 -\J 1} -\/
2 2 2 -2
4 -4 -4 4
a 10 =0 an 40 1] o i} el an 40 il a 10 P R 1 0 50 a 10 0 30 40 1]
H 104 i ¥ 104 B " 104 " 104
1 4 q 1
2 P\ 2 2 2
0 o e i i
2 2 2 2
-4 | -4 -1
1] n 1] 1) 40 =1l o 0 = a 40 =1l a 10 030 a0 50 a 10 0= 40 1]
Gambar 13. Pergerakan Gelombang pada kasus 1
w? 1 %10 2 s L 4
4 4 4 4
3 2 1 z
o 1] i} o
-2 2 5] -2
-4 -4 -4 -4
] o D0 I 40 =m 1] im0 I 40 = 1 0 20 30 40 40 1] o 20 3 40 =m
Wit & w0t B Wil it 8
4 4 4 4
2 2 2 2
o 1} n 1]
-2 2 -2 -2
-4 4 -4 -4
a o a 1] a0 i o 1] i 1) a0 =) 0 10 a0 an 40 &0 a m 20 1] a0 @

Gambar 14. Pergerakan Gelombang pada kasus 2
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a i @D 3 40 1] o @ 3 40 B a 10 20 30 40 &0 a i 20 30 40 m|

) ) ) \/ )
-4 -4 - -1

a LU | B 1N || B 1 ] o @ @ 4 & 1] 10 20 30 40 50 i} m 2 =0 40 &

Gambar 15. Pergerakan Gelombang pada kasus 3

5. KESIMPULAN

Dari beberapa kasus posisi pemetikan senar di atas dapat dilihat bahwa

ketika sebuah senar dipetik tepat ditengah (d = %) maka amplitudo gelombang

yang dihasilkan akan bergerak ke bawah dengan arah yang tegak lurus dengan
sumbu x dan sejajar dengan sumbu y, sedangkan ketika senar dipetik pada posisi

d ;t% atau dengan kata lain senar dipetik tidak tepat ditengah maka amplitudo

gelombang yang dihasilkan pada senar akan bergerak ke bawah dengan arah yang
tidak tegak lurus terhadap sumbu x dan tidak sejajar dengan sumbu y.

L2 nrd .
—————sin|—), semakin
(L—d)n2m2d L

besar nilai # maka simpangan awal pemetikan senar akan semakin besar,
akibatnya amplitudo gelombang yang dihasilkan semakin besar, sehingga
frekuensi yang dihasilkan juga akan semakin banyak dan senar akan bergetar
lebih lama sampai berada pada posisi kesetimbangannya. Perilaku amplitudo
gelombang pada senar gitar yang dipengaruhi oleh kondisi pemetikan merupakan
ciri khas atau karakteristik gelombang yang dihasilkan dari sebuah senar gitar
yang dipetik.

Amplitudo gelombang dinyatakan dengan
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