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Abstract. The graph G is defined as a pair of sets (V, E) denoted by G = (V, E), where V is
a non-empty vertex set and E is an edge set may be empty connecting a pair of vertex. Two
vertices v and v in the graph G are said to be adjacent if u and v are endpoints of edge e = uwv.
The degree of a vertex v on the graph G is the number of vertices adjacent to the vertex v. In
this study, the topic of graphs is vertex coloring will be studied. Coloring of a graph is giving
color to the elements in the graph such that each adjacent element must have a different color.
Vertex coloring in graph G is assigning color to each vertex on graph G such that the adjecent
vertices u and v have different colors. The minimum number of colorings produced to color a
vertex in a graph G is called the vertex chromatic number in a graph G denoted by x(G).
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1. Pendahuluan

Sejarah graf dimulai pada Abad ke 19, sejak adanya permasalahan jembatan Konigsberg tahun
1736 [3]. Graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V, F) ditulis dengan notasi G =
(V, E), dengan V merupakan himpunan titik (vertex) tak kosong dan E adalah himpunan sisi
(edge) boleh kosong yang menghubungkan sepasang titik, sebuah graf mungkin tidak memiliki
sisi, namun harus memiliki titik atau simpul minimal satu [7][15]. Dua titik vy dan v pada graf
G dikatakan bertetangga (adjacent) jika u dan v merupakan titik ujung dari sisi e = vyvs pada
graf G sehingga sisi e dikatakan bersisihan (incident) dengan titik vo dan vs [16]. Banyaknya
titik pada suatu graf disebut order dari G dan banyaknya sisi pada graf G disebut size, untuk
menjelaskan bahwa V' adalah himpunan titik dari graf G, maka penulisannya dinotasikan sebagai
V(G), begitupun untuk E merupakan himpunan sisi pada graf G penulisannya yaitu E(G).
Derajat sebuah titik v pada graf G adalah banyaknya titik yang bertetangga dengan titik v [17].
Notasi dari derajat titik v yaitu d(v), notasi dari derajat minimum pada suatu graf G yaitu
d(G), dan notasi dari derajat maksimum pada suatu graf G yaitu A(G) [5]. Terdapat beberapa
pembahasan pada teori graf diantaranya ialah pelabelan dan pewarnaan graf.

Pelabelan merupakan sebuah pemetaan pada elemen-elemen graf (titik atau sisi) ke dalam
himpunan bilangan bulat positif [9]. Pewarnaan dari suatu graf merupakan pemberian warna
pada elemen-elemen yang ada pada graf sedemikian hingga setiap elemen yang berdekatan
harus memiliki warna berbeda [4]. Ada tiga jenis pewarnaan, yaitu pewarnaan titik, sisi,
dan pewarnaan wilayah [6]. Jumlah warna minimum yang digunakan untuk mewarnai suatu
graf G disebut bilangan kromatik (8). Pada pewarnaan titik dan wilayah, bilangan kromatik



dinotasikan dengan x(G), sedangkan pada pewarnaan sisi, bilangan kromatik dinotasikan dengan
V(@) [2]

Pewarnaan titik pada graf G merupakan pemberian warna pada setiap titik pada graf G
sedemikian rupa sehingga titik yang bertetangga u dan v tidak memiliki warna yang sama
c(u) # ¢(v) dimana c(u) merupakan warna dari titik v dan ¢(v) merupakan warna dari titik
v (13). Jumlah pewarnaan minimum yang dihasilkan untuk mewarnai titik pada suatu graf G
disebut dengan bilangan kromatik titik pada graf G dinotasikan dengan x(G) [11].

Graf yang digunakan dalam penelitian ini ialah keluarga graf sentripetal yaitu keluarga graf
yvang memiliki satu titik pusat dan setiap titik yang lainnya harus saling bertetangga atau
terhubung dengan titik pusat. Keluarga graf sentripetal yang akan diteliti pada topik pewarnaan
titik ini yaitu graf gurita, graf gunung api, graf sandat, graf bunga matahari, dan graf tunjung.

Berikut penelitian yang telah dilakukan sebelumnya terkait pewarnaan titik pada beberapa
graf, yaitu pada beberapa graf harary [12], graf roda, graf kipas, graf helm, graf prisma, dan
graf anti prisma [10], graf dual dari graf roda [1], korona graf kipas dengan graf kipas, graf buku
segitiga dengan graf buku segitiga berorder sama [14].

2. Hasil Penelitian

Pada penelitian ini didapatkan lima teorema baru terkait pewarnaan titik pada keluarga
graf sentripetal yaitu graf gurita O,,, graf gunung api V,,, graf sandat St,, graf bunga matahari
S fn, dan graf tunjung T'j,.

Teorema 2.1 Bilangan kromatik graf gurita O,, dengan n > 2, adalah x(O,) = 3

Bukti. Graf gurita O,, merupakan graf terhubung yang memiliki himpunan titik V(O,) =
{z,yi,2;1 <i <n} dan himpunan sisi E(O,,) = {zy;, zz;;1 <i < n}U {yyit1;1 <i<n—1}.
Sehinggga kardinalitas titik dan sisi dari graf gurita yaitu |V(O,,)| = 2n+1 dan |E(O,,)| = 3n—1.
Graf gurita merupakan graf yang memiliki satu titik pusat x yang saling bertetangga dengan
setiap titik lainnya, sehingga titik pusat x harus memiliki warna yang berbeda dengan setiap
titik yang lainnya. Titik y; untuk ¢ ganjil selalu bertetangga dengan titik y; untuk ¢ genap,
sehingga titik g; untuk ¢ ganjil dan ¢ genap harus saling memiliki warna yang berbeda. Sehingga
diberikan fungsi pewarnaan pada titik sebagai berikut.

clr) = 1

N 2, jika 7 ganjil
cly:) = { 3, jika i genap
c(z;)) = 2,untuk 1 <i<n

Terbukti jika bilangan kromatik pada graf gurita dengan n > 2 adalah x(O,) = 3
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Figure 1. Pewarnaan Titik pada Graf Gurita O;5

Teorema 2.2 Bilangan kromatik graf gunung api V;, dengan n > 2, adalah x(V;,) = 3

Bukti. Graf gunung api V,, merupakan graf terhubung yang memiliki himpunan titik V (V) =
{zi;1 < i <3} U{y;;1 < i < n} dan himpunan sisi E(V,,) = {x122, zows, x321} U {zy; 1 <
i < n}. Sehinggga kardinalitas titik dan sisi dari graf gunung api yaitu |V (V,,)| = n + 3 dan
|E(V,)] = n+ 3. Graf gunung api merupakan graf yang memiliki satu titik pusat z; yang
saling bertetangga dengan setiap titik lainnya, sehingga titik pusat x; harus memiliki warna
yang berbeda dengan setiap titik yang lainnya. Titik x1, 2, dan x3 merupakan titik dari cycle
c3 sehingga setiap titik dari x1, z9, dan x3 saling bertetangga dan harus memiliki warna yang
berbeda. Titik y; merupakan titik yang terhubung atau bertetangga dengan titik pusat z; dan
tidak saling bertetangga dengan titik xo dan x3 sehingga titik y; dapat memiliki warna yang
sama dengan titik xo atau x3. Sehingga mengakibatkan fungsi pewarnaan pada titik sebagai
berikut.

c(ry) =1 c(xg) =2 c(xz) =3
c(y;) =2,untuk 1 <i<mn

Terbukti jika bilangan kromatik pada graf gunung api dengan n > 2 adalah x(V},) = 3.
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Figure 2. Pewarnaan Titik pada Graf Gunung Api Vig

Teorema 2.3 Bilangan kromatik graf sandat St,, dengan n > 3, adalah x(St,) =3

Bukti. Graf sandat St, merupakan graf terhubung yang memiliki himpunan titik V' (St,) =
{2} U{yi, yi1,9i2;1 < i@ < n} dan himpunan sisi E(St,) = {2y, vyi1, T¥i2, vivi1, ¥ivi2; 1 <
i < m}. Sehinggga kardinalitas titik dan sisi dari graf sandat yaitu |V (St,)| = 3n + 1 dan
|E(St,)| = bn. Graf sandat merupakan graf yang memiliki satu titik pusat = yang saling
bertetangga dengan setiap titik lainnya, sehingga titik pusat x harus memiliki warna yang
berbeda dengan setiap titik yang lainnya. Titik y; bertetangga dengan titik y; 1 dan y; 2 sehingga
harus memiliki warna yang berbeda dengan titik tersebut. Titik y; 1 dan y; 2 merupakan titik
yang saling berhadapan namun tidak saling bertetangga, sehingga titik y; 1 dan y;2 dapat
memiliki warna yang sama. Sehingga mengakibatkan fungsi pewarnaan pada titik sebagai
berikut.

clx) = 1
c(y)) = 2,untuk 1 <i<n
c(yi1) =c(yiz) = 3,untuk 1 <i<n

Terbukti jika bilangan kromatik pada graf sandat dengan n > 3 adalah x(St,) = 3.



Figure 3. Pewarnaan Titik pada Graf Sandat St; dan Stg

Teorema 2.4 Bilangan kromatik graf bunga matahari S f,, dengan n > 3, adalah

3, untuk n genap

X(8fn) = { 4, untuk n ganjil
Bukti. Graf bunga matahari Sf, merupakan graf terhubung yang memiliki himpunan titik
V(Sfn) = {v} U {uj,w;,z;;1 < i < n} dan himpunan sisi E(Sf,) = {wv,vw; ,w;z;,ve;l <
i < n}U{wwi+;1 < i < n—1} U{wiw,}. Sehinggga kardinalitas titik dan sisi dari
graf bunga matahari yaitu |V (Sf,)| = 3n + 1 dan |E(Sf,)| = 5n. Berdasarkan himpunan
titik dan himpunan sisi, derajat terkecil dari graf bunga matahari Sf, yaitu 6(Sf,) = 1 dan
derajat terbesarnya yaitu A(Sf,) = 3n. Pada graf bunga matahari terdapat dua kasus dalam
pembuktian bilangan kromatik graf S'f,,.
Kasus 1: untuk n genap

Graf bunga matahari untuk n genap memiliki satu titik pusat v yang saling bertetangga
dengan setiap titik lainnya, sehingga titik pusat v harus memiliki warna yang berbeda dengan
setiap titik yang lainnya. Titik w; merupakan titik pendant yang hanya bertetangga dengan
titik pusat v, sehingga titik u; dapat memiliki warna yang sama dengan titik w; atau titik ;.
Titik w; merupakan titik yang membentuk sebuah lingkaran sehingga titik W; akan bertetangga
dengan titik w;11 dan titik w; akan bertetangga dengan titik w,, sehingga menyebabkan warna
untuk titik w; dengan i ganjil harus berbeda dengan i genap. Titik z; bertetangga dengan
titik w; untuk ¢ ganjil dan titik z; bertetangga dengan titik w; untuk ¢ genap, sehingga harus
memiliki warna yang berbeda untuk setiap titik w; dan x; dengan ¢ ganjil dan setiap titik w;
dan z; untuk ¢ genap. Sehingga mengakibatkan fungsi pewarnaan pada titik sebagai berikut.

clv) =1 clu;) =2

2, jika 4 ganjil
3, jika ¢ genap

cw) = {

2, jika i genap
3, jika ¢ ganjil

clx;)) = {



Kasus 2: untuk n ganjil

Graf bunga matahari untuk n ganjil memiliki satu titik pusat v yang saling bertetangga
dengan setiap titik lainnya, sehingga titik pusat v harus memiliki warna yang berbeda dengan
setiap titik yang lainnya. Titik u; merupakan titik pendant yang hanya bertetangga dengan
titik pusat v, sehingga titik u; dapat memiliki warna yang sama dengan titik w; atau titik z;.
Titik w; merupakan titik yang membentuk sebuah lingkaran dengan n ganjil untuk 1 < ¢ <n
sehingga titik w; akan bertetangga dengan titik w; 1 dan titik w; akan bertetangga dengan titik
wy, sehingga menyebabkan titik w; untuk ¢ ganjil, titik w; untuk ¢ genap, dan titik w,, harus
memiliki warna yang berbeda. Titik w; bertetangga dengan titik z; untuk ¢ ganjil dan titik
w; bertetangga dengan titik x; untuk ¢ genap, sehingga harus memiliki warna yang berbeda
untuk setiap titik w; dan z; untuk ¢ ganjil dan setiap titik w; dan x; untuk ¢ genap. Sehingga
mengakibatkan fungsi pewarnaan pada titik sebagai berikut.

c(v) =1 c(u;) =2,untuk 1 <i<n
2, jika 7 ganjil
clw;) = 3, jika i genap
4, jikai =n
N 2, jika i genap
olzi) = { 3, jika i ganjil

Terbukti jika bilangan kromatik pada graf bunga matahari dengan n > 3 adalah

_ 3, untuk n genap
X(5fn) = { 4, untuk n ganjil

Figure 4. Pewarnaan Titik pada Graf Bunga Matahari S f5 dan S fg

Teorema 2.5 Bilangan kromatik graf tunjung 7, dengan n > 3, adalah

. - 3, untuk n genap
X(Tin) = { 4, untuk n ganjil



Bukti. Graf tunjung 7'j,, merupakan graf terhubung yang memiliki himpunan titik V' (T'j,,) =
{w} UA{zi,yi,zi;1 < i < n} dan himpunan sisi E(Tj,) = {wx;, ziyi, yizi, wy;, wzi;1 < i <
n} U{zizir1, vivir1;1 <@ < n— 1} U{z12,,y1yn}. Sehinggga kardinalitas titik dan sisi dari
graf tunjung yaitu |V (Tj,)| = 3n + 1 dan |E(Tj,)| = Tn. Berdasarkan himpunan titik dan
himpunan sisi, derajat terkecil dari graf tunjung 7', yaitu §(7'j,) = 2 dan derajat terbesarnya
yaitu A(T'j,) = 3n. Pada graf tunjung terdapat dua kasus dalam pembuktian bilangan kromatik
graf T'j,.
Kasus 1: untuk n genap, x(7j,) =3

Graf tunjung untuk n genap memiliki satu titik pusat w yang saling bertetangga dengan setiap
titik lainnya, sehingga titik pusat w harus memiliki warna yang berbeda dengan setiap titik yang
lainnya. Titik z; merupakan titik yang membentuk sebuah lingkaran sehingga menyebabkan
warna di titik x; untuk ¢ ganjil harus berbeda dengan i genap, serta titik z; bertetangga dengan
titik g; untuk setiap nilai ¢ yang sama, sehingga harus memiliki warna yang berbeda di setiap
titik x; dan y; untuk setiap nilai ¢ yang sama. Titik z; bertetangga dengan titik y; dan tidak
bertetangga dengan titik x; sehingga warna di titik z; tidak boleh sama dengan pewarnaan
di titik y; untuk setiap nilai ¢ yang sama, namun boleh sama dengan pewarnaan di titik x;.
Sehingga mengakibatkan fungsi pewarnaan pada titik sebagai berikut.

clw) = 1

2, jika 7 ganjil 2, jika 7 genap
o(yi) = { 3, jika i genap oli) = cfzi) = { 3, jika ¢ ganjil
Kasus 2: untuk n ganjil, x(7j,) =4
Graf tunjung untuk n ganjil memiliki satu titik pusat w yang saling bertetangga dengan
setiap titik lainnya, sehingga titik pusat w harus memiliki warna yang berbeda dengan setiap
titik yang lainnya. Titik z; merupakan titik yang membentuk sebuah lingkaran dengan n ganjil
sehingga akan menyebabkan warna di titik z; menghasilkan tiga warna berbeda untuk 1 < i <mn.
Titik y; merupakan titik yang membentuk lingkaran dan bertetangga dengan titik x; sehingga
akan menyebabkan terdapat tiga warna berbeda untuk 1 < ¢ < n dan setiap warna di titik y;
harus berbeda dengan titik x; untuk setiap nilai ¢ yang sama. Titik z; bertetangga dengan titik
y; dan tidak bertetangga dengan titik x; sehingga warna di titik z; tidak boleh sama dengan
warna di titik y; untuk setiap nilai ¢ yang sama, namun boleh sama dengan pewarnaan di titik
x;. Sehingga mengakibatkan fungsi pewarnaan pada titik sebagai berikut.

2, jika 7 ganjil
clw)=1 c(y;) =4 3, jika i genap
4,jikat =n

2, jika 7 genap

c(z;) = ¢ 3, jika i ganjil c(z) = {
4, jika i = 1

2, jika 7 genap
3, jika ¢ ganjil

Terbukti jika bilangan kromatik pada graf tunjung dengan n > 3 adalah

3, jika n genap
4, jika n ganjil

(i) = {



Figure 5. Pewarnaan Titik pada Graf Tunjung T'jg dan T'j1q

3. Kesimpulan

pada penelitian ini diperoleh lima bilangan kromatik baru tentang pewarnaan titik pada keluarga
graf sentripetal, yaitu nilai bilangan kromaik pada graf gurita O, dengan n > 2, adalah
x(O,) = 3, pada graf gunung api V,, dengan n > 2, adalah x(V,,) = 3, pada graf sandat
St, dengan n > 3, adalah x(St,) = 3, pada graf bunga matahari Sf, dengan n > 3, adalah
X(St,) = 3 untuk ngenap 4 untuk nganjil, nilai kromatik pada graf tunjung 7'j,, dengan n > 3,
adalah x(7j,) = 3 untuk n genap 4 untuk n ganjil.
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