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Abstract

All graph in this paper are members of family of book graph. Let GG is a connnected graph,
and let W = {wy, wa, ..., w; } a set of vertices which is dominating the other vertices which
are not element of W, and the elements of W has a different representations, so W is called
resolving dominating set. The minimum cardinality of resolving dominating set is called
resolving domination number, denoted by 7,-(G). In this paper we obtain the exact values
of resolving dominating for family of book graph.
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Pendahuluan

Topik yang digunakan dalam artikel ini adalah resolving domination number. Resolving
domination number adalah Kardinalitas minimum dari resolving dominating set[1]. Resolv-
ing dominating set merupakan himpunan titik pembeda yang mendominasi, artinya titik titik
pada resolving dominating set harus mendominasi titik-titik disekitarnya, minimun, dan se-
tiap titik memiliki representasi yang berbeda [2]. Misalkan W = {w;, ws, ..., w;} adalah
himpunan titik yang mendominasi titik-titik lainnya yang bukan anggota W, dan semua titik
memiliki representasi yang berbeda, maka W disebut resolving dominating set.

Terdapat beberapa peneliti sebelumnya yang telah meneliti topik resolving domination
number pada beberapa graf, seperti helm graph, line helm graph, middle helm graph, dan to-
tal helm graph yang diteliti oleh Hayyu dkk., pada tahun 2019 [3]. Selain itu, mardiya dkk.,
pada tahun 2020 meneliti resolving domination number pada graf Firecracker, Caterpillar,
dan Banana Tree [4]. Setelah membaca dan mempelajari penelitian-penelitian sebelum-
nya, peneliti tertarik untuk meneliti resolving domination number pada keluarga graf buku
dikarenakan belum ada peneliti terdahulu yang meneliti resolving domination number pada
keluarga graf buku. Graf buku termasuk ke dalam graf sederhana karena tidak memiliki sisi
ganda ataupun gelang dan tidak berarah karena tidak mempunyai orientasi arah. Graf buku
adalah graf hasil amalgamasi sisi dari graf cycle (C,,) sebanyak m dengan n dan m > 3
[5]. Amalgamasi sisi merupakan atau pengulangan suatu graf dengan satu sisi sebagai sisi
terminal [6].

Lemma yang digunakan untuk membuktian teorema resolving domination number
pada penelitian ini sebagai berikut.

Lemma 1. Jika k bukan resolving dominating set pada graf terhubung G, maka k — 1 juga
bukan resolving dominating set [7].

Lemma 2. Untuk setiap titik u anggota himpunan pembeda W' pasti memiliki representasi
yang berbeda terhadap W [8].
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Hasil Penelitian

Teorema 1. Untuk graf buku segitiga B3, dengann > 3, maka ~,(B3) = n.

Bukti. Untuk membuktikan bahwa ,.(B2) = n, perlu dibuktikan batas bawah ~,.(B3) > n
dan batas atas ,(B2) < n. Pertama dibuktikan bahwa batas bawah ~,.(B3) > n. Asum-
sikan 7,.(B2) < n, ambil ,.(B3) = n — 1. Terdapat beberapa kemungkinan penempatan
titik-titik sebagai anggota himpunan D di graf buku segitiga B> sebagai berikut.

Ambil D = {y1,y2} U {x1,29,--- , X,,—3}. Berdasarkan hasil konstruksi tersebut,
semua titik terdominasi oleh titik-titik yang merupakan anggota himpunan D karena y; ~
x1,x9,- - , Ty, namun terdapat titik yang memiliki representasi yang sama yaitu r(xz,) =
r(zp—1) = r(znp—2). Sehingga D bukan merupakan resolving dominating set. Karena
7-(B2) = n — 1 tidak memenuhi definisi resolving domination number, maka ~,(B3) =
n — 1 salah dan pengandaian ~y,.(B3) < n terbukti salah.

Ambil D = {z1,x9, -+ ,x,—1}. Berdasarkan hasil konstruksi di atas, terdapat titik
yang tidak terdominasi oleh himpunan D, yaitu titik x,, karena x,, tidak bertetangga dengan
x1,Z2, -+ ,Tyn — 1. Selain itu terdapat titik yang memiliki representasi yang sama, yaitu
r(y1) = r(y2). Sehingga D bukan merupakan resolving dominating set. Karena v, (B3) =
n — 1 tidak memenuhi definisi resolving domination number, maka ~,.(B3) = n — 1 salah
dan pengandaian ~y,(B3) < n terbukti salah.

Ambil D = {y;} U{x1, 22, -+ ,z,_2}. Berdasarkan hasil konstruksi di atas, semua

titik terdominasi oleh titik yang merupakan anggota himpunan D karenay, ~ z1, %2, , Tp,

namun terdapat titik yang mempunyai representasi yang sama yaitu r(z,,—1 |D) = r(x,|D).
Sehingga D bukan merupakan resolving dominating set. Karena v,.(B3) = n — 1 tidak
memenubhi definisi resolving domination number, maka y,.(B2) = n — 1 salah dan menurut
Lemma 1 jika n — 1 bukan dominating set, maka n — 2 juga bukan dominating set, sehingga
pengandaian v,.(B3) < n terbukti salah.

Selanjutnya dibuktikan batas atas ~y,(B3) < n. Ambil himpunan D = {z1, o, ...,
Zn—1} U {y1} sehingga didapatkan representasi titik sebagai berikut.

’l“(.fL‘n|D) = (1’27"' a2)
n-1
’I“(y2|D) = (17 31)

Berdasarkan Lemma 2, r(y;) # r(z;, 1 <1i < n — 1), sehingga tidak ada representasi
yang sama pada semua titik di B3. Semua titik pada B> terdominasi, karena y; ~ o,
dan y; ~ x;,1 < ¢ < n. Jadi D adalah resolving dominating set, sehingga didapatkan
¥(B3) = n. O

Teorema 2. Untuk graf buku segiempat B2, dengann > 3, v.(B2) = n + 1.

Bukti. Untuk membuktikan bahwa ~,.(B) = n+1, perlu dibuktikan batas bawah ~,.(B) >
n + 1 dan batas atas 7,.(B2) < n + 1. Pertama dibuktikan bahwa batas bawah ~,.(B2) >
n + 1. Asumsikan v,.(B2) < n + 1, ambil ~,.(B#) = n. Terdapat beberapa kemungkinan
penempatan titik-titik sebagai anggota himpunan D di graf buku segiempat (B2) sebagai
berikut.

Ambil D = {x,41,Zn42, - ,Z2,}. Berdasarkan hasil konstruksi tersebut, terda-
pat titik yang tidak terdominasi oleh himpunan D, yaitu titik y; karena tidak bertetangga
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dengan titik {z+1,Zp+2, -, T2, } . Sehingga D bukan merupakan resolving dominat-
ing set. Karena y,(B2) = n tidak memenuhi definisi resolvingdomination number, maka
v-(B2) = n salah dan pengandaian ~,.(B2) < n + 1 terbukti salah.

Ambil D = {x,11, Tni2, -+ Tan—2}U {y1, y2}. Berdasarkan hasil konstruksi terse-
but, terdapat titik yang memiliki representasi yang sama, yaitu titik 7(zan) = r(z2,—1). Se-
hingga D bukan merupakan resolving dominating set. Karena ~,(B2+) = n tidak memenuhi
definisi resolvingdomination number, maka ~,(B2) = n salah dan pengandaian v, (Bz) <
n + 1 terbukti salah.

Ambil D = {xy 41, Tnt2, -+, Tan—1}U {y1}. Berdasarkan hasil konstruksi tersebut,
terdapat titik yang tidak terdominasi oleh anggota himpunan D yaitu titik zon, karena titik
xon tidak bertetangga dengan titik y;. Sehingga D bukan resolving dominating set. Karena
v-(B}) = n tidak memenuhi definisi resolving domination number, maka ~,.(Bi) = n
salah dan menurut Lemma 1 jika n bukan resolving dominating set, maka n — 1 juga bukan
resolving dominating set, jadi pengandaian +,.(B1) < n + 1 terbukti salah. sehingga dida-
patkan 7,.(B2) = n + 1.

Selanjutnya dibuktikan batas atas v,(Bi) < n + 1. Ambil himpunan D = {z,,1,

Tnt2,c ,Tan} U{y1} sehingga didapatkan representasi titik sebagai berikut.
’I“(ZL‘@|D) = (3> 7371737"' a371)
—— =
i-1 n-i
n+l

syarat: {1 <i <n}
r(yQID) = (17 71)
——
n+l

Berdasarkan Lemma 2, 7(y;) # r(z;,mn + 1 < i < 2n), sehingga semua titik pada B
memiliki representasi yang berbeda. Semua titik di graf buku segiempat B terdominasi
karena y; ~ y2, y1 ~ x;,1 < ¢ < n. Jadi D adalah resolving dominating set, sehingga
didapatkan v, (B}) = n + 1. O

Teorema 3. Untuk graf buku segilima B2, dengann > 3, ~,(B3) = n + 1.

Bukti. Untuk membuktikan bahwa ~,.(B3) = n+1, perlu dibuktikan batas bawah ~,.(B3) >
n + 1 dan batas atas v,.(B2) < n + 1. Pertama dibuktikan bahwa batas bawah ~,.(B2) >
n + 1. Asumsikan ,.(B2) < n + 1, ambil ~,.(B})) = n. Terdapat beberapa kemungki-
nan penempatan titik-titik sebagai anggota himpunan D di graf buku segilima (B2) sebagai
berikut.

Ambil D = {x, 41, Tny2, -+ ,x2,}. Berdasarkan hasil konstruksi tersebut, terdapat
titik yang tidak terdominasi oleh himpunan D, yaitu titik 41, dan y2. Sehingga D bukan
merupakan resolving dominating set. Karena +,.(B>) = n tidak memenuhi definisi resolv-
ing domination number, maka -y, (B?) = n salah dan pengandaian ,.(B)) < n+ 1 terbukti
salah.

Ambil D = {xy11,Zp12, - ,Ton—2} U{y1,y2}. Berdasarkan hasil konstruksi terse-
but, terdapat titik yang tidak terdominasi oleh himpunan D, yaitu titik 2,1 dan zon. Se-
hingga D bukan merupakan resolving dominating set. Karena +,.(B2) = n tidak memenuhi
definisi resolving domination number, maka v, (BJ) = n salah dan pengandaian v, (B3) <
n + 1 terbukti salah.
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Ambil D = {xy41, Tny2, -+, T2n—1} U {y1}. Berdasarkan hasil konstruksi tersebut,
terdapat titik yang tidak terdominasi oleh anggota himpunan D, yaitu titik xon. Sehingga D
bukan merupakan resolving dominating set. Karena +,.(B2>) = n tidak memenuhi definisi
resolving domination number, maka -y, (B) = n salah dan menurut Lemma 1 jika n bukan
resolving dominating set, maka n— 1 juga bukan resolving dominating set, jadi pengandaian
v-(B2) < n + 1 terbukti salah, sehingga didapatkan ~,.(B2) > n + 1.

Selanjutnya dibuktikan batas atas dari resolving domination number dari graf buku
segilima ~y,.(B3) < n+1. Ambil himpunan D = {29, 11, T2n12, - - , z3n}U{y1 } sehingga
didapatkan representasi titik sebagai berikut.

T(.’L’z’D):(?), ;3,2,3,- - 7371)
—_—— ——

syarat: {1 <i<n}
r(x;|D)=(3,---,3,1,3,---,3,2)
H./_/

L/
i-4 2n-i
n+l
syarat: {(n +1) <i < 2n}
T(Z/Q’D) = (17 71)
———
n+l

Berdasarkan Lemma 2 7(y1) # 7(zi,2n + 1 < i < 3n), sehingga semua titik pada
B? memiliki representasi yang berbeda. Semua titik di graf buku segilima B> terdominasi.
Jadi D adalah resolving dominating set, sehingga didapatkan ,.(B2) = n + 1. O

Teorema 4. Graf buku segienam BS, dengan n > 3, v,.(BS) = n + 1.

Bukti. Untuk membuktikan bahwa ~,.(B¢) = n+1, perlu dibuktikan batas bawah ~,.(BS) >
n + 1 dan batas atas 7,.(BS) < n + 1. Pertama dibuktikan bahwa batas bawah -,.(BS) >
n + 1. Asumsikan 7,.(BS) < n + 1, ambil 7,.(BS) = n. Terdapat beberapa kemungkinan
penempatan titik-titik sebagai anggota himpunan D di graf buku segienam (B¢) sebagai
berikut.

Ambil D = {xo, 41, Tont2, -+, T3n }U{y1, y2 }. Berdasarkan hasil konstruksi di atas,
terdapat titik yang tidak terdominasi oleh himpunan D, yaitu titik ,,4-2, Zn;, - , T2, dan
Ton+2, T2ngs ' * , T3n. Sehingga D bukan merupakan resolving dominating set. Karena

7-(BS) = n tidak memenuhi definisi resolving domination number, maka ~,.(BS) = n
salah dan pengandaian +,.(BS) < n + 1 terbukti salah.

Ambil D = {x9,41, Tonto, - ,x3n}. Berdasarkan hasil konstruksi tersebut, terdapat
titik yang tidak terdominasi oleh himpunan D, yaitu titik y1,y2, dan z;,1 < i < n. Se-
hingga D bukan merupakan resolving dominating set. Karena +,.(BS) = n tidak memenuhi
definisi resolving domination number, maka +,(BS) = n salah dan pengandaian ,.(BS) <
n + 1 terbukti salah.

Ambil D = {z2,,41, Ton+2, - , T3n—1 }U{y1 }. Berdasarkan hasil konstruksi tersebut,
terdapat titik yang tidak terdominasi oleh anggota himpunan D, yaitu titik z9,,—1, £3,—1,
dan x4, 1.

Sehingga D bukan merupakan resolving dominating set. Karena +,.(BS) = n tidak
memenuhi definisi resolving domination number, maka ~,(BS) = n salah dan menurut
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Lemma 1 jika n bukan resolving dominating set, maka n — 1 juga bukan resolving domi-
nating set, dan pengandaian ~y,.(B%) < n + 1 terbukti salah. Jadi v, (BS) > n + 1.

Selanjutnya dibuktikan batas atas dari resolving domination number dari graf buku
segienam 7,.(BS) < n + 1. Ambil himpunan D = {x2,.1, 72,12, -+ ,3n} U {y1} se-
hingga didapatkan representasi titik sebagai berikut.

T(%Z’D):(ZL 7472747"’ 7471)
~——— ——

n+l

syarat: {1 <i<n}

syarat: {(3n + 1) < i < 4n}

r<y2‘D) = (27"' )2, 1)

n
——

n+1

Berdasarkan Lemma 2, r(y1) # r(x;,2n + 1 < i < 3n), sehingga semua titik pada
BS memiliki representasi yang berbeda. Semua titik di graf buku segienam B2 terdominasi.
Jadi D adalah resolving dominating set, sehingga didapatkan ~,.(B%) = n + 1. O

Teorema 5. Untuk graf buku segitujuh BY, dengann > 3, v,.(B!) = n + 2.

Bukti. Untuk membuktikan bahwa +,.( B ) = n+2, perlu dibuktikan batas bawah ~,.(B7) >
n + 2 dan batas atas 7, (B7) < n + 2. Pertama dibuktikan batas bawah ~,.(B7) > n + 2.
Asumsikan v, (B7) < n + 2, ambil v,.(B) = n + 1. Terdapat beberapa kemungkinan
penempatan titik-titik sebagai anggota himpunan D di graf buku segienam (B¢) sebagai
berikut.

Ambil D = {x9,41, Tont2, -+ ,x3n} U {y1}. Berdasarkan hasil konstruksi tersebut,
terdapat titik yang tidak terdominasi oleh himpunan D, yaitu titik (z;,4n + 1 < i < 5n).
Sehingga D bukan merupakan resolving dominating set. Karena ~,.(B!) = n + 1 tidak
memenuhi definisi resolving domination number, maka ~,(BY) = n + 1 salah dan pen-
gandaian ,(B/) < n + 2 terbukti salah.

Ambil D = {zopt1,Tont2,  + ,T3n—1} U {y1,y2}. Berdasarkan hasil konstruksi
tersebut, terdapat titik yang tidak terdominasi oleh himpunan D, yaitu titik x2,_1, 3,1,
dan 4, 1. Sehingga D bukan merupakan resolving dominating set. Karena ~,.(B]) =
n + 1 tidak memenuhi definisi resolving domination number, maka ~,(BI) = n + 1 salah
dan pengandaian ,.(B/) < n + 2 terbukti salah.
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Ambil D = {zp41,Tpyo, - ,xon} U {T3p41, Tant2, - , Tan, }. Berdasarkan hasil
konstruksi tersebut, terdapat titik yang tidak terdominasi oleh anggota himpunan D, yaitu
titik Y1, Y2, Tan—1, T4n, Tsn—1, dan xsn. Sehingga D bukan merupakan resolving dominat-
ing set. Karena v,.(B]) = n + 1 tidak memenuhi definisi resolving domination number,
maka ,(B7) = n + 1 salah dan menurut Lemma 1 jika n + 1 bukan resolving dominating
set, maka n juga bukan resolving dominating set. Jadi pengandaian ~,.(B!) < n+2 terbukti
salah, sehingga didapatkan ~,.(B)) > n + 2.

Selanjutnya dibuktikan batas atas v,.(B]) < n + 2. Ambil himpunan D = {zg,1,

Ton+2, -+ ,x3n} U{y1, y2} sehingga didapatkan representasi titik sebagai berikut.
T($1|D) = (47 7472741' o >4>172)
—— N
i-1 —n-i—
nIZ
syarat: {1 <i <n}
7a('fL"L|D) = (57 757175a"' 75>273)
—— N
i-4 2n-i
n+2

syarat: {(n+1) <1i < 2n}

7,‘(‘731|D) = (55 ’5’1755"' 7573’2)
i-10 4n-i
n+2

syarat: {(3n 4+ 1) <14 < 4n}

T(‘T’L|D) = (47 74)2>4-a"' 74727 ]—)
——— ——
i-12 4n-i
n+2

syarat: {(4n +1) <1 < bn}
Berdasarkan Lemma 2, 7(y1) # 7(y2) # r(zi,2n + 1 < ¢ < 3n), sehingga semua
titik pada B} memiliki representasi yang berbeda. Semua titik di graf buku segiempat B

terdominasi. Jadi D adalah resolving dominating set, sehingga didapatkan ,.(B!) = n+2.
O

Kesimpulan

Berdasarkan hasil penelitian, dapat disimpulkan bahwa Resolving domination number untuk
graf buku segitiga B>, dengan n > 3 adalah n. Resolving domination number untuk graf
buku segiempat B2, dengan n > 3 adalah n + 1. Resolving domination number untuk graf
buku segilima B>, dengan n > 3 adalah n + 1. Resolving domination number untuk graf
buku segienam BS, dengan n > 3 adalah n + 1. Resolving domination number untuk graf
buku segitujuh B, dengan n > 3 adalah n + 2.

Berdasarkan hasil penelitian belum ditemukan resolving domination number pada kelu-
arga graf buku secara umum, sehingga peneliti memiliki open problem sebagai berikut:

Masalah terbuka 1 Berapakah resolving domination number pada keluarga graf buku
Br?
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