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Abstract

Let G = (V(G), E(G)) be a nontrivial connected graph. The edge coloring is defined as
c: E(G) — {1,2,...,k},k € N, with the condition that no adjacent edges have the same
color. k-color r-dynamic is an edge coloring of k-colors such that each edge in neighboring
E(G) is atleast min {r, d(u)+d(v) — 2} has a different color. The dynamic r-edge coloring
is defined as a mapping of ¢ from E(G) such that |¢(N (uv))| = min{r, d(u) + d(v) — 2},
where N (uwv) is the neighbor of uv and ¢(N (uv)) is the color used by the neighboring side
of uv. The minimum value of % so that the graph G satisfies the k-coloring r-dynamic edges
is called the dynamic r-edge chromatic number. 1-dynamic chromatic number is denoted
by A(G), 2-dynamic chromatic number is denoted by A\;(G) and for dynamic r-chromatic
number is denoted by A, (G). The graphs that used in this study are graph T'L,,, TC'L,, and
the switch operation graph shack(Hz 2, v, n).

Keywords : r-dynamic edge coloring, r-dynamic edge chromatic number, special graphs,
shackle graph
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Pendahuluan

Graf didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V, E') ditulis dengan notasi (G = V, E),
yang mana V' merupakan himpunan tak kosong yang anggotanya disebut titik (vertex) dan
FE merupakan himpuan yang elemen-elemennya dinamakan sisi (edge). Sebuah graf G
dimungkinkan tidak memiliki sisi, tetapi harus memiliki titik minimal satu. Sebuah graf
yang tidak memiliki sisi tetapi memiliki sebuah titik saja disebut dengan graf trivial [7].
Salah satu kajian dalam teori graf adalah pewarnaan graf. Pewarnaan graf merupakan su-
atu fungsi yang memetakan unsur-unsur graf (titik dan sisi) ke suatu sembarang himpunan.
Jika daerah asal adalah sebuah sisi disebut dengan pewarnaan sisi. Jika daerah asal adalah
titik maka disebut dengan pewarnaan titik [6]. Misalkan G = (V(G), E(G)) adalah su-
atu graf terhubung tak-trivial. Suatu pewarnaan terhadap sisi-sisi G didefinisikan sebagai
c: E(G) — {1,2,....,k},k € N, dimana dua sisi yang bertetangga memiliki warna yang
berbeda. Penggunaan warna yang palng minimum disebut dengan bilangan kromatik, dan
selalu memenuhi Teorema 1 sebagai berikut.

Teorema 1 [1] Jika G adalah graf sederhana, maka A(G) < A\(G) < A(G) + 1
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Salah satu kajian dalam teori graf adalah pewarnaan sisi r-dinamis yang digener-
alisasikan dari pewarnaan titik r- dinamis.

Definisi 1. Pewarnaan sisi r-dinamis pada suatu graf G didefinisikan sebagai pemetaan c
dari E ke himpunan warna sedemikian hingga memenuhi kondisi berikut:

1. jika e = uv, f = vweE(G) maka c(e) # c(f), dan
2. Ye = wveE(G),| ¢(N(e)) |> min{r,d(u) + d(v) — 2}.

[2] Untuk mendapatkan nilai kromatik r dinamis dirumuskan oleh Observasi 1 sebagai
berikut.

Observasi 1 [4] Misal G adalah graf terhubung dan A merupakan bilangan kromatik di-
namis maka berlaku A\ (G) < A\ y1(QG).

Berikut beberapa definisi operasi graf yang dipakai dalam penelitian ini.

Definisi 2. [3]Shackle dari graf H dinotasikan dengan G = shack(H,v,n) adalah graf
G yang dibangun dari graf non trivial Hy, Ha, ..., H,, sedemikian hingga untuk setiap 1 <
s,t < n, Hg dan H, tidak memiliki titik penghubung dimana |s — t| > 2 dan untuk setiap
1 <1¢ < n—1, Hy dan H;y1 memiliki tepat satu titik bersama v, disebut dengan titik
penghubung dan k — 1 titik penghubung tersebut adalah berbeda. Jika G = shack(H,v,n)
titik penghubung digantikan dengan subgraf K C H disebut dengan generalized shackle,
dan dinotasikan dengan G = gshack(H, K C H,n) .

Terdapat beberapa hasil penelitian pewarnaan sisi r dinamis sebelumnya, seperti Megan-
ingtyas pada tesisya melakukan pewarnaan sisi » dinamis pada graf khusus diantaranya yaitu
graf lintasan (P, ), graf sikel (C;,), graf bintang (.S,,), graf roda (W),), graf friendship (£7,),
dan graf amalgamasi lintasan [5]. Pada penelitian ini, penulis akan mengangkat masalah
bagaimana menemukan nilai kromatik pewarnaan sisi 7-dinamis graf hasil operasi.

Hasil Penelitian

Dari hasil penelitian ini didapatkan beberapa teorema terkait pewarnaan sisi r-dinamis pada
graf hasil operasi. Teorema yang pertama adalah nilai kromatik pada pewarnaan sisi r-
dinamis dari graf gshack(Hs, e, n) yang disajikan dalam teorema berikut.

Teorema 1. Untuk n > 3 bilangan kromatik sisi r-dinamis pada graf triangular ladder
(T'Ly,) adalah :

Bukti. Graf T'L,, dengan n > 3 memiliki himpunan titik V(T'L,,) = {x;,yi; 1 < i < n+1}
dan himpunan sisi E(TL,) = {zxir1,9i9i+1;1 < i < n}U{zy;1 <i<n+1}U
{ziyiy1;1 <i <n}. |V(TL,)| =2n+2,|E(TL,)| = 4n + 1, serta A(T'L,,) = 4.
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Kasus 1. Berdasarkan Teorema 1 bahwa A(T'L,,) < AN(TL,,) < A(TL,) + 1, sehingga
MNTLy) > 4. Selanjutnya ditunjukkan bahwa \(T'L,) < 4 dengan fungsi c¢;. Misal
D ={1,2,3,...,k} adalah himpunan dari k-warna dan c¢; adalah fungsi yang memetakan
setiap sisi ke setiap himpunan warna D, ¢; : E(T'L,) — D dengann > 3 fungsi pewarnaan
sebagai berikut :

B <1i<n, igenap
c1(zizip1) = { < i <mn, iganjil
1 <i<n, igenap
.1 <i<n, iganjil

c1(YiYit1) = {

ci(ziyiv1) =2,1<i<n

Dari fungsi pewarnaan c; terlihat bahwa bilangan kromatik sisi 1,2, 3-dinamis ada-lah
MNTLy) < 4. Karena \(T'L,,) > 4 dan \(T'L,,) < 4 sehingga dapat simpulkan bahwa
ANTLyn) = Ag(TLy) = A3(TLy) = 4.

Kasus 2. Berdasarkan Observasi 1 bahwa A\y(T'L,) > A3(T'L,), maka A\y(TL,) >
4. Misal \y(T'L,) = 4 maka pewarnaan sisinya adalah c;. Andaikan untuk z;z9, |
¢(N(e)) |= 3 dan min{r,d(u) + d(v) — 2} = min{4,5} = 4, menurut Definisi 1
| ¢(N(e)) |> min{r,d(u) + d(v) — 2}, sehingga | ¢(N(e)) | ? min{r,d(u) + d(v) — 2}
tidak memenuhi definisi tersebut. Jadi batas bawah yang lebih baik yaitu \y(T'L,,) > 5. Se-
lanjutnya ditunjukkan bahwa \y(T'L,,) < 5 dengan fungsi co. Misal D = {1,2,3,... k}
adalah himpunan dari k-warna dan ¢ adalah fungsi yang memetakan setiap sisi ke setiap
himpunan warna D, ¢3 : E(TL,,) — D dengan n > 3 fungsi pewarnaan sebagai berikut :

2,1 <i<n+1,i=0(mod 3)
ca(ziyi) = ¢ 1,1 <i<n+1,i=1(mod3)
5,1 <i<n+1,i=2(mod 3)

c2(Tiwiy1) =

1 <17 < n, 7 genap,
;1 <1i < n, iganjil,

,1 <i<n,i=0(mod3),
co(Tiyiv1) = ,1 <i<n,i=1(mod3),
,1 <i<n,i=2(mod3),

Dari fungsi pewarnaan co terlihat bahwa bilangan kromatik sisi 4-dinamis adalah \y(7'L,,)
< 5. Karena \y(T'L,) > 5dan \y(T'L,) < 5 sehingga dapat simpulkan bahwa \y(T'L,,) =
5.

Kasus 3. Berdasarkan Observasi 1 bahwa A\s(T'L,,) > M4(TL,), maka \5(T'L,) >
5. Misal A\5(T'L,) = 5 maka pewarnaan sisinya adalah cp. Andaikan untuk xjzs, |
¢(N(e)) |= 4 dan min{r,d(u) + d(v) — 2} = min{5,5} = 5, menurut Definisi 1
| ¢«(N(e)) | > min{r,d(u) 4+ d(v) — 2}, sehingga | ¢(N(e)) | min{r,d(u) + d(v) — 2}
tidak memenuhi definisi tersebut. Jadi batas bawah yang lebih baik yaitu A5(7'L,) > 6.
Misal A5(7T'L,,) = 6 maka pewarnaan sisinya pada figure 1. Andaikan untuk zoys (lihat
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Figure 1: Pewarnaan Sisi 5-dinamis pada 7'L¢ dengan 6 warna

figure 1), | ¢(N(e)) |= 4 dan min{r, d(u) +d(v) —2} = min{5,6} = 5, menurut Definisi
1| e(N(e)) |> min{r,d(u) + d(v) — 2}, sehingga | ¢(N(e)) |# min{r, d(u) +d(v) — 2}
tidak memenuhi definisi tersebut. Jadi batas bawah yang lebih baik yaitu A5(T'L,,) > 7.
Selanjutnya ditunjukkan bahwa \5(T'L,) < 7 dengan fungsi c3. Misal D = {1,2,
3,...,k} adalah himpunan dari k-warna dan ¢; adalah fungsi yang memetakan setiap sisi
ke setiap himpunan warna D, c3 : F(TL,,) — D dengan n > 3 fungsi pewarnaan sebagai

berikut :

cs(ziyi) = { ol Z S z:genzli'p

1,1 <i<n+1, iganjil
otaen ={ L EIE o
i) ={ 3720 (R
eomiin) ={ 51 252 i

Dari fungsi pewarnaan c3 terlihat bahwa bilangan kromatik sisi 5-dinamis adalah \5(7"L,,)
< 7. Karena A\5(T'L,,) > 7dan \5(T'L,,) < 7 sehingga dapat simpulkan bahwa \5(7'L,,) =
7.

Kasus 4. Berdasarkan Observasi 1 bahwa \g(T'L,,) > A5, maka A\g(T'L,) > 7. Misal
X¢(T'L,) = 7 maka pewarnaan sisinya adalah c¢3. Andaikan x2y2 , | ¢(N(e)) |= 5
dan min{r,d(u) + d(v) — 2} = min{6,6} = 6, menurut Definisi 1 | C(N(e)) |>
min{r,d(u)+d(v) — 2}, sehingga | ¢(N(e)) | # min{r, d(u)+d(v) — 2} tidak memenuhi
definisi tersebut. Jadi batas bawah yang lebih baik yaitu A¢(7'L,,) > 8. Misal A\¢(T'L,,) = 8
maka pewarnaan sisinya pada figure 2. Andaikan untuk yo2y3 (lihat figure 2), | ¢(N(e)) |= 5
dan min{r,d(u) + d(v) — 2} = min{6,6} = 6, menurut Definisi 1 | C(N(e)) |>
min{r, d(u)+d(v) — 2}, sehingga | ¢(N(e)) | # min{r,d(u)+d(v) — 2} tidak memenuhi
definisi tersebut. Jadi batas bawah yang lebih baik yaitu A¢(7'L,,) > 9.

Selanjutnya ditunjukkan bahwa Ag(7'L,,) < 9 dengan fungsi c¢4. Misal D = {1, 2, 3,
..., k} adalah himpunan dari k-warna dan ¢; adalah fungsi yang memetakan setiap sisi ke
setiap himpunan warna D, ¢4 : E(TL,) — D dengan n > 3 fungsi pewarnaan sebagai

berikut :
1 <n-+1, 7 genap

5,1
1,1 <i<n+1, iganjil

<
<

ca(iys) = {

4
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Figure 2: Pewarnaan sisi 6-dinamis dengan pada T'Lg dengan 8 warna

(9,1 <i<mn,i=0(modb)
6,1 <i<mn,i=1(modb)
ca(zizit1) =< 8,1 <i<n,i=2(modb)
3,1<i<mn, i=3(modb)
7,1 <i<n,i=4(mod?5)
8,1 <i<mn,i=0(modb)
3,1<i<mn,i=1(modb)
ca(yiyivr) = § 7,1 < <n, i =2(mod 5)
9,1<i<mn,i=3(modb)
6,1 <i<mn,i=4(mod5)
4,1 <11 <mn, 1genap,
C4($iyi+1):{ 2,1§i§n,i§anjili

Dari fungsi pewarnaan c4 terlihat bahwa bilangan kromatik sisi 6-dinamis adalah Ag (7'L,,) <
9. Karena A\¢(T'L,,) > 9dan \¢(T'L,,) < 9 sehingga dapat simpulkan bahwa Ag(7T'L,,) = 9.
Pada graf rriangular ladder (T L,,) nilai dari maxz{d(u) + d(v) — 2,uv € E(G)} = 6.
Dengan demikian fungsi pewarnaan c4 juga berlaku untuk r lainnya, dimana » > 6. Hal
ini disebabkan pada saat r > 6 nilai min{r,max {d(v) +d(u) — 2,uv € E(G)}} =
maz{d(u) + d(v) — 2,uv € E(G} = 6. Oleh karena itu, nilai bilangan kromatik dinamis
Ar>6(TLy) = X6(T'Ly,) = 9. Berdasarkan uraian diatas Teorema 1 terbukti. [J]

Teorema 2. Untuk n > 3, bilangan kromatik sisi r-dinamis pada graf tangga tiga siklus
(TCL,,) adalah :

MTCLy,) = M(TCLy) = \3(TCL,) = \M(TCLy,) =5
As(TCLy) =17

A6(TCLy) =9

A (TCLy,) = 11
Ar>s(TCLy) = 12

Bukti. Graf TCL, dengan n > 3 memiliki himpunan titik V(T'CL,,) = {z;,y;;1
i < n+1}U{z;1 < i < n} dan himpunan sisi E(TCL,) = {z;z,yizi;1 < 1
n} U{ziv1zi,¥iv12i1 < @ < npU{zy;l < i < n+1}U{yyis;l <i < n.
[V(T'CLy,)| =3n+2,|E(TCL,)| =6n+ 1, serta A(T'CL,) =5.

<
<

Kasus 1. Berdasarkan Teorema 1 bahwa A(TCL,) < AN(TCL,) < A(TCL,) +1, se-
hingga A\(T'C'L,,)) > 5. Selanjutnya ditunjukkan bahwa A\(T'C'L,) < 5 dengan fungsi

5
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Figure 3: Pewarnaan sisi 5-dinamis pada 7'C' Ly dengan 6 warna

cs. Misal D = {1,2,3,...,k} adalah himpunan dari k-warna dan c; adalah fungsi yang
memetakan setiap sisi ke setiap himpunan warna D, ¢5 : E(TCL,) — D dengann > 3
fungsi pewarnaan sebagai berikut :

cs(T1y1, T2y2, - - -, TnYns Tnp1Yns1) = 11...11
cs(r121, 0222, . .., Tpzp) = 33...33

c5(Y121, Y222, - -, Ynzn) = 44...44

52...52, n genap
c5(x221, 322, .. ., TnZn—1, Tnt1%n) = 52...52 5, n ganjil

25...25, n genap
c5(Y221, Y322, - -+, YnZn—1, Ynt+12n) = %5...252. n ganjil

53...53, n genap
cs(Y1y2, Y2Y3s - - - Yn—1Yn> YnYnt1) = 53...53 5. n ganjil

Dari fungsi pewarnaan cj terlihat bahwa bilangan kromatik sisi 1, 2, 3, 4-dinamis adalah
XNTCL,) < 5. Karena A\(TCL,) > 5dan A(T'CL,) < 5 sehingga dapat simpulkan
bahwa A\(TCL,,) = A\y(TCL,,) = \3(T'CL,,) = \(TCL,,) =5.

Kasus 2. Berdasarkan Observasi 1 bahwa \5(T'C'L,,) > A\y(T'CL,,), maka A5 (I'CL,,) >
5. Misal A\;(T'CL,,) = 5 maka pewarnaan sisinya adalah c;. Andaikan untuk y; 21, |
¢(N(e)) |= 4 dan min{r,d(u) + d(v) — 2} = min{5,5} = 5, menurut Definisi 1 |
¢(N(e)) |> min{r,d(u) + d(v) — 2}, sehingga | ¢(N(e)) | # min{r,d(u) + d(v) — 2}
tidak memenuhi definisi tersebut. Jadi batas bawah yang lebih baik yaitu \5(T'C'L,) > 6.
Misal A5(T'L,,) = 6 maka pewarnaan sisinya pada Figure 3. Andaikan untuk x2z1 (lihat
Figure 3), | ¢(N(e)) |= 4 dan min{r, d(u)+d(v)—2} = min{5,5} = 5, menurut Definisi
1] e(N(e)) | > min{r,d(u)+d(v)— 2}, sehingga | ¢(N(e)) | # min{r,d(u)+d(v) —2}
tidak memenuhi definisi tersebut. Jadi batas bawah yang lebih baik yaitu A\s(T'CL,,) > 7.
Selanjutnya ditunjukkan bahwa A5 (T'C'L,,) < 7 dengan fungsi cg. Misal D = {1,2,3,...,k}

adalah himpunan dari k-warna dan cg adalah fungsi yang memetakan setiap sisi ke setiap
himpunan warna D, ¢g : E(TCL,) — D dengan n > 3 fungsi pewarnaan sebagai berikut

(176523...176523, n = 5(mod 6)
176523 ... 176523 1,n = 0(mod 6)
176523 ... 176523 17,n = 1(mod 6)

C6(T1Y1 D22, Tnlins Tnt1Yn 1) =\ 176593 176523 176,n = 2(mod 6)
176523 . .. 176523 1765, n = 3(mod 6)

[ 176523 ...176523 17652, n = 4(mod 6)
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317652 . ..317652,n = 0(mod 6)
317652...317652 3,n = 1(mod 6)
317652...317652 31, n = 2(mod 6)
(121, 2222, TnZn) =\ 317650 317652 317, n = 3(mod 6)
317652 . ..317652 3176, n = 4(mod 6)
317652 ... 317652 31765, n. = 5(mod 6)

(Y121, Y222, - -, Ynzn) = 44.. .44

523176 ...523176,n = 0(mod 6)
523176...523176 5,n = 1(mod 6)
523176...523176 52,n = 2(mod 6)
Co(221, X325, - TnZn1: Tni1Zn) =4 5ogi76 593176 523, n = 3(mod 6)
523176...523176 5231, n = 4(mod 6)
[ 523176...523176 52317, n = 5(mod 6)

231765. .. 231765, n = 0(mod 6)
231765. .. 231765 2,n = 1(mod 6)
231765 ... 231765 23, n = 2(mod 6)
€6(Y221, Y322, s YnZn—1: Ynt1%n) =\ 931765 931765 231, n = 3(mod 6)
231765. .. 231765 2317, n = 4(mod 6)
231765 .. 231765 23176, = 5(mod 6)

652317 ...652317, n = 0(mod 6)
652317 ...652317 6,n = 1(mod 6)
652317 ...652317 65, n = 2(mod 6)
C6(Y1Y2, Y23, Yn=1Yns YnYnt1) =4 60317 659317 652, n = 3(mod 6)
652317 ...652317 6523, n = 4(mod 6)
652317 ...652317 65231, n. = 5(mod 6)

Dari fungsi pewarnaan cg terlihat bahwa bilangan kromatik sisi 5-dinamis adalah A5 (T'C'L,,) <
7. Karena A5 (T'C'L,,) > 7dan \5(T'CL,,) < 7 sehingga dapat simpulkan bahwa \5(T'C'L,,) =
7.

Kasus 3. Berdasarkan Observasi 1 bahwa A\¢(T'C'L,,) > A5(T'CL,,), maka Ag (I'CL,,) >
7. Misal \¢(TCL,) = 7 maka pewarnaan sisinya adalah c¢g. Andaikan untuk x2ys,
¢(N(e)) |= 5 dan min{r,d(u) + d(v) — 2} = min{6,6} = 6, menurut Definisi 1 |
¢(N(e)) | > min{r,d(u) + d(v) — 2}, sehingga | ¢(N(e)) | ? min{r,d(u) + d(v) — 2}
tidak memenuhi definisi tersebut. Jadi batas bawah yang lebih baik yaitu A\¢(T'C'L,) > 8.
Misal \¢(T'C'L,,) = 8 maka pewarnaan sisinya pada Figure 4. Andaikan untuk z3ys (Figure
4), | ¢(N(e)) |= 5 dan min{r,d(u) + d(v) — 2} = min{6,6} = 6, menurut Definifi 1
| ¢(N(e)) | > min{r,d(u) + d(v) — 2}, sehingga | ¢(N(e)) | # min{r,d(u) + d(v) — 2}
tidak memenuhi definisi tersebut. Jadi batas bawah yang lebih baik yaitu A¢(T'C'L,,) > 9.
Selanjutnya ditunjukkan bahwa A\ (T'C'L,,) < 9 dengan fungsi c;. Misal D = {1,2,3,... k}
adalah himpunan dari k-warna dan c; adalah fungsi yang memetakan setiap sisi ke setiap
himpunan warna D, ¢; : E(T'CL,) — D dengan n > 3 fungsi pewarnaan sebagai berikut

176...176, n = 2(mod 3)
cr(T1Y1, T2Y2, -+ TnlYn, Tnp1Ynt1) = & 176...176 1, n = 0(mod 3)
176...176 17, n = 1(mod 3)
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Figure 4: Pewarnaan sisi 6-dinamis pada 7'C' Ly dengan 8 warna

312...312, n = 0(mod 3)

cr(x121, 2922, ..., Tpzp) = 312...3123, n = 1(mod 3)
312...312 31, n = 2(mod 3)
487 ...487, n = 0(mod 3)
c1(Y121,Y222, - - -y Yn2n) = & 487...4874, n = 1(mod 3)
487 ...487 48, n = 2(mod 3)
548 ...548, n = 0(mod 3)
cr(w221, 2322, « oy TnZn—1, Tnt12n) = & H48...548 5, n = 1(mod 3)
548...548 54, n = 2(mod 3)
239...239, n = 0(mod 3)
(Y221, Y322, -+ - s YnZn—1,Yn+12n) = . 239...239 2, n = 1(mod 3)
239...239 23, n = 2(mod 3)
695...695, n = 0(mod 3)
cr(Y1Y2, Y2Y3s - -+ » Yn—1Yn, YnYnt1) = { 695...6956, n = 1(mod 3)
695...695 69, n = 2(mod 3)
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Dari fungsi pewarnaan c7 terlihat bahwa bialangan kromatik sisi 6-dinamis adalah A\g(T'C'L,,) <

9. Karena \¢(T'CL,,) > 9 dan \¢(T'CL,,) <9 sehingga dapat simpulkan bahwa \¢(G) =
9.

Kasus 4. Berdasarkan Observasi 1 bahwa A\7(T'C'L,,) > \¢(T'CL,,), maka A7 (T'CL,,) >
9. Misal A\7(T'CL,) = 9 maka pewarnaan sisinya adalah c;. Andaikan untuk ys3z3, |
¢(N(e)) |= 6 dan min{r,d(u) + d(v) — 2} = min{7,7} = 7, menurut Definisi 1 |
c(N(e)) | = min{r,d(u) + d(v) — 2}, sehingga | ¢(N(e)) | ? min{r,d(u) + d(v) — 2}
tidak memenuhi definisi tersebut. Jadi batas bawah yang lebih baik yaitu A7(7'L,) > 10.
Misal A\7(T'L,,) = 10 maka pewarnaan sisinya pada Figure 5. Andaikan untuk y4z3 (Figure
5), | ¢(N(e)) |= 6 dan min{r,d(u) + d(v) — 2} = min{7,7} = 7, menurut Definisi 1
| ¢(N(e)) | > min{r,d(u) + d(v) — 2}, sehingga | ¢(N(e)) | # min{r,d(u) + d(v) — 2}
tidak memenuhi definisi tersebut. Jadi batas bawah yang lebih baik yaitu A\7(T'C'L,,) > 11.

Selanjutnya ditunjukkan bahwa A7(T'C'L,) < 11 dengan mewarnai cg. Misal D =
{1,2,3,..., k} adalah himpunan dari k-warna dan cg adalah fungsi yang memetakan setiap
sisi ke setiap himpunan warna D, cg : E(TCL,) — D dengan n > 3 fungsi pewarnaan
sebagai berikut :

175...175, n = 2(mod 3)
175...175 1, n = 0(mod 3)
175...175 17, n = 1(mod 3)

cs(T1y1, 22, - - - TnYns Tnt1Yntl) =
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Figure 5: Pewarnaan sisi 7-dinamis pada T'C'Lg dengan 10 warna

312...312, n = 0(mod 3)
cs(x121, 2922, ..., Tpzp) = 312...3123, n = 1(mod 3)
312...312 31, n = 2(mod 3)

486...486, n = 0(mod 3)

cs(Y121,Y222, -« -y Ynzn) = § 486...486 4, n = 1(mod 3)
486...486 48, n = 2(mod 3)

548 ...548, n = 0(mod 3)
cs(r221, 322, . ., TpZn—1, Tn+12n) = & H48...548 5, n = 1(mod 3)
548 ...548 54, n = 2(mod 3)

23(11)...23(11), n = 0(mod 3)
c8(Y221, Y322, - - YnZn—1,Ynt12n) = § 23(11)... 23(11) 2, n = 1(mod 3)
23(11)...23(11) 23, n = 2(mod 3)
69(10)...69(10), n = O(mod 3)
cs(Y1Y2, Y2U3s -+ -+ s Yn—1Yns YnYn+1) = & 69(10)...69(10) 6, n = 1(mod 3)
69(10) ...69(10) 69, n = 2(mod 3)
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Dari fungsi pewarnaan cg terlihat bahwa bilangan kromatik sisi 7-dinamis adalah A7 (T'C'L,,) <

11. Karena A7(T'CL,) > 11 dan A\7(T'CL,) < 7 sehingga dapat simpulkan bahwa
M (TCL,) = 11.

Kasus 5. Berdasarkan Observasi 1 bahwa A\g(T'C'L,,) > A\7(T'CL,,), maka Ag (T'CL,,) >
11. Misal Ag(T'CL,) = 11 maka pewarnaan sisinya adalah cg. Andaikan untuk y3y4
(lihat Gambar 4.13), | ¢(N(e)) |= 7 dan min{r,d(u) + d(v) — 2} = min{8,8} = 8
menurut Definisi 1 | ¢(N(e)) | > min{r,d(u) + d(v) — 2}, sehingga | ¢(N(e)) | #
min{r,d(u) + d(v) — 2} tidak memenuhi definisi tersebut. Jadi batas bawah yang lebih
baik yaitu Ag(7T'L,,) > 12. Selanjutnya ditunjukkan bahwa A\g(T'C'L,,) < 12 dengan fungsi
cg. Misal D = {1,2,3,...,k} adalah himpunan dari k-warna dan c9 adalah fungsi yang
memetakan setiap sisi ke setiap himpunan warna D, ¢g : E(T'CL,,) — D dengan n > 3,
fungsi pewarnaan sebagai berikut :

175...175, n = 2(mod 3)

co(T1Y1, 2Y2, -« + s Tn¥Yny Tnt1Yn+1) = & 175...175 1, n = 0(mod 3)
175...17517, n = 1(mod 3)

312...312, n = 0(mod 3)
co(T1y1, T2Yy2, - -y Tnzn) = § 312...3123, n = 1(mod 3)
312...312 31, n = 2(mod 3)
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48(12)...48(12), n = 0(mod 3)
co(Y121,Y222, - - -, Ynzn) = § 48(12)...48(12) 4, n = 1(mod 3)
48(12)...48(12) 48, n = 2(mod 3)

548 ...548, n = 0(mod 3)
co(T2z1, X322, ..., TnZn—1,Tn+12n) = & H48...548 5, n = 1(mod 3)
548 ...548 54, n = 2(mod 3)
23(11)...23(11), n = 0(mod 3)
co(Y221, Y322, -« -y YnZn—1,Yn+12n) = & 23(11)...23(11) 2, n = 1(mod 3)
23(11)...23(11) 23, n = 2(mod 3)
69(10) ...69(10), n = 0(mod 3)
co(Y1Y2, Y2Y3s - - - » Yn—1Yn, YnYnt+1) = § 69(10)...69(10) 6, n = O0(mod 3)
69(10) ... 69(10) 69, 1 = 0(mod 3)

Dari fungsi pewarnaan cg terlihat bahwa bilangan kromatik sisi 8-dinamis adalah Ag(T'C'L,,) <
12. Karena A\g(T'CL,) > 12 dan A\g(T'CL,) < 12 sehingga dapat simpulkan bahwa
As(TCL,) = 12. Pada graf tangga tiga siklus (T'C'L,,) nilai dari maz{d(u) + d(v) —
2,uv € E(G)} = 8. Sehingga fungsi pewarnaan cg juga berlaku untuk r lainnya, den-
gan r > 8. Hal ini disebabkan pada saat » > 8 nilai min{r, maz{d(u) +d(v) — 2,uv €
E(G)}} = mazx {d(u) + d(v) — 2,uv € E(G)} = 8. Oleh karena itu, nilai bilangan
kromatik dinamis \,>g(T'C'L;,) = Ag(T'C'L,,) = 12. Berdasarkan uraian diatas Teorema 2
terbukti. [

Teorema 3. Untuk n > 3 bilangan kromatik sisi r-dinamis pada graf G = shack (Hz2,v,n)
adalah :

)\(Shack(Hgg, v, n)) = )\d(shack(HQ,z, v, n)) = )\3
A (shack(Hz2,v,n)) =6

As(shack(Hao,v,n)) =7
Ar>6(shack(Hz2,v,n)) =8

Bukti. shack(Hz2,v,n), dengan n > 3 memiliki himpunan titik dan himpunan sisi
graf G = shack(Hz2,v,n),n > 2 adalah V(shack(H2,2,v,n)) = {z;,2;1 < i <
ntU{y;; 1 < i < n+ 1}, E(shack(H2,2,v,n)) = {yizi, Tizi, TiYi+1, YiYit1;1 <
i < n}, | V(shack(H2,2,v,n)) |= 3n + 1 dan | E(shack (H2,2,v,n)) |= 4n, serta
A(shack(Hz2,v,n)) = 4.

(shack(Hzz2,v,n)) =4

Kasus 1. Berdasarkan Teorema 1 bahwa A(shack(Hz2,v,n)) < A(shack(Haz2,v, n)) <
A(shack(Hz2,v,n)) + 1, sehingga A(shack(Hz2,v,n)) > 4. Selanjutnya ditunjukkan
bahwa A(shack (Hz2,v,n)) < 4 dengan fungsi c12. Misal D = {1,2,3,...,k} adalah
himpunan dari k-warna dan c;2 adalah fungsi yang memeta- kan setiap sisi ke setiap him-
punan warna D, cig : E(shack(Hz2,v,n)) — D dengan n > 3 fungsi pewarnaan sebagai
berikut :

clo(ylzl,yQZQ, Ce ,ynzn) =11... 11,

23...23, n genap,
C10(Y1Y2,Y2Y3, - Yn1Yn: Ynnt1) =\ 93 939 1y ganiil

32...32, n genap,

cro(z121, 2222, - - -, Tn2p) :{ 32...32 3, n ganjil
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Figure 6: Pewarnaan sisi 4-dinamis pada shack(Hs2,v,3) dengan 5 warna

c10(Z1Y2, T2Y3, - - - s Tn—1Yn, TnYnt1) = 44 ... 44,

Dari fungsi pewarnaan cjg terlihat bahwa bilangan kromatik sisi 1,2, 3-dinamis adalah
A(shack(Hzz2,v,n)) < 4. Karena A(shack(Hz2,v,n)) > 4 dan A\(shack (Hz2,v,n)) <
4 sehingga dapat simpulkan bahwa A\(shack(Haz2,v,n)) = Ag(shack (Haz,v,n)) =
A3(shack(Hz2,v,n)) = 4.

Kasus 2. Berdasarkan Observasi 1 bahwa \y(shack(Hz 2,v,n)) > A3(shack(Hzz2,v,n)),
maka A\y(shack(Hz2,v,n)) > 4. Misal A\y(shack(Hz2,v,n)) = 4 maka pewarnaan
sisinya adalah cj2. Andaikan untuk y;ys, | ¢(N(e)) |= 3 dan min{r,d(u) + d(v) — 2} =
min{4,4} = 4, menurut Definisi 1 | ¢(N(e)) | > min{r,d(u) + d(v) — 2}, sehingga
| ¢(N(e)) | # min{r,d(u) + d(v) — 2} tidak memenuhi definisi tersebut. Jadi batas bawah
yang lebih baik yaitu \y(shack(Hzz2,v,n)) > 5. Misal As(shack(Hz2,v,n)) = 5 maka
pewarnaan sisinya pada Figure 6. Andaikan untuk z1y9 (lihat Figure 6), | ¢(N(e)) |= 3
dan min{r,d(u) + d(v) — 2} = min{4,4} = 4, menurut Definisi 1 | ¢(N(e)) | >
min{r, d(u)+d(v) — 2}, sehingga | ¢(N(e)) | # min{r,d(u)+d(v) — 2} tidak memenuhi
definisi tersebut. Jadi batas bawah yang lebih baik yaitu A\y(shack(Hz 2, v,n)) > 6.

Selanjutnya ditunjukkan bahwa A4 (shack(Hzz2,v,n)) < 6 dengan fungsi ¢;;. Misal
D ={1,2,3,...,k} adalah himpunan dari k-warna dan c;; adalah fungsi yang memetakan
setiap sisi ke setiap himpunan warna D, ¢1; : E(shack(Hzz2,v,n)) — D dengan n > 3
fungsi pewarnaan sebagai berikut :

153...153, n = 0(mod 3),
c11(y121, Y222, - -, Ynzn) = & 153...153 1, n = 1(mod 3),
153...153 15, n = 2(mod 3),
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265...265, n = 0(mod 3),

c11(Y1y2, Y2U3, - - - Yn—1Yn> Yn¥Ynt1) = § 265...265 2, n = 1(mod 3),
265...265 26, n = 2(mod 3),

314...314, n = 0(mod 3),
c11(x121, 2222, ..., Tpzy) = 314...314 3, n = 1(mod 3),
314...314 31, n = 2(mod 3),

426 . ..426, n = 0(mod 3),
c11(z1y2, T2Y3, -« oy Tn—1YnTnYnt1) = § 426...426 4, n = 1(mod 3),
426...426 42, n = 2(mod 3),

Dari fungsi pewarnaan cq; terlihat bahwa bialngan kromatik sisi 4-dinamis adalah A4 (shack(Haz 2, v,n)) <
6. Karena \y(shack(Hz2,v,n)) > 6 dan A\y(shack(Hz2, v,n)) < 6 maka dapat sim-
pulkan bahwa A4 (shack(Hz 2, v,n)) = 6.

Kasus 3. Berdasarkan Observasi 1 bahwa As(shack(Hzz2,v,n)) > Ai(shack (Hapz,
v,n)), maka \s(shack(Hzz2,v,n)) > 6. Misal A\s(shack(Hzz2,v,n)) = 6 maka pewar-
naan sisinya adalah c1;. Andaikan untuk yoys, | ¢(N(e)) |= 4 dan min{r,d(u) + d(v) —
2} = min{5,6} = 5, menurut Definisi 1 | ¢(N(e)) | > min{r,d(u) + d(v) — 2}, se-
hingga | ¢(N(e)) | # min{r,d(u) + d(v) — 2} tidak memenuhi definisi tersebut. Jadi
batas bawah yang lebih baik yaitu A\s(shack(Hz2,v,n)) > 7. Selanjutnya ditunjukkan
bahwa As(shack(Hzz2,v,n)) < 7 dengan fungsi cip. Misal D = {1,2,3,...,k} adalah
himpunan dari k-warna dan cy4 adalah fungsi yang memetakan setiap sisi ke setiap him-
punan warna D, c12 : E(shack(Hz2,v,n)) — D dengan n > 3 fungsi pewarnaan sebagai

berikut :
15...15, n genap,

c12(y121, Y222, - - - s Yn2n) = { 15...15 1. n ganjil

26...26, n genap,
C12(Y192, Y293, -+ Yn—1Yn: Yn¥Ynt1) =4 96 969 ganiil

c12(x121, 2929, ..., Tpzp) = 33...33,

47...47, n genap,
c12(T1Y2, T2Y3, - -+, Tn1Yns TnlYnt1) = AT 474, 1 ganil

Dari fungsi pewarnaan c; terlihat bahwa bilangan kromatik sisi 5-dinamis adalah A5 (shack(Haz 2, v,n)) <
7. Karena As(shack(Haz2,v,n)) > 7 dan As(shack(Hazz2, v,n)) < 7 maka dapat sim-
pulkan bahwa A5 (shack(Hz2,v,n)) = T7.

Kasus 4. Berdasarkan Observasi 1 bahwa \g(shack(Ha2,v,n)) > As(shack(Haz, v,n)),
maka A (shack(Hz2,v,n)) > 7. Misal \¢(shack(H22,v,n)) = 7 maka pewarnaan
sisinya adalah cj2. Andaikan untuk y2ys, | ¢(N(e)) |= 5 dan min{r,d(u) + d(v) — 2} =
min{6,6} = 6, menurut Definisi 1 | ¢(N(e)) | > min{r,d(u) + d(v) — 2}, sehingga
| ¢(N(e)) | # min{r,d(u) + d(v) — 2} tidak memenuhi definisi tersebut. Jadi batas
bawah yang lebih baik yaitu \7(shack(Hz2,v,n)) > 8. Selanjutnya ditunjukkan bahwa
X6(shack(Hz2,v,n)) < 8 dengan fungsi ¢13. Misal D = {1,2,3,...,k} adalah him-
punan dari k-warna dan c;3 adalah fungsi yang memetakan setiap sisi ke setiap himpunan
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warna D, c13 : E(shack(Hz2,v,n)) — D dengan n > 3 fungsi pewarnaan sebagai berikut

153...153, n = 0(mod 3),
c13(Y121, Y222, - - -y Ynzn) = § 153...153 1, n = 1(mod 3),
153...153 15, n = 2(mod 3),

268 ...268, n = 0(mod 3),

c13(Y1Y2, Y2Y3, - - - Yn—1Yns Yn¥Ynt1) = § 268...268 2, n = 1(mod 3),
268...268 26, 1 = 2(mod 3),

314...314, n = 0(mod 3),
c13(x121, 2922, ..., Tpzp) = 314...314 3, n = 1(mod 3),
314...314 31, n = 2(mod 3),

475 ...475, n = 0(mod 3),
c13(T1Y2, T2Y3y - -+ Tne1Yn, TnYnt1) = & 475...4754, n = 1(mod 3),
AT5 .. AT5 47, n = 2(mod 3),

Dari pewarnaan c;3 terlihat bahwa bilangan kromatik sisi 6-dinamis adalah Ag(shack (Hz2,v,n)) <
8. Karena \g(shack(Hzz2,v,n)) > 8 dan \g(shack (Haz2,v,n)) < 8 sehingga dapat sim-

pulkan bahwa Ag(shack(Hzz2,v,n)) = A.(shack(Hz2,v,n)) = 8. Pada graf operasi

sakel cocktail party (shack(Hz 2,v,n)) nilai dari maz{d(u) +d(v) —2,uv € E(G)} = 6.

Dengan demikian fungsi pewarnaan c;3 juga berlaku untuk r lainnya, dengan r > 6. Hal

ini disebabkan pada saat r > 6 nilai min{r,maz {d(u) + d(v) — 2,uv € E(G)}} =
mazx{d(u) + d(v) — 2,uv € E(G)} = 6. Oleh karena itu, nilai bilangan kromatik dinamis
Ar>6(shack(Hz2,v,n)) = A¢(shack(Hz2,v,n)) = 8. Berdasarkan uraian diatas Teo-

rema 3 terbukti. [J

Kesimpulan

Berdasarkan hasil penelitian diatas, maka kita dapat menyimpulkan bahwa graf T'L,, den-

gan n > 3 diperoleh A\(T'L,,) = \q(T'Ly,) = A\3(TLy,) = 4, \s(TLy,) = 5, \s(TLy,) =7,

Ar>6(TLy,) = 9, dan graf TC'L,, dengan n > 3 diperoleh A(TCL,) = A\g(T'CL,) =

A3(TCLy,) = M(TCL,) = 5, \s(TCLy,) = 7, \(TCLy,) = 9, \7(TCL,) = 11,

Ar>8(T'CLy,) = 12, serta graf operasi sakel (shack(Ha2,v,n)) dengann > 3, A(shack(Hzp2,v,n)) =
Ad(shack(Ha2,v,n)) = A3(shack(Hz2,v,n)) = 4, \y(shack(Hz2,v,n)) = 6 As(shack(Hz2,v,n)) =
7, \r>6(shack(Ha2,v,n)) = 8.

Masalah terbuka 1 Tentukan nilai kromatik pewarnaan sisi r-dinamis dari graf khusus

dan graf hasil operasi sakel graf yang lain. Tentukan bilangan kromatik pewarnaan sisi
r-dinamis dari graf khusus Helm (H,,) dan hasil operasi shack(Hp, n,v,n).
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