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Abstract

Let G = (V(G),E(Q)) is a graph connected non-trivial. Rainbow connection is edge
coloring on the graph defined as f : E(G) — {1,2,...,r|r € N}, for every two distinct
vertices in GG have at least one rainbow path. The graph G says rainbow connected if ev-
ery two vertices are different in GG associated with rainbow path. A path u — v in G says
rainbow path if there are no two edges in the trajectory of the same color. The edge color-
ing sisi cause G to be rainbow connected called rainbow coloring. Minimum coloring in
a graph G called rainbow connection number which is denoted by rc(G). If the graph G
has at least two disjoint rainbow path connecting two distinct vertices in G. So graph G is
called rainbow 2-connected which is denoted by rco(G). The purpose of this research is
to determine rainbow 2-connected of some resulting graph operations. This research study
rainbow 2-connected on the graph (C;*" and Wd(3.9)L1Ky).
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Pendahuluan

Suatu graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (v(G), E(G)), dengan V(G) =
{v1,v2,...,v,} adalah himpunan berhingga yang tidak kosong dan elemennya disebut titik
(vertex), sedangkan F(G) = {e1, ea, ..., e, } adalah himpunan sisi (edge) yang menghubungkan
dua buabh titik atau lebih. Suatu graf G dimungkinkan tidak memiliki sisi, tetapi harus ada
minimal satu titik [10]. Banyaknya titik pada graf G disebut order dari G yang dinotasikan
dengan |V (G)|, sedangkan banyakya sisi pada graf G disebut size dari graf G yang dino-
tasikan dengan |E(G)| [S].

Jarak (distance) antara dua titik v; dan v; yang dinotasikan dengan d(v;, v;) adalah
panjang lintasan terpendek dari titik v; ke titik v;. Jarak maksimum antara dua titik se-
barang pada graf G disebut diameter yang dinotasikan dengan diam(G) = mazx{e(v) :
v € V'}. Salah satu kajian dalam teori graf adalah rainbow connection. Misalkan G =
(V(G), E(G)) adalah suatu graf terhubung tidak trivial. Rainbow connection adalah pe-
warnaan sisi pada graf G' yang didefinisikan sebagai f : E(G) — {1,2,3,...,r|r € N},
untuk setiap dua titik yang berbeda di G memiliki minimal satu rainbow path. Graf G
dikatakan rainbow connected jika setiap dua titik yang berbeda di G dihubungkan den-
gan rainbow path. Suatu lintasan v — v di GG dikatakan rainbow path jika tidak ada dua
sisi di lintasan tersebut yang memiliki warna sama. Pewarnaan sisi yang menyebabkan G
bersifat rainbow connected disebut rainbow coloring. Banyaknya warna minimal yang di-
gunakan agar graf G bersifat rainbow connected disebut rainbow connection number yang
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dinotasikan dengan r¢(G) [6]. Apabila graf G memiliki minimal dua disjoint rainbow path
yang menghubungkan setiap dua titik berbeda di G, maka graf G dikatakan rainbow 2-
connected yang dinotasikan dengan rce(G). Berikut beberapa definisi operasi graf yang
digunakan dalam penelitian ini.

Definisi 1. Graf Eksponensial yang dinotasikan dengan G adalah sebuah graf yang
dibangun dari graf G dan H, dimana setiap sisi pada graf G diganti oleh graf H. Apa-
bila |V(G)| = p1 dan |E(G)| = qi, sedangkan |V (H)| = py dan |E(H)| = q2 maka
V(GT) = a1(p2 — 2) + p1 dan |E(GT)| = q1¢e.

Definisi 2. Cartesian Product dari graf G1(V1, E1) dan G2(Va, Es) adalah graf G(V, E)
dinotasikan dengan G = G10Gy, jika V. = V(G1) x V(G2), dan dua titik (u1,us) dan
(v1,v2) di G bertetangga jika dan hanya jika salah satu dari dua hal berikut berlaku:
uy = vy dan (u2,v2) € E(G2) atau uy = va dan (uy,v1) € E(Gh).

Beberapa hasil penelitian sebelumnya mengenai rainbow connection antara lain His-
tamedika telah melakukan penelitian yang mengkaji tentang rainbow connection pada be-
berapa graf [6]. Fajariyanto telah melakukan penelitian rainbow connection pada graf-graf
hasil operasi [4]. Pada penelitian ini, peneliti akan mengembangkan rainbow connection
yang sebelumnya bersifat rainbow connected menjadi rainbow 2-connected pada graf ek-
sponensial dan beberapa operasi graf.

Berikut ini teorema yang diperoleh dari penelitian sebelumnya dan digunakan untuk
membuktikan teorema baru dalam penelitian ini.

Teorema 1. Misalkan G adalah graf terhubung dengan d(G) > 2 sehingga diam(G) <
re(G) < diam(G)+1, dengan d adalah derajat. Misalkan G bersifat rainbow k-connected
dengan k > 1 sehingga rc1(G) < reg < ... < reg(G), dimana k adalah banyaknya rain-
bow path yang menghubungkan setiap dua titik berbeda di G [7].

Hasil Penelitian

Dari hasil penelitian ini didapatkan beberapa teorema terkait rainbow 2-connected pada graf
hasil operasi. Teorema yang pertama mengenai rainbow 2-connected dari graf Cy*" yang
disajikan dalam teorema berikut beserta pembuktiannya.

Teorema 1. Misal G adalah graf eksponensial dari graf siklus dengan graf lengkap. Untuk
n > 4, re(Cy5n) = 3 dan ey (C45) = 4.

Bukti. Graf C,% memiliki V (Cy®")={z;;1 <i <4} U{y;51<i<4,1<j<n-2},
E(Cy5 )= {ziwip;1 < i < 3} U {mma U{mys1 <i <4, 1<j<n-2}U
{#iy51 <0 <3, 1< <n=2U{mys1 < j <n—2}U{ylym’1 <i <
4, 1 < j < n — 3}. Sehingga kardinalitas titik |V (C4®")| = 4n — 4 dan kardinalitas
sisi [E(Cy5)| = 2n(n — 1), diam(C,*") = 3. Berdasarkan Teorema 1, nilai rc berada
pada selang dz’am(C'4K") < rc(C'4K”) < diam(C4K") + 1. Untuk n > 4 berlaku 3 <
re(CyBt) < 4 atau re(CyPt) > 3. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa rc(Cy %) < 3
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dengan mendefinisikan pewarnaan sisi f sebagai berikut:

Luntuk e = 2,9, 1 <i<4;1<j<n

fle) = 2,untuke::1ci9'ci+'1 , 1y 1 <1< 3
2,untuke =y;'y"; 1 <i<4; 1<t <n—2; j#t
3,untuk e = i1yt , Tyt 1<i<3;1<ji<n

Jelas bahwa f : E(Cy%") — {1,2,3}. Karena rc¢(Cy5 ") < 3 dan re¢(Cy%n) > 3, maka
rc(C4K") = 3. Selanjutnya akan dibuktikan rainbow 2-connected dari graf eksponensial
C4%» dengan n > 4. Berdasarkan Teorema 1, nilai 7¢co(Cy%") > r¢(Cy%) yang berarti
r02(C4K") > 3. Namun demikian, r02(C4K") # 3 karena apabila TCQ(C4K") = 3 maka
akan terdapat u—uv path yang hanya memiliki 1 lintasan dengan warna berbeda yaitu z; —yf,
dengan 1 < i,k < 4(i # k) dan 1 < j < n sehingga TCQ(C4K") > 4. Akan dibuktikan
bahwa ch(C4K") < 4 dengan mendefinisikan pewarnaan sisi f sebagai berikut:

1,untuke:xiyji; 1<i<4;,1<5<n
2, untuk e = xo; _179;; 1 < i <2
fle) =% 2,untuk e =y;'y’ 1<i<4; 1<jt<n—2j#t
3,untuk e = z;11y;°, 21yt 1<i<3;1<j5<n
4, untuk e = 124, X213

Jelas bahwa f : E(C45") — {1,2,3,4}. Karena rco(Cy5n) < 4 dan reo(C %) >
maka diperoleh rcy(Cy%") = 4. Selanjutnya untuk membuktikan bahwa rcy(Cy5n) =
dapat ditunjukkan melalui tiga kasus berikut.

4,
4,

Kasus 1. Misalkan u = x; dan v = x. Jika u adjacent dengan v, maka k = ¢+ 1 dan terda-
pat dua rainbow path yaitu x;x;, atau x4x; dan xzy;a;k atau my?a;l yang menghubungkan
u dan v. Jika u tidak adjacent dengan v, maka k = ¢ + 2 dan terdapat dua rainbow path
yaitu x;z; 12k dan xixi+1y§+1mk yang menghubungkan v dan v.

Kasus 2. Misalkan v = yjl dan v = z;. Jika u adjacent dengan v, maka terdapat dua
kasus yaitu [ = ¢ dan ! = ¢ — 1. Jika | = ¢, maka terdapat dua rainbow path yaitu xlyé dan
$i$i+1y§- atau x4x1y§‘ yang menghubungkan v dan v. Jika [ = ¢ — 1, maka terdapat dua
rainbow path yaitu mly}l atau xzyé dan x1x4y§ atau xixlyé- yang menghubungkan « dan v.
Jika u tidak adjacent dengan v, maka terdapat dua kasus yaitu ! = ¢+ 1 dan = ¢ + 2. Jika
[ = i 4+ 1, maka terdapat dua rainbow path yaitu xixlyé atau :1:4:61y]1- dan xi...xlxlﬂ...yé
atau 903...:1;4:U1...y;L atau x4...m1x2...yjl- yang menghubungkan v dan v. Jikal = i + 2,
maka terdapat dua rainbow path yaitu l'il'i+1...$ly§ atau x3x4...x1yj1- atau x4:z:1...:v2y]2 dan
x1x4y§’ atau xQxly;-L atau xixi,lyg yang menghubungkan v dan v.

Kasus 3. Misalkan u = yé- dan v = y;. Jika u adjacent dengan v, maka [ = s dan
terdapat dua rainbow path yaitu yéyf dan yé»xlxlﬂyf atau y;»lx43:1yf, dengan j # t yang
menghubungkan u dan v. Jika u tidak adjacent dengan v, maka [ # s dan terdapat dua rain-
bow path yaitu yé:vsyf dan y§$l...l’3+1...yt8 atau yé-:nl...azl...yf yang menghubungkan
dan v.

Selanjutnya adalah teorema rainbow 2-connected dari graf Wd 3 9)L1Kp, berikut teo-
rema beserta pembuktiannya.
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Teorema 2. Misal G adalah cartesian product dari graf kincir dengan graf lengkap. Untuk
n >4, re(Wdg9)OKy) = 3danrea(Wds 2)0K,) = 4

Bukti. Graf Wd3, 2) LK, memiliki V(Wds 90K, )= {:c <
5}, EWdgs90K,)= {zlal;1 < ik < m; 1 < j < 5 ;A k}y U {2l
i< m 1 <j<4yu ! 2]Hl < i <mn; 1 < j < 2} Sehingga kardi-
nalitas titik [V/(Wd(32)0K,)| = 5n dan kardinalitas sisi |E(Wd39)0K,)| = 6n +
5(”(n Uy, diam(Wd 90K,) = 3. Berdasarkan Teorema 1, nilai rc berada pada se-
lang diam(Wd(3 2y O Ky,) < re(Wd39)0K,) < diam(Wd 3 90K,) + 1. Untuk n >
4 berlaku 3 < re(Wdz90Ky,) < 4 atau re(Wd390K,) > 3. Selanjutnya akan
dibuktikan bahwa rc(Wd(372)DKn) < 3 dengan mendefinisikan pewarnaan sisi f seba-
gai berikut:

i <ml <<

IN

1, untuk e = mf+2j+31<z‘<n;1§j§2
1untuke—xf’:z:f,1<z<n

fle) = 2untuke—ajjznj+1 1<i<n;1<j<2
2untuke—xac3 1<i<n

3untuke—x2$fc,1<z E<n; 1<j<5i#k

LS.

Jelas bahwa f : E(Wd(32)0K,) — {1,2,3}. Karenarc(Wd(32)0K,,) < 3danre(BWd3.9)0K,,)
> 3, maka rc(Wd3 2)00K,,) = 3. Selanjutnya akan dibuktikan rainbow 2-connected dari
cartesian product Wd 3 9)[L 1K, dengan n > 4. Berdasarkan Teorema 1, nilai rCQ(Wd(&Q)DKn) >
re(Wd s 2)00K,,) yang berarti rca(Wd 3 9)[K;,) > 3. Namun demikian, rea(Wd 3 )00 K;,) #

3 karena apabila T’CQ(Wd(SQ)DK n) = 3 maka akan terdapat u — v path yang hanya memi-

liki 1 lintasan dengan warna berbeda yaitu xf — ::/:f 4o sehingga rco(Wd (3 9)0K,) < 4.

Akan dibuktikan bahwa TCQ(Wd(&Q)DKn) < 4 dengan mendefinisikan pewarnaan sisi f

sebagai berikut:

([ 1L,untuke =zla?; 1<i<n
Luntuk e = 27 P03 1 <ik<n; 1< <2 i#kdank#i+1
2, untuk e = QJ : 2? 1<i<n;1<j<2

fle) = 3,untuke::rx,;,1<zk<n,1§j§3,27ékdank7éi+1

3, untuk e = 2324 1 <i<n

4untuke:x4x5 1<:<n

;1<i<n—-1;1<5<5

4, untuk e = x

Jelas bahwa [ : E(Wd(372)DKn) — {1,2,3,4}. Karena rca(Wd39)0K;,) < 4 dan
rea(Wds.2)0Ky,) > 4, maka diperoleh rca(Wd (3 2)l1K;,) = 4. Selanjutnya untuk mem-
buktikan bahwa 7ca(Wd(3 2)00K,) = 4, dapat ditunjukkan melalui dua kasus berikut:

Kasus 1. Misalkan v = a:j dan v = a:ff dengan ¢ < k. Jika u adjacent dengan v, maka

k = i+ 1 dan terdapat dua rainbow path yaitu a]z), dan xx] a7 atau x}a]_ 2] yang

menghubungkan u dan v. Jika u tidak adjacent dengan v, terdapat dua rainbow path yaitu

J J . J J
x? ;7. dan :ckHa:k atau r;x 1% yang menghubungkan u dan v.

Kasus 2. Misalkan u = xj danv = a:ﬁ€ dengan j < [. Jika U adjacent dengan v,makak =g

Jl JJ+2

dan [ = j + 1 serta terdapat dua rainbow path yaitu x; dan ! a: atau Ty ...1,
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yang menghubungkan u dan v. Jika u tidak adjacent dengan v, terdapat dua kasus yaitu

i = k dani # k. Jika ¢ = k, terdapat dua rainbow path yaitu z] z 1

wl el yang menghubungkan w dan v. Jika i ;é k, terdapat dua rainbow path yaitu

j g J+1 J L J+
wlal .. .2t atau zla)...xf dan ol

dan v.

.ot dan z]a! atau

.k ! atau zlz xixfg yang menghubungkan

Masalah terbuka 1 Tentukan rainbow 2-connected pada graf C,, " dan Wd(3,m) U K.
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