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Abstrak

Banyak penelitian sudah membahas dan mengembangkan teorema terkait ketunggalan titik tetap suatu
fungsi pada berbagai perluasan ruang metrik, salah satunya pada ruang metrik-b. Pada artikel ini, penulis
akan mencoba mempermumum suatu teorema titik tetap pada ruang metrik-b yang dikembangkan oleh
Agrawal, dkk[2] pada ruang metrik yang lebih luas, yaitu ruang-metrik-b extended. Dimana ruang metrik-b
extended adalah perluasan dari ruang metrik-b. Selanjutnya, penulis akan berusaha membangun bentuk lain
dari teorema ketunggalan titik tetap suatu fungsi pada ruang metrik-b extended. Sehingga hasil dari
pembahasan artikel ini adalah satu teorema yang merupakan perumuman dari teorema titik tetap pada [2]
pada ruang metrik-b extended, dan dua bentuk teorema titik tetap yang lain pada ruang metrik-b extended.
Kata Kunci: teorema titik tetap, ruang metrik-b, ruang metrik-b extended

Abstract

Many studies have discussed and developed theorems related to the uniqueness of a fixed point of a function in various
generalization of metric spaces, one of which is in the b-metric space. In this article, the author will try to generalize a
fixed point theorem on the b-metric space developed by Agrawal, et al[2] in a wider metric space, namely the extended
b-metric space. The extended b-metric space is an extension of the b-metric space. Then, the writer will try to build
another form of the fixed point uniqueness theorem of a function in the extended b-metric space. So that the result of
the discussion in this article is one theorem which is a generalization of the fixed point theorem in [2] in the extended b-

metric space, and two other forms of the fixed point theorem in the extended b-metric space.
Keywords: fixed point theorem, b-metric space, extended b-metric space

PENDAHULUAN

Salah satu topik penting yang sering dibahas
oleh peneliti di dalam penelitiannya terkait ruang
metrik adalah teorema ketunggalan titik tetap.
Teorema ketunggalan titik tetap yang terkenal
adalah teorema titik tetap Banach, yang pertama
kali dinyatakan pada tahun 1922. Aplikasi dari
teorema titik tetap ini salah satunya adalah di
bidang persamaan diferensial, yaitu untuk
menentukan keberadaan dan ketunggalan solusi
dari persamaan diferensial biasa tertentu. Selain itu,
masih banyak lagi penerapan dari teorema titik
tetap di bidang matematika lainnya.

Perluasan dari ruang metrik sudah banyak
dibahas oleh peneliti, beberapa hasil perluasan

tersebut diantaranya adalah ruang metrik fuzzy,

551

ruang metrik cone, ruang metrik rectangular, ruang
metrik-b, dan lain sebagainya.

Banyak matematikawan yang tertarik untuk
menggeneralisasi teorema titik tetap pada perluasan
ruang metrik. Pada tahun 2009, Subrahmanyam
meneliti tentang suatu teorema titik tetap pada
ruang metrik fuzzy [10]. Tahun 2011, Abbas,dkk
meneliti tentang teorema titik tetap pada ruang
metrik cone [1]. Dan pada tahun 2013, Arshad,dkk
meneliti tentang teorema titik tetap pada ruang
metrik rectangular [4].

Ketiga penelitian tersebut sama-sama membahas
tentang teorema yang menyatakan adanya
pemetaan/fungsi tertentu yang mempunyai titik
tetap tunggal, tetapi di perluasan ruang metrik
yang berbeda-beda. Teorema titik tetap juga sudah

dibahas di dalam ruang metrik-b, seperti dalam
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penelitian yang dilakukan oleh Cszerwik[5],
Ansari,dkk [3], Mishra,dkk[8] dan Agrawal,dkk[2].

Pada tahun 2017, terdapat penelitian yang
mempelajari tentang perluasan ruang metrik yang
merupakan perkembangan dari ruang metrik-b,
yaitu ruang metrik-b extended, yang diperkenalkan
oleh Kamran,dkk[6]. Lalu pada tahun 2018, terdapat
penelitian yang membahas beberapa teorema titik
tetap di ruang metrik-b extended oleh Shatanawi,
dkk [9]. Penulis tertarik untuk membangun bentuk
lain dari teorema titik tetap pada ruang metrik-b
extended, yang berbeda dengan teorema titik tetap
pada ruang metrik-b extended pada [9].

Dalam mengembangkan teorema tersebut,
penulis terinspirasi dari teorema titik tetap pada
oleh

Agrawal,dkk [2]. Oleh karena itu, penulis tertarik

ruang metrik-b  yang  dikembangkan
untuk mempermumum teorema titik tetap dalam
penelitian/artikel tersebut untuk dibahas dalam
ruang metrik yang lebih luas, yaitu ruang metrik-b
extended.

Pembahasan dalam artikel ini hanya membahas
teorema titik tetap pada ruang metrik-b extended
saja, tanpa membahas lebih lanjut sifat-sifat dari
teorema titik tetap tersebut. Maka di pembahasan
artikel ini, hanya terdapat teorema yang dibahas
secara pembuktiannya.

Dalam artikel ini ada beberapa materi yang
penulis gunakan sebagai berikut :

Definisi 1.1 (oleh Kamran,dkk, 2017 [6], hal.2).
Misalkan X # @ dan 6:X XX — [1,00) . Fungsi
dg: X x X = [0, ) disebut metrik-b extended pada X
jika untuk setiap x,y,z € X berlaku :

1. do(x,y) =0jikax =y

2. do(x,y) = dg(y,%)

3. do(x,¥) < 0(x,y)(do(x,2) +dg(2,y))

Himpunan X yang dilengkapi dengan metrik dg
disebut ruang metrik-b extended, dan dilambangkan
(X, dp).
Dari Definisi 1.1 diatas, bisa diperhatikan bahwa
hubungan antara dy dan 6 adalah dy dan 6
memenuhi Sifat 3 dari Definisi 1.1 tersebut, untuk
setiap x,y,z € X

Definisi 1.2 (oleh Kamran,dkk, 2017 [6], hal.3).
Misalkan (X,dg) adalah ruang metrik-b extended.
Barisan (x,) di dalam X disebut konvergen ke x € X
Jjika untuk setiap € € R, & > 0, terdapat N = N(¢) €
N, sehingga untuk setiap n € N,n >N, berlaku
do(xy,x) <€
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Dalam kasus ini, dapat ditulis lim x, = x
n—-oo

Barisan (x,) di dalam X disebut konvergen jika
terdapat x € X, sehingga lim x,, = x.
n—-oo

Definisi 1.3 (oleh Kamran,dkk, 2017 [6], hal.3).
Misalkan (X,dg) adalah ruang metrik-b extended.
Barisan (x;,) di dalam X disebut Cauchy,jika untuk
setiap €€R,e>0 , terdapat N=N(¢)€EN ,
sehingga untuk setiap n,m € N,n,m = N, berlaku
do(xy, ) < €.

Definisi 1.4 (oleh Kamran,dkk, 2017 [6], hal.3).
Misalkan (X,dg) adalah ruang metrik-b extended.
(X,dg) disebut lengkap jika setiap barisan Cauchy
pada X adalah barisan konvergen.

Definisi 1.5 (oleh Kreyszig, 1978 [7], hal.299).
Misalkan T:X — X. Suatu x € X disebut titik tetap
dari T jika T(x) = x.

Dalam ruang metrik-b, berlaku teorema titik tetap
sebagai berikut :

Teorema 1.6. (oleh Agrawal,dkk, 2016 [2], hal.2)
Diberikan (X,d) suatu ruang metrik-b lengkap.
Misalkan T:X — X adalah suatu pemetaan/fungsi.
Jika terdapat ,b,s € R , dimana a,b>0, s=>1
sehingga a + 2bs < 1, dan Vx,y € X berlaku

(TG, T())

< a max {d(x,T(x)),d(y,T(y)),d(x, y)}

+ b{d(x, T(y)) + d(y,T(x))}

Maka T memiliki tepat satu titik tetap.

METODE

Dalam penelitian ini penulis menggunakan
metode studi literatur, pertama-tama penulis akan
dikaji teorema titik tetap pada ruang metrik-b pada
artikel yang ditulis oleh Agrawal,dkk [2], kemudian
penulis mencoba mengkonstruksi teorema titik
tetap tersebut dalam ruang yang lebih luas yakni
ruang metrik-b extended, lalu penulis
mengembangkan dua bentuk lain dari teorema
tersebut. Selanjutnya teorema-teorema tersebut
penulis buktikan kebenarannya secara logis dan
matematis.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Teorema 1.6 berlaku pada ruang metrik-b.
Pada penelitian oleh Kamran, dkk [6], didapatkan
suatu konsep perluasan dari ruang metrik-b, yaitu
ruang metrik-b extended. Maka, penulis berusaha
untuk memperumum Teorema 1.6 tersebut dalam
ruang metrik yang lebih luas, yaitu ruang metrik-b
extended.

(1.6.1)
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Hasil perumuman Teorema 1.6 dalam
ruang metrik-b extended terdapat pada Teorema 3.1
berikut. Dalam memperumum Teorema 1.6 menjadi
Teorema 3.1, terdapat beberapa perubahan.
Konstanta b pada teorema titik tetap Agrawal,dkk
[2] dikembangkan menjadi suatu fungsi f: X X X —
[0, 0) dengan beberapa syarat

Teorema 3.1. Diberikan (X, dg) suatu ruang metrik-
b extended lengkap, dengan 6:X XX — [1,00) .
Misalkan T:X — X adalah suatu pemetaan/fungsi.
Jika terdapat a € R,a >0 dan B:X XX - [0,00),
serta Vx,y € X, berlaku

(*)B(x,y) = ——

3.0(x,y)

(%) B(T(x),y) > B(x,y)

() B(x, T(¥)) > B(x,¥)

sehingga

d(T(x), T»))

< amax {d(x,T(x)),d(y, T(¥)),d(x,y)}

+B00y) (TR +d(y,T()))

Maka T memiliki tepat satu titik tetap.

Bukti :

Ambil sebarang x, € X , dan misalkan (x,)n-;

adalah barisan pada X yang didefinisikan sebagai :

Xp =T(xXp_1) =T"xy,n =123, .. (3.1.2)

% Akan dibuktikan bahwa terdapatk € R k <1,
sehingga wuntuk setiap m €N , berlaku
d(xp, Xpy1) < K™ d(x9,x4)

Menurut (3.1.1) dan (3.1.2), didapat

d(xn' xn+1) = d(T(xn—l)' T(xn)) <

a max {d(xn_l, T(xn_l)), d(xn, T(xn)), d(xp_q, xn)} +

B Gt %0) (d (o1, T()) + A (2, T (o)) )

Menurut = (¥*%) didapat  B(x,_1,x,) <

B (xn-1,T(xn)) = B(Xn-1, Xp+1)

Sehingga

d(xn' xn+1) <

amax {d(xn_1, %), d(Xp, Xpy1), d(Xn_1, X,)} +

B(xn_1, %n41)d(Xn—1, Xn11) + d(xn, x)

= amax {d(xp_1, %), d(Xn, Xn4+1)} +

B(xn—lﬂ xn+1)d(xn—1: xn+1)

Menurut sifat 3 dari Definisi 1.1, didapat

d(xn, Xn+1) < amax {d(xn-y1, %), d(%n, Xp41)} +

B (xp—1,Xn41)- 0 (Xn—1, Xn41) (d(xn—l: Xy) +

d(xn' xn+1)) ’

S d(xp, Xper) <aM1+

B (xp—1,Xn41)- 0 (Xn—1, Xn41) (d(xn—l: xn) + d(xy, xn+1))

Dimana M; = max {d(x,_q, x,), d(X,, Xp11)}

Timbul dua kasus,

Kasus1: M, = d(x,_1,x,)

A(Xp) Xpe1) < ad(Xn_q,X,) +

BOtn—1, Xn41)- 0 (p1, Xy 1) A (X1, X)) +

ﬁ(xn—lﬂ xn+1)- 0 (xn—lﬂ xn+1)d(xn: xn+1) s

Ad (1 - B(xn—lﬂxn+1)- e(xn—l: xn+1))d(xn: xn+1) <
(a + .B(xn—l' xn+1)- 6(xn—1' xn+1)) d(xn—li xn) 4

(3.1.1)
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< d(xn' xn+1)
(a + ﬂ(xn—lﬂ xn+1)- Q(Xn_l, xn+1))
(1 - B(xn—l' xn+1)- H(Xn_l, xn+1))
Menurut (*), berlaku

1_
B(xn—lﬂxn+1) = .

d(xn_l, xn) (313)

1-a

260(xn_1.%n41)

3.0(xn-1%n+1)

Sat?2 B(xn—l' xn+1) H(Xn—l'xn+1) <1 (3-1-4)
Sa+t ﬁ(xn—l!xn+1) H(Xn—ltxn+1) <1-
ﬁ(xn—li xn+1) Q(Xn_l, xn+1) 7

a-+ ﬂ(xn—l' xn+1) Q(Xn_l, xn+1)

1- B(xn—lﬂxn+1) H(Xn_l, xn+1) (3_1.5)

1= B(xn—1,Xn+1) OOn_1, Xp41)
1= B(xp—1,Xn+1) O0n_1, Xp41)
Akan dipastikan
B(xn—lixn+1)- g(xn—lixn+1)) #0
Menurut (3.1.4) , dan fakta bahwa
0,dan 6(x,y) =1,Vx,y € X, maka
2 B(xn—1,Xn41) O(xp_1, Xp41) < 1,

(1-

a>

bahwa

1
And .B(xn—l' xn+1) e(xn—lﬁ xn+1) < 2

. 1 1
Sehingga , 1 = B(Xn-1,Xn+1) 0(Xn-1,Xn41) > 1 =3 =7
Jadi, 1 — B(xp_1, Xns1) 0(Xp_1,Xn41) # 0

. (a+B(xn—1.%n41)-0(Xn_1.Xn+1))
Dari (3.1.5), maka (1-B(xn-1%n+1).0(Xn-1,%n+1))
Kembali ke (3.1.3),

(a+B(xn-1%n+1)-6 Xn-1.Xn+1))

(1-B(xn—1.%n+1)-0 (xn_1.Xn+1))

Misalkan, k = (4501, %n41)0 (o1, ¥n41)) makak <1
’ (1-BGrn-1.%n+1).0(Xn-1,%n+1))’

d(xn, Xn41) < k d(xp_q, %) (3.1.6)
Dari Ketidaksamaan (3.1.6), akan dibuktikan bahwa untuk

<1

d(xn, xn+1) <

d(n-1, %) ,

setiap n€N , berlaku d(x, x,41) < k™d(xg,%x1) ,
menggunakan induksi matematika.
= Akan dibuktikan  bahwa  d(x,, x,41) <

k™d(x,, x,) benar saatn = 1
Untuk n = 1, dan dari (3.1.6), berlaku
d(xq,x3) < k d(xo,x1)
Maka untuk n=1
k™d(x,, x1) berlaku
Akan dibuktikan bahwa jika d(x,, x,.1) <
k™d(xy, x1) benar saatn = t, maka d(x,, X,.1) <
k™d(xg,x1) jugabenarsaatn =1t + 1,
Untuk n = t, menurut asumsi, berlaku
d(xe, xp41) < k° d(x, 1)
Menurut (3.1.6) dan (3.1.7), berlaku
Ad(Xes1, Xer2) < k d(xg Xepr) < k (kE d(xo,%,)) ,
& d(Xpr1 Xer2) <K d (g, %1)
Jadi, jika d(xy, x,4+1) < k™d(xg,x;) benar saat =t , maka
untuk n =t + 1 ketidaksamaan d(x,, x,41) < k™d(xq, %)
juga berlaku.
Maka, untuk setiap n € N, terdapat k < 1 sehingga berlaku
d(xp, Xppr) < k™ d(xg, %) (3.1.8)
Kasus 2=M; = d(x,,, Xp+1)

ketidaksamaan  d(x,, Xp41) <

7

(3.1.7)
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d(xn' xn+1) <a d(xnﬂxn+1) +
ﬁ(xn—llxn+1)- e(xn—lrxn+1) d(xn—lixn) +
ﬁ(xn—ll xn+1)- H(xn—ll xn+1) d(xn' xn+1) 7

A (1 —a- B(xn—lﬂxn+1)- g(xn—lﬂxn+1))d(xn: xn+1) <
(ﬂ(xn—l' xn+1)- H(xn—ll xn+1)) d(xn—lv xn)r

S d(xy, Xpe) < (3.1.9)
(ﬁ(xn—lrxn+1)-9(xn—l;xn+1))
d -1
(1_a_ﬁ(xn—1rxn+1)-9(xn—lrxn+1)) (.X'n 1 xn)
1-a 1-a

Karena (x,_{,x =
( n-b n+1) 3.0(xn-1%n+1)  20(n-1.xn41)
maka

2 ﬁ(xn—llxn+1) e(xn—lrxn+1) <l-a s

S Bxn-1,Xns1) O(Xp_1,Xn41) <1—a—
(ﬁ (Xn-1,Xn41) O(Xp_1, xn+1)) ’
Bxn—1%n+1) 0(n—1%n+1)
1-a-(B(xn—1.%n+1) 0(Xn_1.%n+1))
1-a—(B(xn—1.%n+1) 0(Xn_1Xn+1))
1-a—(B(xn—1.%n+1) 0(Xn_1Xn4+1))

Pada kasus 1, sudah dibuktikan bahwa 1 —a —
B(xn—lﬁxn+1) H(Xn—l;T(xn)) * 0

(3.1.10)

Kembali ke (3.1.10) , maka
B(Xn—1.Xn41) g(xn—LT(xn)) <1
1-a—B(xp—1.Xn+1) g(xn—LT(xn))
Kembali ke (3.1.9),
B(tn-1%n+1)-8 Xn—1.%n+1)
(o, Xn41) < (1—(a—B(xn—1,Xn+1).9(xn_1.xn+)1)) (-1, %n)
. Bxn-1.%n+1) 0(xXn-1.T(xn)
Misalkan, k = 1—a—/3(xn_1,xn+1)(9 (xn—l:T(x)n)), makak <1
d(xn' xn+1) <k d(xn—lvxn)
Ketidaksamaan diatas sama dengan
Ketidaksamaan (3.1.6) . Pada kasus 1, telah
dibuktikan  bahwa  Ketidaksamaan (3.1.6)

menghasilkan Ketidaksamaan (3.1.8), yaitu

d(xn' xn+1) < knd(Xlel)

% Akan dibuktikan (x,),-, adalah barisan Cauchy
Misalkanm,n € Nyn<m

d(xp, X)) < H(Xnﬁxm)(d(xn' Xpt1) T d(Xpiq, xm))/

S d(xXp, Xm) < 0, X)) d (X, Xpiq) +

e(xn'xm) (Q(xn+1:xm) (d(xn+1'xn+2) + d(xn+2lxm))) ’
< d(xn' xm) < G(xn' xm)d(xni xn+1) +
H(xn,xm)e(xn+1,xm) d(xn+1'xn+2) +

6 G, %) g X (0 ez Xn) (A Gz i) +

dCinsar¥m)))

S d(Xp, Xm) < 00X, X )d (X, X 1) +
H(xn,xm)e(xn+1,xm) d(xn+1'xn+2) +
0 (%, X)) 0 (X1, X ) 0 (X 2s X)) A X2y Xa3) +

-t (Hfzo 0(Xn+irXm)) d(Xpier Xnp14e), untuk t =
0,1,2,3, ...

A d(xn' xm) < G(xn: xm) k™ d(xOl xl) +
H(xnﬂxm)g(xn+1ﬂxm) kn+1 d(xo'xl) + ) (3.1.11)

H(anxm)a(xn+1txm)0(xn+2'xm) kn+2 d(xO'xl
+ ([Mi=0 0 (Xntis X)) K™ d(xo,%1)
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Menurut (**) dan (*) , berlaku B(xp4q,%m) >

ﬁ(xn’ xm) 7

Sehingga, (X4, Xm) > B(xy, xp) , untuk i = 1,2,3, ...
1-a 1-a

Karena menurut (*), berlaku B 3 00

, maka

0 (Xptir Xm) < 0(xy, X)) untuk i = 1,2,3,... (3.1.12)

Dari (3.1.11), didapat

d(xy, Xm)
< H(Xn, xm) k™ d(XO' xl) (1 + g(xn+1'xm) k
t

+ 0042, X)0 Gy 5%+ ([ [ 0Cta 1)) KE+-)
i=1
Menurut (3.1.12), maka didapat
d(xp, Xm) < 00y, xm) k™ d(xg,x1) (1 + 600, x) k +
(G(xn' xm) k)z + ot (g(xn!xm) k)t + ) ’
Misalkan, ) =1+ 0(x, xp) k+
(G(xn: xm) k)2+ . +(9(xn! xm) k)t + -y,

& flx) =14 600, xm) k(1 +
0, xm) k.. +(0 0, x) k)71 + ),

& f(xn) = 1+ 0(xn, xm) k(f () ,
And f(xn) - g(xn' xm) k(f(xn)) =1,

1

=0 = GG

Maka, 1+ 600, xpm) k +
2 t — ;

(9 (xn, Xm) k) +.. +(9(xn; xm) k) +..= (1-8(xpxm) k)

Sehingga

d(xp, Xm) < 00, X)) k™ d(xg, x1) (1 4+ 0(0xy, %) k +
(g(xnr xm) k)z + -+ (g(xn’xm) k)t)

1
= 0(xp, xm) k™ d(xg,x1) A=0Cnem) 1)’

0 (xn,xm) k™
=3 <L —
d(xn» xm) = (1-6(tnxm) k) d(xo’ xl)

Karena k<1 , jika n—oo,makak™ -0 .
0 (xn,xm) k™

n,m-co (1—9(xn‘xm) k) d(XOJ xl) = 0
Maka, lim d(x,,x,) =0
n,m-oo

Sehingga

Jadi, ve € R,e > 0, bisa ditemukan n(e) € N, sehingga
vn,m = n(e), berlaku d(x,, x,,,) < €

Maka, (x,)7-1 adalah barisan cauchy.

Karena X adalah ruang metrik-b extended lengkap,maka
setiap barisan Cauchy di dalamnya adalah barisan
konvergen. Maka, barisan = (x,)5-;  konvergen.
Misalkan,barisan (x,);-; konvergen ke suatu x* € X.

% Akan dibuktikan bahwa x* adalah titik tetap T
d(x*,T(x*)) <
B(x*,T(x*)) (d(x*,xn+1), +d (X 41, T(x*))) =

H(x*,T(x*)) (d(x*,xn+1) + d(T (xy), T(x*))) ,
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e d(x",T(x") < 0(x", T(x")) d(x", xp41) +

) ) d(xn,T(xn)),
O(x",T(x")) (a max (d(x*,T(x*)); d(xn,x*)> ¥

B ) (i T(x") + d(x*,Tcxn») ,

o d(x*Tkx") < G(x*,T(x*)) d(x*, xpeq) +
d(xn'xn+1)

G(x*’T(x*)) (amax (d(x T(.X' )) d(xn,x )>
[)’(xn,x*)e(xn,T(x*)) (d(xn,x )+ d(x ,T(x” )))

B (o, x7) (d (", xn+1))>

Untuk kesederhanaan, misalkan s; = G(x*,T(x*)) ,
S, = H(xn, T(x*)) dan b; = B(x,,x*), maka

d(x, T(x") < sy d(x*, x%,41) +

s;amax (d(xn,xn+1), d(x*, T(x*)), d(xp, x*)) +

Sy by s, (d(xn,x*) + d(x*,T(x*))) +

Slbl(d(X*' xn+1)) ,

o (1- slblsz)d(x*,T(x*)) <s;(1+

b)d (X", Xps1) + 51b15;(d (20, x7)) +

s;amax (d(xn,xn+1), d(x*, T(x*)), d(xp, x*)) ,

Misalkan, M,
max (d(xn, Xnt1 ) d(x*, T(x*)), d(xy, x*)), maka
(1- slblsz)d(x*,T(x*)) <s;(1+b)d(x", xp41) +
slblsz(d(xn,x*)) +s,aM,

e Kasusl: M, =d(x,, Xp+1)

(1 - Slblsz)d(x*, T(X*)) S 51(1 + bl)d(x*, xn+1) +
$1b15,(d (%, X)) + 510 d (X, Xns1) s

o (1- slblsz)d(x*,T(x*)) <s;(1+

b)d(x", Xp41) + 51by 5, (d G, x7)) +

51 (6t X1 (A, 2°) + A6, X41)))
Misalkan, s3 = 0(x,, X41)

(1- slblsz)d(x*,T(x*)) <s;(AQ+b)d(x", xp41) +
slblsz(d(xn,x*)) + s,a s3(d(xn,x*) +d(x* xn+1)) ,
& (1—s.bys)d(x", T(x")) < s;(1+ by +

a s3) d(x", Xp41) + 51(bys; + as3)d(x,, x*) ,

" . 51(1+b1+a53)
= d(x T(x )) < sy
s1(b1sy+a 53)

(1-s1b152) d (o, x7)

d(x*'xn+1) +

Karena (x,),-; konvergen ke x*, menurut definisi

kekonvergenan barisan (Kreyszig [7], p.25),

berlaku lim d(x*,x,4,) = 0 dan lim d(x*,x,) = 0.
n-oo n—oo

Sehingga, lim d(x*,T(x*)) =0.

Maka, x* = T(x"). Jadi, x* adalah titik tetap T.

e Kasus2: M, = d(x*,T(x*))

(1 - SlbISZ)d(x*, T(x*)) S 51(1 + bl)d(x*, xn+1) +

slblsz(d(xn,x*)) + 5.a d(x*,T(x*)) ,

555

& (1 —s,(bys, — a))d(x*, T(x*)) <s;(A+b)d(x", xp41) +
51b152(d(xn'x*)) ,
s d(x,T(x")) <

s1(1+bq)
= (1-s1(b152-a))

(dCxn,x9),

Karena 1111_r)£10 d(x*,xp41) = 0 dan llm d(x*,x,) =0,
maka 11_{210 d(x*,T(x))=0. Maka, * T(x*) .
Jadi, x*nadalah titik tetap T.

e Kasus3: M, =d(x,,x*)

1- slblsz)d(x*, T(x*)) < s;(1+ b)d(x*, x41) +
slblsz(d(xn,x*)) +s,ad(x,,x%),

s (1- slblsz)d(x*,T(x*)) <s;(1+b))d(x", xp41) +
S1(bysy + a)(d(xn»X*)) ,

d (X*l Xn+1) +
s1b1sz
(1-51(b152-a))

& d(x', T(r) < P A xu) +

51(b152+a)

vl CICOE D) P

Karena lim d(x*,x,4,) =0 dan lim d(x*,x,) =0, maka
n—oo n-oo

lim d(x*, T(x")) = 0. Maka, x* = T(x"). Jadi, x* adalah titik

n—-oo

tetap T.

% Akan dibuktikan bahwa x* adalah satu-satunya titik
tetap T

Andaikan, terdapat titik tetap T yang lain, misal x". Maka

T(x") =x".

Lalu,

d(x*,x) =d(T(x"), T(x")) <

a max{d(x*, T(x*)), d(x’, T(x’)), d(x', x*)} +

B(x*,x") (d(x*, T(x’)) + d(x’,T(x*))) ,

o d(x*x") < amax{d(x*, x*),d(x’, x"),d(x’, x*)} +
B(x*,x’)(d(x*,x’) + d(x',x*))

=ad(x',x*)+ B(x*,x’)(Z d(x*,x')) ,

& dx,x") < (a+2B(x"x"))d(x"x") (3.1.13)

Menurut () , berlaku B(x*,x") < maka a +

200" x")Bx",x") < 1.

Karena G(x*,T(x’)) >1, maka +2 B x)<a+
20(x",x") f(x",x") <1,sehinggaa+2 B(x*,x") <1.
Kembali ke (3.1.13),

d(x*,x") < (a + Zﬁ(x*,x’)) dlx*,x") < d(x*,x"),

sdlx*x) < dx*,x")

2 9(x* x’) /

Yang menurut sifat 2 dari Definisi 1.1, tidak mungkin.
Terjadi kontradiksi. Pengandaian bahwa terdapat titik
tetap T yang lain selain x* salah. Maka, kesimpulannya , x*
adalah satu-satunya titik tetap T.

~ Maka, terbukti bahwa T memiliki tepat satu titik

tetap. m

Lalu, penulis membangun dua bentuk lain
dari teorema ketunggalan titik tetap suatu fungsi
pada ruang metrik-b extended, yaitu Teorema 3.2
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dan Teorema 3.3. Perbedaan kedua teorema
tersebut (Teorema 3.2 dan Teorema 3.3) dengan
Teorema 3.1 adalah syarat dari pemetaan T di
kedua teorema (Teorema 3.2 dan Teorema 3.3) yang
berbeda dengan syarat dari pemetaan T di Teorema
3.1

Teorema 3.2. Diberikan (X, dg) suatu ruang metrik-
b extended lengkap, dengan 6:X XX — [1,00) ,
Misalkan T:X — X adalah suatu pemetaan/fungsi.
Jika terdapat a € R,a >0, dan B:X XX — [0,0),
serta Vx,y € X, berlaku

() B(x,y) = ——

3.0(xy)

() B(T(x),y) > B(x, y)
(exx) B, T(y)) > B(x, ¥)
sehingga

d(T(), T®))

< amax {d(x, ),

d(x,T(x) d(y, T»))
1+d(TC), T»))

+B00y) (d(xTG)) +d(y,T()))

Maka T memiliki tepat satu titik tetap

Bukti :

Ambil sebarang x, € X , dan misalkan (x;)p-;

adalah barisan pada X yang didefinisikan sebagai :

Xn = T(xp—1) = T"xy untukn = 1,2,3, ...

« Akan dibuktikan bahwa terdapatk € R k < 1,
sehingga untuk setiap m €N , berlaku
d(xXp, Xpy1) < K™ d(xg, %1)

Menurut (3.2.1) dan (3.2.2), didapat

d(xn' xn+1) = d(T(xn—l)' T(xn)) <

amax {d (), ‘ol

ﬂ(xn—lv xn) (d(xn—lv T(xn)) + d(xn: T(xn—l)))

}+

j

d(xn—1%n) d(XnXn+1)
1+d(xn,xn+1)

.B(xn—lvxn)(d(xn—lvxn+1) + d(xy, xn)) ’

Karena Vx,y € X ,d(x,y) = 0, maka

Ad(p—1, %) d (X, X 41) < d(xn—pxn)(l + d(xnﬂxn+1))
Laluy, 14+ d(x,, xpe1) #0 sehingga
d(xn-1,X0)dXnXn+1)

(1+d(enxn+1)) < dCt-1,%n) ,

Maka
d(x,-1,x,) , sehingga

= a max {d(xn—l' Xn),

4

d(xn—1,%n) d(xnvxn+1)} _

max {d(x,,_{,x
{ (1, %), 1+d(xnXn+1)

d(xn, Xn41) < ad(Xp-1, %) + B Ctn—1, %) d (1, Xn41)
S d(xy, Xpe1) < ad(xy_q, %) +

B Gt ) (0 Cenm, X (d (o, ) +

d(xp, xn+1))) ,

& d(xn, Xn11) < ad (g, X,) +

B (Xn—1, %) 0 (Xn—1, Xp41)d(Xn_1, X5) +
.B(xn—lr xn)e(xn—l' xn+1)d(xn' xn+1) ’

(3.2.1)

(3.2.2)
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= (1 -
B(T (tnr), T06n))8 (1, K1) ) 4Gy X 1) <
(a + ﬂ(xn—l' xn) Q(Xn_l, xn+1))d(xn—1: xn) ’

< d(xn' xn+1)
a+ ﬂ(xn—l' xn) Q(Xn_l, xn+1)
11— ﬂ(xn—l' xn)g(xn—lt xn+1)

Ketidaksamaan (3.2.3) sama dengan Ketidaksamaan

(3.2.3)

d(xn—lt xn)

(3.1.3) Pada pembuktian Teorema 3.1,
Ketidaksamaan (3.1.3) menghasilkan
Ketidaksamaan (3.1.8) , vyaitu d(x, xp41) <
k™d(xg, x1)

7
0.0

Akan dibuktikan (x,),-; adalah barisan Cauchy
Sifat konstanta a dan fungsi § pada Teorema 3.2
ini sama dengan Teorema 3.1. Dan pada Teorema
3.1, sudah dibuktikan bahwa (x,;);=; adalah
barisan Cauchy. Pada pembuktian tersebut, syarat
pemetaan T pada Teorema 3.1 tidak digunakan.
Maka, perbedaan syarat pemetaan Tpada Teorema
3.1 dan Teorema 3.2 tidak berpengaruh. Maka,
barisan (x,)n-; pada Teorema 3.2 adalah barisan
Cauchy. Misalkan,barisan (x,);-1 konvergen ke
suatu x* € X.
% Akan dibuktikan bahwa x* adalah titik tetap T
d(x*,T(x*)) <

H(x*,T(x*)) (d(x*,xn+1), +d(xp 41, T(x*))) =

0(x", T(x") (d(x", Xnar) + AT (@), T(x")))

e d(x, T(x")) < 0(x", T(x") d(x", xp41) +

* * * d n;T n d *;T( *)
0(x", T(x")) (a max {d(xn,x ), (x1+;EcT()3n)F:(x*)§ )

} +
B (xp, x¥) (d(xn, T(x*)) + d(x*,T(xn)))>

= e(x*,T(x*)) d(x*, xp41) +
0(x", T(x")) <a max {d(xn,x*),

d(xpXns1) d(x*'T(x*))
1+d(xp41,T(x*))

J+
BCanx) (At T(x) + d(x*,xn+1>)>
ed(x",T(x")) < 0(x",T(x")) d(x", xp41) +

0(x", T(x")) <a max {d (xp, %), d(xfj;"(;)i(:;i;c*))} +
Bt 1) (0t TG) (A, x7) + A (', TG)) +
d(x*,xn+1))) ,

o d(x",T(x")) < 0(x", T(x")) d(x", Xn11) +

X ¥ wy 4G, ) d(x*,T(x")
H(x ,T(x ))a max {d(xn,x ), XI‘:;"(ZH,(;((X*;; )

J+
H(x*, T(x*))ﬂ(xn,x*)g(xn, T(x*)) (d(xn,x*) +
d(x*, T(x*))) + G(x*,T(x*))ﬁ(xn,x*)d(x*,xn+1) ,
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Untuk kesederhanaan, misalkan s; = O(x*,T(x*)) ,
s, = 0(x,, T(x")), dan by, = B(x,,x*), maka
A, T0Y) < 51 " xar) +
wy Axnxniq) d(x*T(x")
sam {i ) Lz 7]

$1b15; (d(xn,x*) + d(x*,T(x*))) + 5.b; d(X*, Xp41) ,

s (1- slblsz)d(x*,T(x*)) <s;(1+
bl) d(x*' xn+1) +

s;a max {d (xp, x*),

d(xXnXn+1) d(X*rT(X*))} +
1+d(xn41,T(x*))
s1bys; d(xp, x7)

Misalkan, M; = max {d(xn,x*),
e Kasus1:M; =d(x,,x")
1- S1b152)d(x*' T(x*)) < 5:(1+ b)d(x", xXp44) +
s;bys, (d(xn,x*)) +s;ad(x,,x¥),

d(xXpXn+1) d(x*,T(X*))}
1+d(xp41,T(x"))

s (1- slblsz)d(x*,T(x*)) <s;(1+
b)A (X", Xpi1) + 51(bys; + @) (d(xn, X)),

= d(x*,T(x*)) < wd(x*,xnﬂ) +

T 1-s1b15;

s1(b1sz+a) (d(xn, X*))

1-s1b15y
Karena lim d(x*,x,,,) =0 dan lim d(x*,x,) =0,
n—-oo n—-oo
maka lim d(x*, T(x*)) = 0. Jadi, x* adalah titik tetap
n—-oo
T.
. _ dxpxn+1) d(x*,T(x*))
e Kasus2:M; = 1+ d(tnr s T()

d(xnxn41) d(x*,T(xY))
14+d(xn+1,T(x")

Dari (3.1.8), bisa didapatkan

k™d(x,x1) d(x*T(x*))
1+d(xp41,T(x*))
Karena k <1, maka saat n - o, k™ —» 0, sehingga
k™d(xg,x1) d(x*,T(x")) S0
1+d(xpn4+1,T(xY))
. d(pangr) d(xT(xY) .
Maka, 11113)10 (om0 0. Sehingga ,
(1 - Slblsz)d(x*, T(x*)) S 51(1 + bl) d(x*, xn+1) +
d(XnXn+1) d(x*;T(x*))
1+d(xXp41,T(x"))

o (1- slblsz)d(x*,T(x*)) <s;(1+
by) d(x”, Xp41) + S1bys; d(xp, x7) ,

s1(1+bq)

e d(x,T(x")) < (

S1b1S2 d *
P E— Xn, X
(1-s1b152) (6, X7)

1 + 51b1s; d(xp, x7),

d(x*, xn+1) +

1-s1b1572)

Karena lim d(x*,x,.;) =0 dan lim d(x*,x,) =0,

n—-oo n—oo
maka rlll_r»go d(x*, T(x*)) = 0. Jadi, x* adalah titik tetap
T.
% Akan dibuktikan bahwa x* adalah satu-satunya
titik tetap T
Andaikan, terdapat titik tetap T yang lain, misal x'.
Maka T(x") = x'. Lalu,

d(x*,x") = d(T(x*),T(x')) <
d(x*T(x") d(x',T(x'))}

1+d(T(x*),T(x"))

a max {d(x*,x’),
B(x*,x") (d(x*, T(x’)) + d(x’,T(x*))) ,

* K ! !
< d(x*,x") < amax {d(x*,x’) A x) d(x’x )}

" 1+d(T(x*),T(x")
B(x*,x") (d(x*, T(x’)) + d(x’, T(x*))) ,
sSdxhx)<ad(x*x")+ ,B(x*,x’)(d(x*,x’) +
d(x’,x*)) ,

odx*,x)<ad(x', x*)+ ,[)’(x*,x’)(Z d(x*,x’)) ,
e d(x,x) < (a+28(x",x"))d(x",x") (3.2.4)

Ketidaksamaan (3.2.4) sama dengan Ketidaksamaan

(3.1.13) Pada pembuktian Teorema 3.1,
Ketidaksamaan (3.1.13) menghasilkan
Ketidaksamaan dlx*,x") < d(x*,x") yang
menyebabkan terjadinya kontradiksi. Maka, x”

adalah satu-satunya titik tetap T.
~ Maka, terbukti bahwa T memiliki tepat satu titik tetap.
m.

Teorema 3.3. Diberikan (X, dg) suatu ruang metrik-
b extended lengkap, dengan 6:X XX — [1,00) .
Misalkan T:X — X adalah suatu pemetaan/fungsi.
Jika terdapat a € R,a >0 dan B:X XX - [0,0) ,
serta Vx,y € X, berlaku

() B@Y) = 50

() BT (), y) > B(x,y)
(ex) BCe, T(V)) > B(x, )
sehingga

d(T(x), T()) : ot )
d(x, T(x)) d(y, T(y)
- Jd(x, ), 1+d(x,y) 'l
= amax d(x, T(x)) d(y, T(y))
l 1+d(T), T()) J
+B0y) (d(xTm)) +d(3,T())

+min{d(x, T(x)),d(x,T»)),d(y, T(¥)),d(y, T(x))}

Maka T memiliki tepat satu titik tetap.

Bukti :

Ambil sebarang x, € X , dan misalkan (x,)5-1

adalah barisan pada X yang didefinisikan sebagai :

Xp = T(xp_1) = T"xy , untuk n = 1,2,3

+ Akan dibuktikan bahwa terdapatk € R k < 1,
sehingga wuntuk setiap m €N , berlaku
d(xXp, Xpi1) < K™ d(x,%1)

Menurut (3.3.1) dan (3.3.2), didapat

d(xn' xn+1) = d(T(xn—l)‘ T(xn)) <

d(xn-1,T (tn-1)) d(¥n,T ()
d(xn—l’xn)’ 1+d(xp—1,%n)

d(xn-1.T(xn—1)) d(xn,T(xn))
1+d(T (xpn—-1).T(xn))

]

a max +
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(3.3.1)

(3.3.2)
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BGtn-s, %) (-1, TCen)) + d( TCxn-1))) + Ktk e i ohastlian
etidaksamaan 1. y altu Xn» Xn

- {d(xn_l,T(xn_l)),d(xn_l,T(xn)),d(xn.T(xn)),} d G 1) y "

L]

d(xn,T(xn_l)) Kasus2: M, = d(x;,, X11)

d(xn—l' xn)' d(xnl—i;f(nx)n‘i(lx;:;n+1) ’ (1 - ﬁ(xn—l! xn)g(xn—D xn—l))d(xn: xn+1) <
= amax d(xp-1,%n) d(XnXn+1) + a d(xn: xn+1) + ﬁ(xn—lt xn)g(xn—D xn—l) d(xn—1: xn) ’

1+d(Xn,Xn+1)

ﬁ(xn—llxn)(d(xn—lrx‘rHI) + d(xn'xn)) +
min{d(xn—l' xn)r d(xn—l' xn+1)v d(xnv xn+1)v d(xnv xn)}

< (1 —a- B(xn—lﬂxn)e(xn—llxn—l))d(xn' xn+1) <
B(xn—lﬂxn) G(xn—l' xn—l) d(xn—lt xn) s

, S d(xy, Xpe1) < (3.3.5)
S d(x,, Xpe1) (B(xn-1%n+1)-0 (Xn-1.%n+1)) d(x x,)
|(d(x ) d(xn_l, xn) d(xn,xn+1) \I (1-a-B(xn—1,%n+1)-0 (Xn—1.Xn+1)) n-iron
< amax novona 1+ d(xn_q,x) ' Ketidaksamaan (3.3.5) sama dengan Ketidaksamaan
h d(xp—1,%n) d(xp, Xn11) (333) (319) . Pada pembuktian  Teorema 3.1,
k 14+ d(xp, Xpe1) ) Ketidaksamaan (3.1.9) menghasilkan
+B (Xn—1, %) A (Xn—1, Xp41) + Ketidaksamaan (3.1.8) , vyaitu d(x, x,41) <
min{d (xn—l' xn)' d(xn—l' xn+1)' d(xn' xn+1)» 0} ’ !‘nd(XOJ xl). . - .
Karena max {d(xn—l' x,), d(xnl_-il—‘;(nx) dx(xn";nﬂ)} _ * Akan dibuktikan (;\cn)nz.1 adalah barisan cauchy
n¥nt1 Sifat konstanta a dan fungsi  pada Teorema 3.3 ini
(-1, %) , A1) dCnne) sama dengan Teorema 3.1. Dan pada Teorema 3.1,
d(Xn-1, X3, n;i;z&n_l_;;)nﬂ ) sudah dibuktikan bahwa (x,);-; adalah barisan
maka max ACtn—1,%7) d(GenXns1) = Cauchy. Pada pembuktian tersebut, syarat pemetaan
1+d(XnXnt1) T pada Teorema 3.1 tidak digunakan. Maka,

d(xn—1,%n) d(xnXn+1)
max {d(xn_l, Xn), YO TORER,

Karena Vx,y € X ,d(x,y) = 0 maka
d(Xp—1, %) d (X, Xp 1) < d(xn:xn+1)(1 + d(xn—pxn))
Lalu, karena 14+d(x,_4,x,)#*0 , Maka

perbedaan syarat pemetaan Tpada Teorema 3.1 dan
Teorema 3.3 tidak berpengaruh. Maka, barisan
(*)n=1 pada Teorema 3.3 adalah barisan Cauchy.
Misalkan,barisan (x,);-; konvergen ke suatu x* €

d(xn—lzxn)d(xn:xn+1) < d(x x ) .X' . . N ..
(1+dGn) w An+1) s % Akan dibuktikan bahwa x* adalah titik tetap T
sehingga d(x*,T(x")) <
d(xn—1,%n) d(xnXn+1) * * * *

max{d(xn_l, Xn), 1id(xn_1'x7l) 1 } < 0(x*, T(x") (d(x s X1 ) Hd (X1, T(x ))) =
max {d(xn_1, %), d(Xn, Xp11)} 0(x*, T(x") (d(x*,xn+1) + d(T(xn),T(x*))) ,
Kembali ke (3.3.3), didapat
d(xp, Xper) < amax {d(x,_q1, xp), Ay, X)) + ed(x,T(x")) < 0(x",T(x")) d(x", xp41) +
:B(xn—lﬁxn)d(xn—l' xn+1) +0, d(x,, x*) d(xn,T(xp)) d(x*T(x*))

. . n ’ 14+d (xp,x*) ’
A d(xn; xn+1) < amax {d(xn—lyxn): d(xn:xn+1)} + 9(x ’ T(x )) Rt d(xn,T(xn))d(x*,T(x*)) +
B(xn—l' xn)e(xn—lr xn+1)d(xn—1' xn) + 1+d(T (xp),T(x*))

1, X%,)0(x—1, d(xp, ,

B(xn 1 xn) (xn 1 xn+1) (xn xn+1) B(xn; x*) (d(xn, T(x*)) + d(x*,T(xn))) +

A (1 - ﬂ(xn—lﬂxn)e(xn—lr xn+1))d(xn'xn+1) <
a max {d (xn—lr xn), d(xn: xn+1)} +
ﬂ(xn—lﬂxn)e(xn—lr xn+1)d(xn—1'xn)

Misalkan, M, = max {d(x,_1, x,), d(xy, Xn41)}

min{d(x*, T(x")),d(x*, T(x,)), d (%, T (x)), d (2, T (x")) }

e Kasus1: M, = d(x,_4,%,) =0(x", T(x")) d(x", xp41) +
(1 — B(xp-1, xn)G(xn_l,xn_l))d(xn,an) < d(x,, x*) d(xpXne1) d(x*T(x"))
a d(xn—lﬂ xn) + ﬁ(xn—ll xn)g(xn—lﬂ xn—l) d(xn—lﬂxn) ’ G(X* T(x*))a max " Lrabma) +
! d(xpXne1)d(x*T(x"))
< (1 = B(no1,%n)0 (X1, xn—l))d(xnﬂxn+1) = 1+d(¥n+1,T(x")
(@ + Bt %0 Cn_1, %n-1)) A1, %) , 0(x", T(x)) Bty x) (A3 T(x)) + d (X", X)) +
(=4 d(x , X +1) * . . {d(x*!T(x*))!d(x*!xn+1)!d(xn! xn+1)v}
nn O(x*, T(x*)) min
a +.8(xn—1v xn)a(xn—llxn—l) ( ( )) d(xn,T(x*))

< d(xp—_1,%n) (3.3.4)
1= B 0o, %0)0 (-, 1) Karena (x,)5-, konvergen ke x*, maka jikan — oo,
Ketidaksamaan (3.3.4) sama dengan Ketidaksamaan  d(x*,x,,,) = 0

(313) . Pada pembuktian Teorema 3.1,
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& d(x, T(x") < 0(x", T(x")) d(x*, xp11) +
o A0nxn41) d(x*.T(X*))
d(xy, x7), YT
d(xnXne1)d(x*T(x%))
1+d(xn41,T(x*))

G(x*, T(x*))[)’(xn,x*) (d(xn, T(x*)) + d(x*,xn+1)) +

% % . d(x*,T(x*)),O,d(xn, xn+1);
8(x", T(x")) mm{ d(0, TGE) }

=0(x", T(x") d(x", xps1) +
d(xpxne1) d(x*T(x"))

d(xn' x )' 1+4+d(xp,x*)

d(xn‘xn+1)d(x*,T(x*))
1+d(xp41,T(x*))

6", T())B e, x) (A6, TG + A", 20

)

G(x*, T(x*))a max +

’

G(x*, T(x*))a max +

Karena vx,y €X,d(x,y)=0 , maka
d(xn,xneq) d(x*T(x™) ¥ *
) A0 < (3, 1) (6, TD) , dan

d(xpxne1)d(x"T(x"))
1+d(xpn4+1,T(x%)

Maka,

max {d (%, x%), T+ dGx) 4 (tnsa T0)
max{d(xn,x*), d(xn,xn+1)d(x*, T(x*))} ,
e d(x, T(x") < 0(x", T(x")) d(x*, xni1) +
o d e, %),
oG Namas [y, )
H(x*, T(x*))ﬁ(xn,x*)d(xn, T(x*)) +
G(X*,T(x*))ﬁ(xn,x*)d(x*'xnﬂ)
= H(x*,T(x*)) d(x", xp4q) +
o At %),
9(x ,T(x ))a max {d(xn, xn+1)d(x*,T(x*))} +
H(x*, T(x*))ﬁ(xn,x*)d(xn,x*) +
G(X*,T(x*))ﬁ(xn,x*)d(x*'xnﬂ)
e d(x, T(x") < 0(x", T(x")) d(x*, xn11) +
o dn, x°),
H(x ,T(x ))a max {d(xn, xn+1)d(x*,T(x*))} +
0(x", T(x")B(xp, x)0 (x, T(x")) (d(xn,x*) +
d(x*, T(x*))) + Q(x*,T(x*))ﬁ(xn,x*)d(x*, Xn+1)

Untuk kesederhanaan, misalkan s; = Q(x*,T(x*)) ,
S, = H(xn, T(x*)) ,dan b; = B(x,, x*), maka

& d(x",T(x")) < 5,d(x", Xp41) +

S;a max {{d(xn,x*), d(xn,xn+1)d(x*, T(x*))}} +
S1b152(d(xn,x*) + d(x*,x*)) + 51b1d(X", Xn41)

e (1- slblsz)d(x*,T(x*)) <s;(1+b)d(x*, x41) +

S;a max {d(xn,x*), d(xy, Xne1) d(x*,T(x*))} +

51157 d(xp, x7)

Misal, Ms = max {d(xn,x*),d(xn,xn+1)d(x*,T(x*))}
Kasus1: Mg = d(x,,x*)

1- slblsz)d(x*,T(x*)) <s;(1+ b)) d(x*, xp41) +

512 d(xy, x*) + 51by sy d(xp, x*),

< d(xn' xn+1)d(x*' T(x*)) ’

1

d(xn'xn+1)d(x*nT(x*)) d(xn‘xn+1)d(x*‘T(X*))} <
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)
*

s (1- slblsz)d(x*,T(x*)) <s;(Q+by)d(x",x41) +
Sl(a + b152) d(xn:x*) 7

s1(1+b4)

e d(x,T(xM)) < i

si(a+bys;) d(x x*)
n» 7

(1-s1b152)

Karena (x,)p-; konvergen ke x* , maka
lim d(x*, x,+1) = 0 dan lim d(x", x,) = 0. Sehingga,
n—-oo n—-oo

lim d(x*, T(x*)) = 0. Jadi, x* adalah titik tetap T.
n—-oo

Kasus 2: M5 = d(xp, X,41) d(x", T(x"))

Dari (3.1.8), bisa didapatkan
d(xp, Xp41) d(x*,T(x*)) < k™d(xg,x,) d(x*,T(x*)) ,
Karena k<1, maka n-oo,k™>0 , maka
lim d(x,,, Xp41) d(x*,T(x*)) =0,

n—-oo

Sehingga , berlaku

1- slblsz)d(x*, T(x*)) <s;(1+by)d(x", xp41) +
514 d(xn: xn+1) d(x*, T(X*)) + 51b152 d(xn' X*) ’

s (1- slblsz)d(x*,T(x*)) <s;1+
by) d(x”, Xp41) + S1bys; d(xp, x7) ,

d(X*: xn+1) +

1-s1b152)

* X s1(1+b1) *
s d(x",T(x")) < 7(1_51b152)d(x yXps1)
S1b15; *
ooy 40 X7,
Karena (x,);-1 konvergen ke x* , maka

lim d(x", x,4+1) = 0 dan lim d(x",x,,) = 0. Sehingga,

n-oo n-co

lim d(x*, T(x*)) = 0. Jadi, x* adalah titik tetap T.

n-oo

Akan dibuktikan bahwa x* adalah satu-satunya titik
tetap T

Andaikan, terdapat titik tetap T yang lain, misal x". Maka
T(x") =x'. Lalu,

d(x*,x) =d(T(x"), T(x")) <

LA (x*T(x*)) d(x’,T(x')) d(x*T(x*)) d(x’,T(x’))}

1+d(x*x") " 1+d(T(x"),T(x"))

¢

a max {d(x*,x’),
B(x*,x") (d(x*, T(x')) + d(x',T(x*))) +
min{d(x*, T(x*)), d(x*, T(x’)), d(x’, T(x’)), d(x’, T(x*))} ,

= amax {d(x*,x"),0,0} + [)’(x*,x’)(Zd(x*,x’)) +
min{0,d(x*,x"),0,d(x’, x*)},

odxhx)<ad(x',x")+ ,b’(x*,x’)(Zd(x*,x’))
Sdx'x") < (a+ 280 x")d(x",x")

Ketidaksamaan (3.3.6) sama dengan
Ketidaksamaan (3.1.13) Pada pembuktian
Teorema 3.1, Ketidaksamaan (3.1.13)

menghasilkan Ketidaksamaan d(x*, x") < d(x*,x")
Terjadi kontradiksi. Maka, kesimpulannya x~
adalah satu-satunya titik tetap T.

~ Maka, terbukti bahwa T memiliki tepat satu titik

tetap. m



ABDURRAHMAN ADNAN, MUHAMMAD JAKFAR

PENUTUP
SIMPULAN

Hasil perumuman Teorema 2.6 yang
sebelumnya dibahas oleh Agrawal,dkk [2] ke dalam
ruang metrik yang lebih luas, yaitu ruang metrik-b
extended, adalah Teorema 3.1. Terdapat beberapa
modifikasi, yaitu konstanta b pada Teorema 2.6
diubah menjadi fungsi B:X X X — [0,0) dengan
beberapa syarat tertentu.

Hasil pembentukan dua bentuk lain dari teorema

titik tetap suatu fungsi di dalam ruang metrik-b
extended adalah Teorema 3.2 dan Teorema 3.3.
Perbedaan kedua teorema tersebut dengan Teorema
3.1 adalah syarat pemetaan T yang berbeda.
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