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Abstrak

E.H Moore dan H.L Smith mendefinisikan integral Riemann dengan menggunakan Moore-Smith limit.
Integral Riemann dan integral Riemann dengan Moore-Smith limit memiliki ekuivalensi. Kemudian Ralph
Henstock dan Jaroslav Kurzweil memperluas integral Riemann dengan menggunakan partisi tag &-fine
yang dikenal dengan integral Henstock. Dalam skripsi ini akan dijelaskan integral Henstock dengan
Moore-Smith limit yang dikenal Integral H;, sifat-sifat integral H, seperti: sifat perkalian dengan skalar,
sifat kelinearan, kriteria Cauchy, sifat additif, Teorema Fundamental Kalkulus, dan bagaimana keterkaitan
antara integral Henstock dan integral H; .

Kata Kunci: Moore-Smith limit, Integral Riemann dengan Moore-Smith limit, Integral Henstock, Integral
H.

Abstract

E.H Moore and H.L Smith define Riemann integral using Moore-Smith limit. Riemann integral and
Riemann integral using Moore-Smith limit are equivalence. Ralph Henstock and Jaroslav Kurzweil
generalize the Riemann integral using &-fine tag partition and call itthe Henstock integral. This paper
willbe explained that the Henstock integral can also be defined by Moore-Smith limit. The resulting
integral is the so-called H; integral. Some properties of H; integral are as follows: Scalar multiplication,
Linearity, Cauchy criteria, Additivity of H; integral, Fundamental Calculus Theorem, and the relation
between Henstock integral and H; integral.

Keywords:Moore-Smith limit, Riemann integral using Moore-Smith limit, Henstock integral, H; integral.

1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Integral merupakan salah satu dari bagian matematika
yang aplikasinya sangat luas. Konsep integral pertama
kali dikenalkan oleh Isaac Newton dan Gottfried Wilhelm
Leibniz, kemudian definisinya dipertajam-oleh Benhard
Riemann pada tahun 1850. Selain itu pada tahun 1952
E.H. Moore dan H.L. Smith mendefinisikan integral
Riemann dengan Moore-Smith limit.

Selanjutnya Ralph Henstock dan Jaroslav Kurzweil
mengembangkan suatu teori pengintegralan yang
merupakan generalisasi dari konsep integral Riemann dan
mampu menyelesaikan persoalan yang tidak dapat
diselesaikan oleh integral Riemann, yakni Integral
Henstock.

Garces, Lee dan Zhao memperkenalkan suatu integral
Henstock dengan Moore-Smith limit, yakni Integral H; .
Pada skripsi ini akan dikaji sifat-sifat integral H; seperti:
sifat perkalian dengan skalar, sifat kelinearan, kriteria
Cauchy, sifat additif, Teorema Fundamental Kalkulus.
Selain itu akan dibahas keterkaitan antara integral H;dan
integral Henstock.
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1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, rumusan masalah
skripsi adalah apakah sifatperkalian dengan skalar, sifat
kelinearan, kriteria Cauchy, sifat additif, dan Teorema
Fundamental Kalkulus berlaku pada integral H; dan
bagaimana keterkaitan antara integral H; dan integral
Henstock.

1.3 Tujuan Penulisan

Berdasarkan rumusan masalah di atas, tujuan penulisan
skripsi adalah mendeskripsikan sifat-sifat dari integral H;
dan keterkaitannya dengan integral Henstock.

1.4 Manfaat Hasil Penulisan
Adapun manfaat dari penulisan skripsi ini antara lain:

1. Bagi penulis, sebagai tambahan informasi dan
wawasan mengenai  definisi dan  sifat-sifat
integral H; serta keterkaitannya dengan integral
Henstock.

Bagi pengguna matematika, sebagai tambahan
pengetahuan bidang matematika, khususnya bidang
pengintegralan.
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1.5 Batasan Masalah

Pada skripsi ini yang akan dibahas adalah sifat-sifat
dari integral H; dan keterkaitannya dengan integral
Henstock. Fungsi yang digunakan adalah fungsi bernilai
real pada [a, b].

1.6 Metode Penulisan
Metode yang digunakan di sini adalah metode kajian

pustaka. Adapun langkah-langkah dalam penulisan ini

adalah :

a. Mengumpulkan informasi yang berhubungan dengan
materi terkait serta membaca, memahami dan
menelaah beberapa buku dan referensi lain, seperti
jurnal ilmiah, hasil penelitian terdahulu, dan lain-lain.

b. Menuliskannya ke dalam bentuk paper.

2. HASIL DAN PEMBAHASAN
Pada bab ini akan dibahas definisi integral H; dan

sifat-sifatnya beserta keterkaitannya dengan integral
Henstock.

2.1 INTEGRAL H,

Definisi 2.1

Diberikan gauge &:[a,b] > R dan P[a,b] adalah

himpunan semua partisi tag 6-fine dari [a, b].
Untuk ?;, P, € P[a, b] dengan
P = {([xi-1, ], t)}- dan P, = {([yj—p}’j].%)};n:l
P, 3P, disebut P, menghaluskan (finer) P, jika
memenuhi
a P EP
b. i. Ketika P, # P,
{51‘5 ([yj—l'yj]'sj) € 752} c {ti: ([xi=1, %], ) € 751}

|| Ketlka fpl = :}52
{s:(-1yls) €Pol= {te (i xlt) €
P}

Teorema 2.1

Diberikan gauge &:[a,b] > R dan PP[a,b] adalah
himpunan semua partisi tag & -fine dari [a,b] maka
(P[a, b], 2) adalah himpunan berarah.

Bukti : Diberikan gauged: [a, b] - R dan P[a, b] adalah
himpunan semua partisi tag §-fine dari [a, b].
1. Akan dibuktikan memenuhi sifat
Diberikan P, € P[a, b] dengan
Py ={([xi—1,x], t)}~; maka P, 2P, Kkarena
[xi—1, %] = [xi_1,x;],t; = t; untuk i = 1, ...,n dan
{ti: ([xi—h?fi]’ t.:i) E 751}2{5'5 ([xi—1, %), t) € 351}-
2. Diberikan Py, P,, P; € P[a, b] dengan
P = {([xi—1, x L DYy, Py = {([yj—l,yj]:sj)};n:l:
dan 753 = {([Zk—hzk]'uk)}i:l- _ _ _
Akan dibuktikan jika ; 2 P, dan P, 3 P; maka
P, 2P,
a. Pertama akan dibuktikan P; > P,
P, 2P, maka P, = P,

refleskif.
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Kasus 1

Ketika [x;_1,%;] # [yj_1,¥;] berarti untuk setiap
(i1, x),6) € Py terdapat  ([y;-1,¥].5) € P,
sehingga [x;_1,x;] < [y;-1, %]

Kasus 2

Ketika [x;_1, ;] = [;-1, ;] memenuhi ¢; = ;.

P, 2 P; maka P, = P;.

Kasus 1

Ketika [y;_1,%| # [2k-1, 2] berarti untuk setiap
([yj-1.5;].5) € P, terdapat ([z,—1,2,],u) € Ps
sehingga [y;—1, %] € [zk-1, 2]

Kasus 2

Ketika [y;_1,%; | = [2—1, 2] memenuhi s; = u,.

Karena [x;_1,x] € [y_1,3] dan [y_1,3]
[zk—1, 2] maka [x;_q,x] € [z-1,2z] . Ketika
[xi—1, %] = [y-1.%] = [Zh-1, 2] memenuhi

t; =8 = Uy,

Selanjutnya akan dibuktikan

{_tk: ([?k—l:zk;l' tk) E ?3}§{ti: ([xi—lﬁxi]! ti) € :pl}
P, 2 P, dan P, 3 P; diperoleh

{t] ([yj—l'yj]'sj) € Po)c{ti: (xi_1, x:) t) € Py}
dan

{te: (Uzi21, 2] we) € Ps}e{t: ([y-1, 9] 5) € P}
sehingga

{ti: ([Zk—p‘Zk]‘x w,) € Pyle{t: ([x_1, %], 1) € Py}
Diberikan P;, P, € P[a, b] dengan
Py = {([xi—1, %), £}y

P =iy ),

Akan dibuktikan jika #; = P, dan P, 2 P, maka
751 - jj2

P, 2P, maka P, = P,

Kasus 1

Ketika [x;_1,%;] # [yj_1, ;] berarti untuk setiap
([xi—n %l t) € Py terdapat  ([y-1,¥].5) € P,
sehingga [x;_1, x;] < [y;-1, %]

Kasus 2

Ketika [x;_1,x;] = [y;-1,¥;] memenuhi t; = s;.

P, 2P, maka P, = P,

Kasus 1

Ketika [x;_1,%;] # [y1,¥;] berarti untuk setiap
([y-1y].5) € P, terdapat ([x;_y,x],t) € Py
sehingga [y]-_l,yj] c [x;_1, %]

Kasus 2

Ketika [x;_1,x;] = [y;-1,%; | memenuhi t; = s.

Dari beberapa kasus di atas diperoleh [x;_q,x;] S
[y,—1,%] dan  [y_1, ] <[x_1,x] sehingga
[x;—1, %] = [¥;-1,; ]dan memenuhi ¢; = s;.
Jadi{sj: ([yj_l,yj],sj) €P} = {tu(xi_1,x]t) €
P}

Diberikan P;, P, € PP[a, b] dengan
Py = {([xi—1, %), £}y

P = {y-uyls),

dan

dan
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Akan dikonstruksi P; = {(Iij,tij)}?;ajﬁh'm}dengan

I # @ danl; = [x;_4, %] 0 [y;_1,]. Jika terdapat
irisan yang sama maka hanya ditulis satu kali.

Kasus 1 yaitu ketika t;, s; € I;
max ifh,m}
o likat; = s; maka dibentuk M; = {(Il],t )}” »
e Jika t; #s; maka dibentuk r = (ti + ;) sehingga

= {(Ii]- N [a, ], minit;, s }), (Il-j n
[r b], maxift;, s; })}maX fm)
Kasus 2 yaitu ketika t; € I;;,s; € I;;.
Dibentuk M, = {(I;, t; )}:axl{n ™
Kasus 3 yaitu ketika ¢; & I;;,s; € I;;.
Dibentuk M; = {(1,5)} """
Kasus 4 yaitu ketika t; & I;;,s; € I;;
Untuk setiap m € [ dlberikan [~ (m -

l]'

Lom), m+15(m)) ni;

sedemikian hingga U}_ 1L, =1

-1y
adalah interval tertutup dan L,, €L,

M4 — {(Lmk’ k)}ll’l’;axl{n ;m}

pilih - P; = {(Il], i )}:axl{n " B

Ur_1 M, . Karena I; = [x;—1,%] N [y7_1,] dan untuk
setiap tag t;,s; €1; maka P; 3Py dan P; 2P, .
Berdasarkan kasus 1-3 terlihat bahwa P adalah partisi

g(m—

%5(m),m + %6(m)) sehingga®; merupakan partisi tag
6-fine.l

Pilih my, 1<k <!
Misal L,
Pilih

Dalam kasus ini

tag & -fine. Untuk kasus 4, my €L,

Teorema 2.2

Diberikan gauged, s :[a, b] — R. Jika P, adalah partisi
tag 8-fine dan P, partisi tag 6'-fine maka terdapat partisi
n -fine #; dengan n = min{6, 8’} sedemikian hingga
P; 3P danP; I P,.

Bukti :P; = {([x;_1,x;],t;)}'-, adalah partisi tag 5-fine
dan P, = {[y;_1, %], ]}j=1 partisi tag &'-fine
Karena n = min{§, 6’} maka untuk setiap partisi n-fine?;
maka P partisi tag 5-fine dan partisi tag &'-fine.

. . max ifn,m}
Akan dikonstruksi 5 = {(I;, tij)}i;:l ™ dengan
I #9 dan I; = [x;—y,x]10 [y,_1, ] . Jika terdapat
irisan yang sama maka hanya ditulis satu kali.
Kasus 1 yaitu ketika t;,s; € I;;.

(D)

Jika t; = s; maka dibentuk M; =
Jika t; #s; maka dibentuk r = E(ti + ;) sehingga
Ml =
{(Il-j N [a, 7], minift;, s; {}) (1” N
max fh,m}
[r, b], maxi {tl,sj})}” 1
Kasus 2 yaitu ketika t; € [;;

max fh,m}

5 € 1.

l]'
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max fh,m}

Dibentuk M, = {(I;;, t; )}” L

Kasus 3 yaitu ketika t; & I;;,s; € I;;.
Dibentuk My = {(I, )} -
Kasus 4 yaitu ketika t; & I;;,s; & I;;

Untuk setiap m € I; diberikan L,, = (m - %S(m),m +

%6(m)) nlij . Pilih m,, 1<k < sedemikian hingga

Ul- 1L, =1 . Misal L, adalah interval tertutup dan

max fh,m}
L, S Ly, Pilih M, —{(Lmk,mk)}” .
. max {nm}
Dalam kasus ini pilih P53 = {(1;, L])}” L
Uf_i M, . Karena I;; = [x;_1, ;] N [y-1,¥;] dan untuk

setiap tag t;s; €1; maka P, 2P, dan P; 3P, .
Berdasarkan kasus 1-3 terlihat bahwa P; adalah partisi
 (m-
%6(m),m+%6(m)) sehinggaP; merupakan partisi tag
6-fine |

tag & -fine. Untuk kasus 4, m, €L,

Definisi2.2
Fungsi f:[a, b] —» R dikatakan terintegral H, pada [a, b]
jilka ada L € R dan terdapat gauge §(t) pada [a,b]
sedemikian hingga untuk setiap € > 0 terdapat partisi tag
5-fine. sehingga

IS(®5f) - L] <e
untuk setiap partisi tag 5-fine®? 2 2..
L disebut nilai integral H; fungsi f pada selang [a, b] dan
ditulis dengan lambang :

b
L= [ fdx

Himpunan semua fungsi yang terintegral H; pada
[a, b]dinotasikan H;[a, b].

Contoh 2.1
Diberikan fungsi f:[0,1] » R

_( l,xrasional
fx) = { 0,x irrasional
Akan dibuktikan f terintegral H, pada [0,1].

Buktl . M'Sal B = Q n [0,1] = {Tl,rz,
[0,1] sehingga B U C = [0,1].

}danC =Q°n

Pilih gauge pada [0,1]

1
S(t )=[

W,t=7"k EB
1,t eC

Diberikan sebarang &> 0 Berdasarkan  Akibat

Archimedes (Manuharawati, 2013: 44) terdapat n € N
sehingga %<£ maka pilih partisi § -fine 2. =

ozl a).(ogl e) - (5 1] 0}

dengan
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t; € C,i =12,..,ndan |B.|| < e sehingga untuk setiap
partisi tag 5-fine? dengan 3 P, berlaku

n

D PG = %)
i=1

+

D FEG = x|+ |0 =3
i=1 i=1

t;rasionalt; irrasional
[oe]

. - &
20Blloemy =Y or =
k=1

n

< Z(Xi —X;i_1) <z

i=1 k=1

Jadi f terintegral H; pada [0,1] dengan (H;) f:f dx = 0.

Teorema 2.3
Jika f € H;[a, b] maka nilai integralnya tunggal.

Bukti : MisalkanL’ dan L adalah nilai integral dari f
pada [a, b]. Berdasarkan definisi 2.2 diperoleh
i. Terdapat gauge &'(t) sehingga jika diberikan
€ € R, e > 0 terdapat partisi tag&’—fine?i'sedemikian
hingga untuk setiap partisi tags’-fine® 5 P, berlaku
IS(@; ) - L' <3
Terdapat gauge &8"(t) sehingga jika diberikan
c€R,e>0 terdapat partisi  tag 6"
fine.sedemikian hingga untuk setiap partisi tags’-
fine? 3 P berlaku |S(%®; f) — L] <.
Pilih  gauge 26(t) = min{8 (t), 8" (t)},Vt € [a, b]
Berdasarkan Teorema 2.2 maka dapat dilih partisi tag -
fineZ, sedemikian hingga . 3 P: dan #. 2 P. sehingga
2 2
untuk setiap partisi tags-fine? = P. diperoleh
IL—L'| =L —S(P;f) +S(P;f) = L"|
’ . . " & &
<|L=S(®1)|+|s(®f)-L"| <s+5=¢

Berdasarkan Akibat 1.2 (Manuharawati, 2013: 22) maka
L =1". |

Teorema 2.4
Jika f € R[a, b] maka f € H,[a, b] dan EHfabfdx o
(Hy) [, f dx.

Bukti : Misal L = ERfabf dx. Diberikan ¢ € R,e > 0.
Karena f € R[a, b] dengan nilai integral Lmaka terdapat
5, sehinga jika P adalah partisi tag dari [a, b] dengan
|17 < 8. maka |S(P;f) —L| < e .Pilih gauge &(t) =

%,Vt € [a, b].Pilih partisi tag &-fine®, dengan ||2.|| < &..

Jika P adalah partisi tag §-fine? 2P, maka ||P || <
26®)||2.|| = ||2.|| < 8. sehingga diperoleh |S(P;f) —
L| <e. |
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2.2 SIFAT-SIFAT INTEGRAL H,
Pada subbab ini akan dijelaskan tentang sifat-sifat dari
fungsi terintegral H;.

Teorema 2.5
a. Jika f € Hy[a,b]dan k € Rmaka kf € H;[a, b] dan

b b
(Hl)f kf dx = k{(Hl)f f dx.}
Jika f,g € H; fa, b] maka (f + g) éHl [a, b] dan

b b b
) [+ gdx = i) [ f v+ ) [ gax
Bukti: ‘ ‘ ¢

b.

a. Untukk =0
b b
Untuk k # 0. Misal L= (Hy) fff dx . Karena
f € Hy[a, b] maka terdapat gauged(t) pada [a, b]
sehingga jika diberikan € > 0 terdapat partisi tag &-
fine®." sedemikian hingga untuk setiap partisi tag 6-
fine? = 2.’ berlaku
[s(@if) -1 <
' kI
sehingga untuk setiap partisi tag §-fine? 2 P,
diperoleh
IS(#; kf) =L| = |kS(P; f) — kL'|
8 &
= |kl|S(®; f) - L'| < ikl =e
Akibatnya terbukti bahwa kf € H;[a, b] dan
b b
) [ kfGdx =k {(Hl) | f(x)dx}-
a a
b. Diberikan L" dan L" berturut-turut nilai integral

f dan g pada [a, b].

Karena f € Hy[a, b] maka terdapat gauged’(t)
sehingga jika diberikan & > 0 terdapat partisi
tag 5’—fine?§’ sedemikian hingga untuk setiap

partisi tag &'-fine? =2 P’ berlaku
2
. &
|S(?;f) - 1| < >
Demikian _pula, karena g € Hi[a,b] maka
terdapat gauge 6" (t) sehingga jika diberikan
e>0 terdapat partisi tag &' -fine Pe”
2
sedemikian hingga untuk setiap partisi tag §"'-
fine ? 2 P:" berlaku
2
. &
|S(?;9) - L"| < 5
Pilih  &8(t) = min{&'(t), 8" (t)}, Vt € [a, b]
Diberikan sebarang € > 0, berdasarkan Teorema 2.2
maka dapat dipilih partisi tag &-fine, sedemikian
hingga®, 2 P:'dan P, =2 P:"
2 2
Untuk setiap partisi tag §-fine ? 2 %, diperoleh
IS(P;f +9) = (L +1L7)|
=|S(P;f)+5(P;9) - L + L")

<|S(®f)-L|+[s(P;9)-L|<e. ™
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Teorema 2.6

Diberikan fungsi f:[a,b] > R dan c € [a,b] . Jika
f €Hila,c] dan f € H[c,b] maka f € Hi[a,b]
sedemikian hingga

J-bfdxzfcfdx+fbfdx.

Bukti : Diberikan L’ dan L' berturut-turut nilai integral f
pada [a, c] dan [c, b]. Karena f € H;[a, c] maka terdapat
gauged’(t) sehingga jika diberikan & > 0 terdapat partisi
tag & -fine ?52 = {([x;, y:], t)}-; sedemikian hingga

untuk setiap partisi tag 8’-fine? = P’ berlaku
2
. &
[S(P:f) - L] <
Demikian pula, karena f € H,[c,b] maka terdapat

gauged’’'(t) sehingga jika diberikan & > 0 terdapat partisi
tag 6”'-fineP:"" sedemikian hingga untuk setiap partisi tag
2

5-fine # = 35%” berlaku
[S(#: f) = L"| < ;
Didefinisikan gauge pada [a, b]
Imin {6' (t),% (c— x)},jika x € [a,c)
5(t) = min(8 (¢), §"(¢c)), jikax = ¢
I(min{(s” (t),% (x — ©)},jika x € (c, b]
Misalkan P, adalah partisi 6-fine dari [a, c] dengan tag

kurang dari ¢ dan P, adalah partisi & -fine dari [c, b]
dengan tag lebih dari c dengan #, = Pé’ dan P, 32 73'%”.
Pilin®, = P, U ([xp 1, ta 1], tn1) U ([tn—1,cl0) U
(le,s1],0) U ([s1, uz], 51) U P,
Jika :Pl = :Pa u ([xn—lv tn—l]v tn—l) u ([tn—lr C]: C) dan
P, = ([c,s1],¢) U ([s1,u3],51) U P, maka P, adalah
partisi 8’-fine dari [a, c] dan P, adalah partisi §''-fine
dari [c, b]. Untuk setiap partisi 5-fine # =P, U P, =
P, diperoleh

S(ﬂb;f) = S(ﬂbl;f) + S(S’jz;f)
dan
IS(P;f) = (L +L)| <|S(Pi; f) =L | +|S(Ps: f) =
U|<s+>=e |

Teorema 2.7 (Kriteria Cauchy)

Fungsi f:[a,b] - R terintegral H; pada [a, b] jika dan
hanya jika terdapat gauged(t) pada [a, b] sehingga untuk
setiap € > 0 terdapat partisi tag & -fine . sedemikian
hingga jika P dan Q adalah partisi tag §-fine 7 2
P.,0 2 P. berlaku

|S(?' ,f) —S(Q;f)| <e&.

Bukti:
= Fungsi f terintegral H; pada [a,b] dengan nilai
integral L. Akan dibuktikan terdapat gauge &(t) pada
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[a, b] 3 untuk setiap £ > 0 terdapat partisi tag 5-fine 2.
sedemikian hingga untuk setiap partisi tag -fine? ,Q =
P. berlaku

IS(P ;1) -S(0;f)| <e
Misalkan terdapat gauge n(t) pada [a,b] . Diberikan
sebarang € € R,e >0 maka terdapat P’c sehingga
2

diberikan sebarang partisi tagn-fine® = P, 0 3 P«
2 2
maka

|S(#; £) — L] < dan [S(Q; F) — L] <.
Karena f terintegral H; pada [a,b] maka dipilih

gauged (t) = n(t), vt € [a, b]dan pilih partisi tag &-fine
P, = P’s sedemikian hingga jika diberikan sebarang
2

partisi tag 8-fine? 3 .,0 2 P, maka
ISP ) =S(@: )| = ISP ;f)—L+L-5(9:f)

< LS(?:‘S if) = LI+ 1L =S(9;f)]

< E aF E = E.
& Terdapat gauged(t) pada [a, b].
Diberikann € N. Karena n > 0 maka terdapat partisi tag
§-fineP, sedemikian hingga untuk setiap partisi tag &-
fine? 2 2,,0 3 P, berlaku

. . 1
[S@ iH)=50: 1) <
Asumsikan {#, } adalah barisan monoton naik. Diberikan
€ € R, e > 0, berdasarkan Teorema 2.2 maka terdapat

ngy € N sehingga % < % Untuk m > n = n, diperoleh
P 2 Py Py 2 Py, dan
. . 1
IS(P; f) =S(P; )| < o< -
Sehingga (S(Jin 3 f))adalah barisan Cauchy berdasarkan
Teorema 2.4 maka ada L € R sehingga lim (S(?n; f)) =
L dan pilih N € N sehingga% <> dan
. &

[S(#f) - Ll <5
untuk setiapn = N.
Diberikan P, partisi tag 5-fine dengan P, 3 Py diperoleh

ISP £) = L| < [S(Pus £) = S(Bs A + S (P £) =
L| < €. [ |

Teorema 2.8
Diberikan fungsi f:[a,b] —» R dan [c,d] € [a, b]. Jika
f € Hy[a,b] maka f € H,[c,d].

Bukti : Fungsi f terintegral H; pada [a, b] sehingga

berdasarkan Teorema 2.6 maka terdapat gauged pada

[a,b] sehingga jika diberikan sebarang ¢ € R, e >

0 terdapat partisi tag 5-fine®, sedemikian hingga jika P

dan Q adalah partisi tag §-fine # 2 P,,0 2 P. berlaku
ISP 5 f)=5(2:f) <=
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Berdasarkan Teorema 2.5 maka terdapat partisi tag 6-fine
dari [a,c] dan [d,b]. Misalkan £, dan P, berturut-
berturut adalah partisi tag 6 -fine dari [a,c] dan [d, b]
dengan £, c P., P, c P..

Diberikan #;, c . dan P, c 2. adalah partisi tag §-fine
dari [c, d].

Jka P =P, UP,UP, dan Q =P, UP, UP, maka
P 3 P,0 2 P. sehingga

[S(P1;£) = (P2 )

= [S(Pii £) + S(Bs £) + S(Pyi £) = S(Pos f)
= S(Pui ) = (P )
= |S(751;f) +S(Pis f) + S(Poi f)
— (S(Pyi f) +S(Bus ) + S(Fy )|

=[s(® :f)=5(&:f)| <e
Teorema 2.9
Diberikan f:[a,b] - R. Jika f(x) = 0 hampir dimana-
mana pada [a, b] maka f(x) terintegral H; pada [a, b]
dan (Hy) [ fdx = 0.

Bukti :

f =0 hampir dimana-mana pada [a,b] maka
berdasarkan definisi 2.16 terdapat H S [a,b] dan
f(x) =0,Vx € [a,b] — H.

Misal H = {x € [a, b]: f(x) #+ 0} dan untuk setiap
neNH, ={xeH:n—-1<|f(x)|<n} maka
H = U,enH, dan m*(H,) =0,vn € N . Diberikan

e €R,e >0 karena m*(H,) = 0 berdasarkan definisi
2.15 maka terdapat koleksi terbilang interval-interval
buka {I}:k €N} sehingga H, € UgenIf dan
Srenl(IF) < —. Untuk setiap x € H, pilih interval
terbuka I, € {I}}: k € N} sehingga x € L.

Didefinisikan gauge pada [a, b]

1,x € [a,b] — H
6(x) = 1
n2n+2 )X € Hy

Dan pilih partisi §-fine®, dengan ||2.|| < .
Diberikan partisi P = {([x;_1, %], )}y
Pap.

Misal 4, = {i:t; € H,} dan A = {i:t; € H}. Himpunan
{([x;—1,x;], t;):i € H,} adalah koleksi interval-interval
non-overlapping dan karena untuk setiap interval
[xi—1,x;] panjangnya kurang dari [(I,,) sehingga
Yien, (i1 — %) < Ten 2LUIR) = Tien 26| 2|
Diperoleh

dengan

s A<D D e —x)
neN i€ H,
<> D 0~ %0
neN i€ Hy,
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DI — ) <) Y =)

neN i€ H, neN i€ H,
<Z n Z (x; —x;-1)
neN i€ H,
&
ZHW = E&.
neN

Jadi f terintegral H; pada [a, b] dan (H;) fab fdx =01

Teorema 2.10
Jika f,g € Hi[a,b] dan jika f(x) =g(x) hampir
dimana-mana pada [a,b] maka (H;) fab fdx =

(Hy) [, gdx.

Bukti :

Diberikan f,g € H[a,b] dan f = g hampir dimana-

mana pada [a, b]jmaka berdasarkan Teorema 2.9 maka
b

g—f€Hlab] dan  (H)[ (g—[f)dx=0

Berdasarkan Teorema 3.4 maka fungsig = f + (g — f)

terintegral H, pada [a,b] dan (H;) fab gdx =

(Hy) [} fdx + (Hy) [2(g = fdx = (Hy) [* fdx. W

Teorema 2.11
Diberikan f:[a,b] - R terintegral H; maka ada L € R
dan terdapat gauged(t) pada [a, b] sehingga untuk setiap
€ > 0 terdapat partisi tag 8-fine. berlaku
IS(P;f) =L <e

untuk setiap partisi tag 5-fine®’ = P..
Jika 0, = {[x;,_1, ], t;}, adalah partisi tag & -fine
sehingga untuk setiap partisi tag §-fineQ 2 g, berlaku
S(Q; f) — L| <3 maka

n

Z{f(ti)(ui —wq) — N} <e
i=0
untuk setiap partisi tag & -fine P = {[u;_q, u;], t;}, S

Qdari [a, b] dengan N; adalah nilai integral pada selang
[uizy, u;]-

Bukti : Diberikan & > 0 dan partisi tag § —fine 9 3 g,.

Misal # < Q dengan P = {[v,_,v;],t;}%,; maka
Ukilvi_1,v] € [a,b] . Pilih  interval-interval non-
overlapping  [x, 1], [z, ¥, -, [x,, %] sehingga

[a,b] — Uy (vi_q,v) = Ul [x0,vk] - Untuk  setiap
k €{1,2,...,q} berdasarkan Teorema 2.8 maka f €
H,[xy,y,]. Karena f € Hy[xy,y,] maka ada O, € R dan
terdapat gauge 6, (t) pada [a, b] sehingga untuk setiap
e >0 terdapat partisi tag &, -fine Q () sedemikian
hingga untuk setiap , 2 Q ,,, berlaku |S(P,; f) —
Oy <;—q.

Pilih gaugey(t) = min{s(t), 5, (t)}. Pilih partisi tag y-
fine P, dari [a,b] sehingga Uj_,Q ,,, <P .. Pilih
partisi tag y-fine 7' , sehingga ?' , 2 g, dan P’ , 2
o

P



MATHunesa (Volume 3 No 3)

Misal Q, partisi tag y -fine dari [x;,y,] dengan Q) c
P JikaQ =P Ui, 0, maka O merupakan partisi tag
6- flne dari [a, b] dan Q = @, sehingga

SO f)=S(®f)+3, S(O;f) dan L=
LN+ X, 0,
diperoleh
z{f(ti)(ui —uj—1) — N}
i=0

= {S(Q:f) _Z: S(Qk;f)]

q
—4L — 0
) { ; k} g €
<|s(9:f) - L[+ 2, {S(Qk:f)_ak}|<5+z
el

Definisi 2.3

Diberikan fungsi F,f:[a,b] — R . F dikatakan fungsi
primitif dari f pada [a, b] jika F'(x) ada dan F'(x) =
f(x) untuk setiap x € [a, b]. [9]

Teorema 2.12 (Teorema Fundamental Kalkulus)
Misalkan E himpunan countable dalam [a, b] dan fungsi
f,F:[a,b] » R yang memenuhi:

a. F kontinu pada [a, b]

b. F'(x) = f(x) untuk semua x € [a, b] —
maka f terintegral H, pada [a,b] dan (H,) fab fdx =
F(b) — F(a).

Bukti:

Kasus E = @.

Diketahui F kontinu pada [a, b] dan F'(x) = f(x) untuk
semua x € [a,b].. Misalkan t € [a,b], karena F (x) =
f(x) ada maka terdapat &, > 0 sedemikian hingga jika
z € [a, b] memenuhi 0 < |z — t]| < &, maka

F(z) —F(t)

————f®)| <
Jadi |F(z) —F(t) — f®)(z—-1t)| < %slz —t| dimana
z€[t—6,t+6,]1n[ab] . Diberikan wu,v € [a,b]
dengan u < v yang memenuhi t € [u,v] € [t —6,,t +

8] Jikav—t =0dant—u > 0 maka

[F(v) = F(uw) = f(©O) (v — u)
SIFw) -F@®) - f(O @ —-1)
+IF@®) - Fw - (O -
1

1 1
<—¢ (v—t)+58(t—u) =Eg(v—u)_

2
Jadi, jika t € [u,v] € [t — §,,t + 8.] maka

IF(v) —Fw) - fO@-u)| < %E(U —u).
Akan ditunjukkan bahwa f terintegral H; pada [a, b] dan
(Hy) J, fdx = F(b) — F(a) . Pilih gauge 8(¢) = b —
a,Vt € [a,b] dan pilih partisi tag & -fine 2. dengan
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sehingga untuk setiap partisi & -fine
] t))} 2 P, diperoleh

|| <s

- {([xl X

ti € [xl‘_l,xi] c [tl - 6£,t + 65] Untukl = 1,2, W, n
Akibatnya diperoleh
|F(b) = F(a) = S(®; )|

i) — F(xi—) — (&) (o — x-1)}

< D IPG) = FGin) = £ G = 0|

i=1
n

1
< ng(xi —x_1) <éelb—a).
i=1
Untuk E + @.
Misal E = {c;,¢c3,...} . Asumsikan f(c;) =0,Vk €
{1,2,..}.

Diberikan € € R,e >0 dan t € [a,b] —E . Karena F
terdeferensial di t € [a,b] — E maka terdapat &, > 0
sehingga jika u, v € [a, b] — E yang memenuhi t — §, <
ust<v<t+ 5, maka
IF(v) =F@) —f®O@ -w| < §€(v —u).
Berdasarkan kekontinuan fungsi F di ¢, maka terdapat
6, (c) sedemikian hingga |F(z) — F(cy)| < o= zk+2 untuk
setiap z € [a, b] yang memenuhi
1z — ci| < 8e(cr)-

2k+2 U

Pilih gauged(t) = {
1,t € [a,b] —

fine # dengan 28(0)|| .|| = 68 Diberikan # =
{([x;_1, x;],t.)} 2 P. adalah partisi tag & -fine dengan
P 2 P,.. Jikat; ¢ E maka seperti pada kasus E = @. Jika
¢ € E adalah tag dari [x;_1, x;] maka

4 dan pilih partisi &-

|F(x;) — F(xi—1) = f () (x; — x1)|
< |F(x) — F(a)| + |F(c) — Fx—1)l
+ 1f () (g — xi-9)
< gmtamt 0= u

2.3 KETERKAITAN INTEGRALH;DAN
INTEGRAL HENSTOCK

Teorema 2.13
Jika f € Hy[a, b] maka f € R°[a, b] dan (H,) [ fdx =
R [ fdx.

Bukti : Misal L= (H,) [’ fdx. Karena f:[a,b] -
R terintegral H; pada [a,b] maka terdapat gauge 5(t)
pada [a, b] 3 jika diberikane € R, & > 0 terdapat partisi
tag 8-fine 2., diberikan sebarang partisi tag 5-fine? 2 P.
berlaku
IS(P;f)—L| <e

Pilih gauge n, = min{5(t),5(t)||%.||}, ¢t € [a, b] maka
n(t)gauge pada [a, b].
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Diberikan sebarang partisi tag 7 -fine ? maka P

merupakan partisi tag & -fine. Asumsikan untuk setiap

partisi tag n -fine P 3P sehingga berlaku
IS(P;f)—L| <«

Terbukti bahwa f terintegral Henstock pada [a,b]. M

3. PENUTUP
Simpulan

1. Jika suatu fungsi terintegral Riemann pada [a,b]
maka fungsi tersebut juga terintegral H; pada [a, b]

dan nilai integralnya sama tapi tidak berlaku
sebaliknya.

2. Sifat-sifat yang berlaku pada integral H; adalah sifat
perkalian skalar, sifat kelinearan, kriteria Cauchy,
sifat additif, dan Teorema Fundamental Kalkulus.

3. Jika suatu fungsi terintegral H; pada [a, b] maka
fungsi tersebut juga terintegral Henstock pada [a, b]
dan nilai integralnya sama.

Saran

Dalam skripsi ini dibahas tentang sifat-sifat integral H;
dan keterkaitannya dengan integral Henstock. Pada
Teorema 3.13, jika suatu fungsi terintegral H; pada [a, b]
maka fungsi tersebut juga terintegral Henstock pada
[a, b] dan nilai integralnya sama, tetapi dalam skripsi ini
belum dibahas apakah jika suatu fungsi terintegral H;
pada [a, b] maka terintegral Henstock pada [a, b]. Oleh
karena itu, penulis memberikan saran kepada pembaca
yang tertarik pada permasalahan ini untuk mempelajari
lebih lanjut tentang keterkaitan integral H; dan integral
Henstock.
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