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ABSTRAK

Bilangan terhubung titik pelangi adalah minimal pewarnaan-k pelangi pada titik graf G dan
dinotasikan dengan rvc(G). Bilangan terhubung titik pelangi dapat diterapkan pada hasil
operasi dari beberapa graf khusus, misalnya graf prisma dan graf lintasan. Operasi graf
merupakan metode yang digunakan untuk memperoleh sebuah graf baru yaitu dengan cara
mengombinasikan antara dua graf. Pada penelitian ini dilakukan operasi korona untuk
mendapatkan bilangan terhubung titik pelangi pada hasil operasi korona graf prisma dan
graf lintasan (P, » ©® P3) & (P3 ® Py,2). Hasil dari penelitian ini diperoleh teorema bilangan
terhubung titik pelangi pada graf hasil operasi korona graf prisma dan graf lintasan
(Pp2 ® P3) & (P53 ® Pyo) untuk 3 < m < 7yaituroc (G) = 2m & roc (G) = 2.
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ABSTRACT

Rainbow vertex-connection number is the minimum k-coloring on the vertex graph G and is denoted by
rvc(G). Besides, the rainbow-vertex connection number can be applied to some special graphs, such as
prism graph and path graph. Graph operation is a method used to create a new graph by combining two
graphs. Therefore, this research uses corona product operation to form rainbow-vertex connection
number at the graph resulting from corona product operation of prism graph and path graph
(Pup © P3) & (P3 ® Ppp). The results of this study obtain that the theorem of rainbow
vertex-connection number at the graph resulting from corona product operation of prism graph and
path graph (Pyo © P3) & (P3 © Pyo) for3 <m < 7arervc (G) =2m & rvc (G) = 2.
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1. Pendahuluan

Setiap saat manusia mempunyai permasalahan dalam kehidupan sehari-hari, kemudian
mereka berfikir mencari solusi terbaik untuk penyelesaian semua permasalahannya.
Secara tidak langsung, hal tersebut berakibat pada perkembangan ilmu pengetahuan
yang makin lama makin pesat. Maka dari itu ilmu matematika sangat berperan penting
dalam perkembangan ilmu pengetahuan. IImu matematika bisa diaplikasikan pada
kehidupan sehari-hari, salah satunya teori graf .

Dalam kehidupan sehari-hari pewarnaan graf dapat digunakan dalam penjadwalan,
pembuatan peta, permainan sudoku, pengaturan lampu lalu lintas dan sebagainya.
Salah satu cabang ilmu matematika yang sering digunakan sebagai alat bantu untuk
menggambarkan suatu permasalahan agar mudah di pahami dan cukup terkenal saat
ini yaitu teori graf [1]. Teori graf diperkenalkan pertama kali pada tahun 1736 oleh
matematikawan asal Swiss yang bernama Leonhard Euler, ia memecahkan
permasalahan mengenai Jembatan Konigsberg dengan menggunakan teori graf [2].
Meskipun pada mulanya graf diciptakan untuk penyelesaian suatu kasus, tapi graf
sudah mengalami perkembangan yang sangat besar dalam teori graf itu sendiri. Dua
atau lebih graf dapat dikembangkan menjadi suatu graf baru melalui operasi [3].

Terdapat berbagai jenis operasi dalam graf, misalnya operasi join (+) [4], shackle,
kartesian (x) [5], korona (®) [6], comb (<) [7] dan operasi amalgamasi [8]. Operasi yang
digunakan pada penelitian ini adalah operasi korona dari kombinasi sebarang dua graf
(G1 ® Gp), pemilihan operasi graf didasarkan pada bisa atau tidaknya rainbow
connection diterapkan. Salah satu topik pembahasan yang dikembangkan dalam teori
graf yaitu rainbow connection [9].

Rainbow connecting number diperkenalkan pertama kali oleh Chartrand [10]. Sebelumnya
Maulani [6] meneliti tentang bilangan terhubung pelangi dan bilangan terhubung
pelangi kuat pada beberapa graf korona diantaranya pada graf lintasan, graf kipas dan
graf roda. Lebih lanjut Dellamonica [11] melakukan penelitian tentang Lintasan Pelangi
(Rainbow Paths) mendapatkan k-warna konstruktif sisi K, yang dapat ditemukan antara
sepasang titik, sejumlah besar k-lintasan pelangi. Dalam penelitian Yandera [12]
diperoleh rumus umum menggunakan teorema bilangan terhubung pelangi pada
amalgamasi Py, 2. Pada penelitian Fauziah [13] mereka menentukan nilai pasti jumlah
bilangan terhubung pelangi dari korona graf lingkaran dan graf lintasan. Ada tiga
macam pewarnaan pada bilangan terhubung pelangi yaitu vertex coloring (pewarnaan
titik graf) [14], edge coloring (pewarnaan sisi pada graf) [15], dan pewarnaan bidang [16].

Berdasarkan beberapa kajian sebelumnya, bilangan terhubung pelangi dapat diterapkan
menggunakan operasi pada graf khusus seperti graf lintasan dan sebuah graf baru yang
terbentuk dari hasil kali kartesius graf lingkaran dan graf lintasan yaitu graf prisma.
Kedua graf tersebut sebelumnya belum pernah diteliti dengan menggunakan operasi
korona. Oleh karena itu, dilakukan kajian lebih lanjut tentang bilangan terhubung titik
pelangi dengan menggunakan operasi korona pada graf prisma (P,,2) dan graf lintasan

(P3)-

2. Metode

Metode yang digunakan dalam penelitian ini yaitu studi literatur. Pada penelitian ini
dilakukan kajian pada berbagai referensi seperti jurnal ilmiah, textbook dan artikel
ilmiah tentang bilangan terhubung titik pelangi. Adapun langkah-langkah yang
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digunakan ditampilkan sebagai berikut.

1. Menggambar graf Prisma (P,.) dan graf Lintasan (P;) dengan menerapkan
operasi korona terhadap graf Prisma (Py,») dan graf Lintasan (P5)

2. Mencari pola dari bilangan terhubung titik pelangi rvc(G) dengan menggunakan
operasi korona melalui gambar graf Prisma (Py,2) dan graf Lintasan (P;) sehingga
didapatkan pola tentang rvc(G) terhadap graf Prisma (P,, ;) dan graf Lintasan (P;)
dengan3 <m <7.

3. Membuktikan teorema tentang bilangan terhubung titik pelangi rvc(G) dengan
menggunakan operasi korona yang telah diperoleh dari pola sebelumnya.

3. Hasil dan Pembahasan

3.1. Bilangan Terhubung Titik Pelangi pada Graf (P2 © P3)

Definisi 1. Misalkan m merupakan bilangan bulat dengan 3 < m < 7. Graf prisma
dengan m titik dan graf lintasan dengan 3 titik. P, » ® P; adalah graf hasil operasi korona

dari graf prisma dan graf lintasan. Misalkan P, © P5 adalah graf G. Graf G dibentuk
oleh himpunan titik dan sisi dengan definisi sebagai berikut:

V(G) = {v;]i € [1,2m]} U{v;;li € [1,2m], j € [1,3] (1)
E(G) = {vivi,j lie[1,2m],je (1,3} U{vvii1,vme1 =01 |i€[l,m}U ()
{Ui,]'vi’]'+1,vi,j+2 ‘ i€ [1,2111] , ] = 1} U {UiUier ‘ i€ [1, m]} U
{vi419i42, Vomy1 = vi1 | 1 = m}

Teorema 1. Misalkan m merupakan bilangan bulat dengan 3 < m < 7. Bilangan terhubung
titik pelangi untuk graf G = Py, o © P3 adalah

4, m=3
diam (G) =< 5, m=4/Am=5
6, m=6Am=7 (3)

Bukti. Diketahui rvc (G) > diam (G) — 1. Untuk membuktikan Teorema 1, cukup
memperlihatkan rvc (G) < diam(G) — 1 dan dibuktikan secara kontradiksi jika
rvc (G) < diam (G) — 1 atau rvc (G) # diam (G) — 1.

Karena diam(G) = 4, maka rvc(G) > 3. Selanjutnya, akan ditunjukan bahwa rvc(G) >
2m. Andaikan rvc(G) < 2m — 1, maka terdapat ¢ suatu pewarnaan 2m — 1 titik pelangi
pada graf G yang didefinisikan oleh ¢ : V(G) — {1,2,...,.2m — 1}. Tanpa mengurangi
keumuman, misalkan didefinisikan pewarnaan sebagai berikut:

vi=1i,i€[1,5] (4)

Perhatikan bahwa titik v, tidak dapat diberi warna 1. Andaikan titik tersebut diberi
warna 1, maka akan terdapat lintasan yang tidak pelangi yaitu lintasan v 1, v1, v2, V21,
sehingga dimisalkan warna 2 untuk mewarnai titik v,. Titik v3 tidak dapat diberi warna
2. Andaikan diberi warna 2, maka terdapat lintasan yang tidak pelangi yaitu
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U21, V2, U3, U31, sehingga dimisalkan warna 3 untuk mewarnai titik v3. Selanjutnya titik
ve tidak dapat diberi warna 1 atau 4. Andaikan diberi warna 1 atau 4, maka terdapat
lintasan yang tidak pelangi yaitu lintasan v11, v1, vs, v, v3, dan titik vs tidak dapat
diberi warna 2, 3 atau 5. Andaikan diberi warna 2, 3 atau 5, maka terdapat lintasan yang
tidak pelangi yaitu lintasan vy 1, v2, vs, vs, U3, 03 1.

Karena graf G untuk m = 3 bukan merupakan pewarnaan 2m — 1 titik pelangi jadi
asumsi salah. Dengan demikian, diperoleh rvc(G) > 2m. Selanjutnya akan ditunjukan
bahwa rvc(G) < 2m dengan definisi warna ¢ : V(G) — {1,2, ..., 2m} sebagai berikut:

c(v;)) =i mod 2m i€ [1,2m]
c(vij) =1 ie[1,2m A jelL3]

Graf hasil operasi korona (P;» ® P3) ditampilkan pada Gambar 1.

V6,1 Vs.z/

v Vg %
V33 @ ; oV
\ 2,1

) — (Va2

/ V53 V5,2\
V3 q »
; ? :
5,1

Gambar 1. Pewarnaan titik pelangi pada graf (P © Ps)

Selanjutnya, untuk x dan y yang saling bertetangga terdapat lintasan titik pelangi. Lebih
jelasnya, ditunjukkan bahwa untuk setiap pasang titik x, y € V(G), terdapat lintasan titik
pelangi dengan pewarnaan c, yang disajikan pada Tabel 1. Berdasarkan kontradiksi dan
lintasan pelangi pada Tabel 1, maka teorema rvc (G) = 2m dengan diam (G) = 4 untuk
m = 3 terbukti. O

Selanjutnya untuk m = 4, m =5, m = 6, m = 7 dengan cara yang sama dengan
m = 3 yaitu menggunakan pembuktian kontradiksi, dapat ditunjukkan bahwa setiap
graf memiliki rvc (G) = 2m pewarnaan pelangi.

3.2. Bilangan Terhubung Titik Pelangi pada Graf (P3 ® Py, )

Definisi 2. Misalkan m merupakan bilangan bulat dengan 3 < m < 7. Graf lintasan
dengan 3 titik dan graf prisma dengan m titik. P; ©® P, adalah graf hasil operasi korona
dari graf lintasan dan graf prisma. Misalkan P; ©® P, adalah graf G. Graf G dibentuk
oleh himpunan titik dan sisi dengan definisi sebagai berikut:

V(G) = {v;]i € [1,3]}U{v;jli € [1,3], j € [1,2m] (5)
E (G) = {Uivi,j |l € [1,3], ] € [1,2771]} U {vivi+1,v,~+z ’ i€ [1,3]} U (6)
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{Ui,jvi,j+1rvi,j+2 | 1€ [1, 3] , ] S [1, 3]} U

{vijr19i 42, Vipme1 = vijsa |1 € [1,3],j=m}U

{0ivijim | i€ [1,3],j € [1,m]}

Tabel 1. Lintasan pelangi pada graf (P, © P3)

Kasus X Y Kondisi Lintasan Pelangi

1 0 U]' i= 1, ] = {5, 6} Vi, 0i+3, U]'
i=2,j={4,6}
i=3,j={4,5}

2 Z)i,]' (%73 i€ [1, 6] ,j = 1,k =3 ’Ui,]‘, 0i2,0ik

3 U; Z)]',k i=1, ] = {2,4},k S [1,3] vl-,vj,v]',k
i=2,j=1{1,35},ke L3
i=3,j={126},ke[1,3]
i=4,j={1,56},ke[l,3]
i=5j={246}ke[1,3]
i=6,j={345}kell,3]

4 U Uk,1 ],k = {(1,5) , (2, 6) , (4,2) , (5, 3)} e [1, 3] Vj, Uk—1, Uk, Ukl
jk={(1,6),(43)},1€[13] 0j, Uk—2, Uk, U]
jok={(24),(35),(51),(6,2)},1 € [1,3] v}, V11, 0k Uk
jk={G4),61)},1<13] Vj, Uk+2, Uk, Ukl

5 Vij Ukl i= 1,j S [1,3] Lk = {2,3,4} e [1,3] Vi,js Vi Uks Uk,
i=2,j€[1,3],k={35},1¢c[13]
i=1{3,5),j€[1,3],k=61¢[L3
i=4,jc1,3],k=1{56},1¢3

6 vix e J,1=1(15),(26)}ke[l,3],9¢€](13] Vjks0j, V11,01, V14

5
j=1ke[1,3],l=6,4€[1,3]
] 4

j=3ke[13],1=4,4¢€[13]

Ujks0j,01-2,01, 014
Uj,k/ Uj, 0141, 91, vl,q
UjksVj, V142,91, V14
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roc (G) = diam (G) =3

Bulkti. Definisi pewarnaanc: V (G) — {1,2,3} sebagai berikut:

c(v;) =i mod 2m, i€][l,3]
¢(vij) =i mod 2m, ie(l3]A e

Teorema 2. Misalkan m merupakan bilangan bulat dengan 3 < m < 7. Bilangan terhubung
titik pelangi untuk graf G = P3 © Py, » adalah

)

Selanjutnya diberikan graf hasil operasi korona (P; ® P3;), yang ditampilkan pada
Gambar 2.

Untuk x dan y yang saling bertetangga, terdapat lintasan titik pelangi. Lebih lanjut, akan
ditunjukkan bahwa untuk setiap pasang titik x,y € V(G), terdapat lintasan titik pelangi
dengan pewarnaan c sebagaimana disajikan pada Tabel 2. Berdasarkan lintasan pelangi
pada Tabel 2, maka teorema rvc(G) = 3 untuk 3 < m < 7 terbukti.

O]
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V2.2

Gambar 2. Pewarnaan titik pelangi pada graf (P; ® P3))

Tabel 2. Lintasan pelangi pada graf (P;» ® P3)

Kasus X Y Kondisi Lintasan Pelangi
1 (% vj i=1, j:3 0i,0i41,70j
2 Ui Vjk i= 1,] =2ke [1,21’71] Vi, Vj, Ujk
i=2,j=1ke[1,2m]
i=2,j=3ke[1,2m]
i=3,j=2ke[1,2m]
3 v vy i€[L3jk={(15),(26)} Vi js Vik—1, Vik
i €[1,3,j=1Lk=6 Dij, Vik—2, Uik
€ [L3],j,k={(24),(3,5)} Vij, Vik+1, Uik
S [1,3],] =3,k=4 Vijr Ui k+2, Uik
4 v vy j=LlLk=31¢€ [1,2m] 0j,Vj11, Ok, Ukl
j =3k=1,1¢ [1,21’}1] Vj, Uj—1, Ok, Ukl
5 Vij Ukl i = 1,j S [1,3] Sk = {2,3,4} e [1,3] Vi,is Vis ks Uk 1
i=1j={1-2m},k=2,1€[1,2m]
i=2,j={1-2m},k=3,1€[1,2m]

6 vik vy j=Lk= {(1-2m),l=3,q9 €[1,2m] Vj ks Vj, Vi1, 91, V1 g

4. Kesimpulan

Hasil penelitian menunjukkan bahwa graf hasil operasi korona graf prisma dan graf
lintasan (Py2 © P3) dengan 3 < m < 7 memiliki diameter yang berbeda tetapi
diperoleh bilangan terhubung titik pelangi yang sama yaitu roc (G) = 2m. Bilangan
terhubung titik pelangi pada graf hasil operasi korona graf lintasan dan graf prisma
( P3 ® Py) sama dengan diameter graf, sehingga diperoleh bilangan terhubung titik
pelangi pada hasil operasi korona ( P; ® Py,2) yaitu roc (G) = diam (G) = 3 dengan
3<m<7.
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