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Abstrak

Dalam artikel ini, dipelajari matriks struktur dari suatu aljabar Lie Frobenius berdimensi 4. Di sisi lain,
setiap aljabar Lie dapat didekomposisi dalam bentuk dekomposisi Levi yang terdiri dari aljabar Lie
bagian dan radical-nya . Berkaitan dengan hal tersebut, tujuan penelitian ini adalah untuk menentukan
dekomposisi matriks struktur berkorespondensi dengan dekomposisi Levi khususnya pada aljabar Lie
Frobenius berdimensi 4. Selanjutnya, metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi literatur
khususnya tentang dekomposisi Levi dan matriks struktur suatu aljabar Lie Frobenius. Hasil utama
dalam penelitian ini adalah bentuk dekomposisi matriks struktur untuk kelas pertama isomorfisma
aljabar Lie Frobenius berdimensi 4 dengan setiap determinannya tidak sama dengan nol. Untuk
penelitian lebih lanjut, dekomposisi matriks struktur untuk aljabar Lie Frobenius berdimensi > 4 masih
terbuka untuk dipelajari.

Kata kunci: Aljabar Lie Frobenius; Dekomposisi Levi; Matriks Struktur; Radical.

PENDAHULUAN

Penelitian tentang aljabar Lie Frobenius telah banyak dilakukan oleh penelitian lain. Dalam hasil
(Alvarez & et al, 2018), mereka membahas tentang struktur aljabar Lie kontak dan Frobenius dengan
asumsi bahwa ke dua aljabar Lie tersebut mempunyai nilradical yang komutatif. Aljabar Lie Frobenius
berdimensi 2n (Pham, 2016) sedangkan aljabar Lie kontak berdimensi 2n + 1 (Alvarez & et al, 2018).
Misalkan g aljabar Lie dan g* ruang dualnya. Secara garis besar, suatu aljabar Lie g berdimensi 2n
dikatakan Frobenius jika terdapat i € g* sedemikian sehingga derivatif (dy)™ # 0 (Alvarez & et al,
2018). Di sisi lain, setiap aljabar Lie dapat dinyatakan dalam dekomposisi Levi yaitu sebagai semi-

direct sum antara aljabar Lie bagian b dengan radical-nya (Humphreys, 1972). Dengan kata lain,
g =rad(g) ¥ b. 1)

dengan rad(g) adalah radical dari g yaitu ideal maksimal solvable dari g. Di sisi lain, karena g adalah
aljabar Lie maka g adalah ruang vektor yang dilengkapi dengan bracket Lie yang memenuhi [x,x] =
0,Vx € g dan identitas Jacobi. Misalkan M(g) matriks yang entri-entrinya adalah brackets Lie dari g,

yaitu
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M(g) = ([x,%])° )

dengan 1 < i,j < 2n (A. 1 Ooms, 2009). Matriks brackets Lie tersebut lebih jauh dinamakan matriks
struktur untuk aljabar Lie g (Alvarez & et al, 2018).

Di sisi lain, aljabar Lie Frobenius untuk dimensi yang kurang dari atau sama dengan 6 sudah
diklasifikasikan oleh (Csikés & Verhoczki, 2007). Khusunya untuk aljabar Lie Frobenius berdimensi 4
atas lapangan real R terdapat 3 kelas isomorfisma. Beberapa sifat tentang elemen utama aljabar Lie
Frobenius juga sudah dibahas oleh peneliti lain (Diatta & Manga, 2014) dan (Gerstenhaber & Giaquinto,
2009). Berbeda dengan penelitian sebelumnya, tujuan penelitian ini adalah untuk menggambarkan sifat
matriks struktur pada aljabar Lie Frobenius berdimensi 4 atas lapangan real. Lebih lanjut, matriks
struktur yang diperoleh berkorespondensi dengan dekomposisi Levi-nya dan dapat dinyatakan sebagai
matriks-matriks blok. Selanjutnya, karena g adalah aljabar Lie Frobenius maka senantiasa terdapat

fungsional linear € g*. Matriks struktur (2), dapat ditulis ulang menjadi

Mg, W) = (¥, [, x]))° 3)

dengan (i, [x;, x;]) adalah nilai fungsional linear pada [x;,x;]. Tentu saja karena g adalah aljabar Lie

Frobenius maka determinan matriks (3) tidak sama dengan nol.

Sistematika penulisan paper ini sebagai berikut : Bagian 1 pendahuluan, menjelakan tentang latar
belakang penelitian dan motivasi penelitian serta landasan teori yang digunakan. Selanjutnya bagian 2
tentang metode penelitian. Dalam bagian 3, dibahas tentang hasil yang diperoleh dalam penelitian yaitu
sifat matriks struktur melalui dekomposisi dalam matriks blok. Dibuktikan pula bahwa determinan

matriks struktur tersebut tidak sama dengan nol.

Untuk semua pembahasan dalam penelitian ini, semua aljabar Lie g adalah ruang vektor atas
lapangan real R. Sebelum masuk ke dalam pembahasan, kita perkenalkan terlebih dahulu landasan teori

yang digunakan dalam penelitian ini sebagai berikut :

Definisi 1 (Alvarez & et al, 2018). Misalkan g adalah aljabar Lie berdimensi 2n dengan g* adalah ruang
vektor dualnya. g dikatakan Frobenius jika terdapat fungsional linear y € g sedemikian sehingga
derivatif (dy)™ # 0.

Misalkan T € g*, alternating bilinear form pada g berkorespondensi dengan fungsional linear T dapat

ditulis sebagai berikut
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frigxg3(@B) v fi(aB) =(t,[a,B]) ER (4)

dengan {( , ) menyatakan nilai dari T € g* pada g. Kernel dari alternating bilinear form pada (4) tiada

lain adalah stabilizer g pada titik T € g*. Dengan kata lain, kita peroleh bahwa

Kerfi=g¢"={a€g ;(t[a,B])=0,YBEg} (%)
Dari penjelasan sebelumnya, kita peroleh fakta tentang aljabar Lie Frobenius sebagai berikut :

Teorema 2 (Alfons I. Ooms, 1980). Aljabar Lie g adalah aljabar Lie Frobenius jika dua pernyataan

berikut ini ekuivalen.

1. Alternating bilinear form (4) bersifat non-degenerate yaitu jika untuk setiap a« € g yang memenuhi
T(a, B) = 0 untuk setiap B € g, maka a = 0.
2. Stabilizer (5) sama dengan {0}.

Misalkan g aljabar Lie dengan basis S = {§;}]=;. Kita definisikan matriks brackets dari g yang
dinyatakan dalam (2) dan matriks tersebut kita namakan matriks struktur. Khususnya untuk aljabar Lie
Frobenius, bilangan n senantiasa genap. Selanjutnya, matriks pada (3) tiada lain adalah matriks
representasi untuk alternating bilinear form pada g berkorespondensi dengan fungsional linear .
Faktanya, untuk kasus g adalah aljabar Lie Frobenius maka determinan (3) tidak sama dengan nol.
Tentu saja, kondisi ini merupakan syarat perlu dan cukur agar determinan matriks (2) tidak sama dengan

nol. Kita peroleh hasil sebagai berikut.

Teorema 3 (Alfons I. Ooms, 1980). Aljabar Lie g adalah aljabar Lie Frobenius jika dua pernyataan

berikut ini ekuivalen.

1. Determinan matriks struktur (2) tidak sama dengan nol.

2. Determinan matriks struktur (3) tidak sama dengan nol untuk suatu i € g*.

Contoh 3. Misalkan g adalah aljabar Lie dengan basis S = {§;, §,} dan bracket Lie-nya diberikan
oleh [63, 6,] = &,. Matriks struktur dari g diberikan oleh

5,8,] [61,6 0 4
M(g) = ([6:,5])" = ({52 51% {5;621) - (—62 02) ©

Dengan memilih Y = +6; € g* dan menggunakan (3) maka (6) menjadi matriks struktur sebagai
berikut :
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,0 , 0
) = (@ loooh) =y 3y G6)) = o) )
dengan (57, 6;) = 1 jika i = j dan nol selainnya.

Perhatikan bahwa determinan ke dua matriks pada (6) dan (7) nilainya tidak sama dengan nol. Oleh
karena itu, aljabar Lie g adalah aljabar Lie Frobenius. Dengan Kkata lain, kita juga peroleh bahwa

derivatif dip # 0, stabilizer g¥ = {0}, dan alternating bilinear form f pada g bersifat non-degenerate.

Di sisi lain, sembarang aljabar Lie g dapat ditulis dalam dekomposisi Levi seperti pada (1). Oleh

karena itu, basis S = {4;};-, untuk g dapat diatur sedemikian sehingga S, = {6:3%_, basis untuk b dan
Srad(g) = {Sj};_‘;iﬂ basis untuk ideal maksimal solvable Rad(g). Oleh karena itu, matriks (2) dapat

ditulis ulang dalam bentuk sebagai berikut (Alvarez & et al, 2018) :

oY) ©

g
M@ = (651" = (Lyr
dengan matriks-matriks P, @, dan R adalah sebagai berikut :

P =([6.5]), 1<i,j<k
Q = () (8x+j), 1<i<kl<j<lI

R = ([5k+i: 5l+j])v 1<ij<l

dengan ¢ : h 3 x = {(x) = ad(x),|Rad(g) € gl(Rad(g)) adalah representasi linear dan Q” adalah
transpos matriks Q. Lebih jauh, untuk y € g*, matriks (3) dan (8) dapat dinyatakan sebagai berikut :

AL

M@@=Uwﬁ@mh{ﬂww>wﬂ>

(9)
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METODE

Metode penelitian yang digunakan adalah studi literatur khususnya mempelajari tentang aljabar
Lie Frobenius dan matriks struktur yang entri-entrinya memuat semua brackets Lie. Objek penelitian
ini adalah aljabar Lie Frobenius berdimensi 4 dan matriks strukturnya. Selanjutnya ditentukan pula
bahwa aljabar Lie Frobenius tersebut dapat didekomposisi dalam dekomposisi Levi menjadi subaljabar
Lie dan radical-nya. Oleh karena itu, penulisan aljabar Lie dalam bentuk dekomposisi Levi berpengaruh
pada penulisan matriks strukturnya. Secara garis besar, matriks-matriks tersebut dinyatakan dalam (8)
dan (9). Tentu saja, dengan menghitung langsung determinan ke dua matriks tersebut tidak sama dengan

nol.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bagian ini dibahas tentang dekomposisi Levi untuk aljabar Lie Frobenius berdimensi 4.
Selanujtnya dengan memilih basis yang bersesuaian ditentukan pula matriks strukturnya seperti matriks
dalam (8). Konstruksi matriks (9) diperoleh dengan memilih fungsional linear yang mengakibatkan

determinan matrik (9) tidak sama dengan nol.

Aljabar Lie Frobenius berdimensi 4 atas lapangan real dikelompokkan menjadi 3 kelas isomorfima
(Csikds & Verhoczki, 2007). Untuk kelas pertama kita notasikan dengan g’ dengan basis S =
{64, ..., 0,4} dengan brackets Lie tak nolnya dinyatakan sebagai berikut :

[61,84] = [83,02] =84, [61,63] = %53, [61,82] = %52- (10)
Dalam bagain pembahasan ini, dibuktikan proposisi sebagai berikut :

Proposisi 1. Aljabar Lie Frobenius g’ dengan brackets Lie-nya diberikan oleh (10) dapat dinyatakan
dalam dekomposisi Levi (1) yaitu g’ = Rad(g’) < b dengan § = Span{§,} dan radical Rad(g’) =
Span{§,, 83, 8,}. Matrik struktur untuk aljabar Lie Frobenius g’ tersebut dapat dinyatakan dalam (8)

dan (9) yang ke dua determinannya tidak sama dengan nol.
Bukti.

Misalkan b = Span{8,}danb’ = Span{$,, 83, 6,}. Dapat diobservasi bahwa b dan ' ke duanya adalah
subaljabar dari g’. Lebih jauh, ' ideal solvable yang bersifat maksimal dari g’. Dengan kata lain

Rad(g’) = B'. Selanjutnya, karena b beraksi ke Rad(g’) maka kita peroleh bahwa aljabar Lie g’ dapat
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dinyatakan dalam dekomposisi Levi dengan subaljabar Lie b = Span{8,} dan radical Rad(g’) =

Span{6,, 63, 8,}. Dalam hal ini, Kita tuliskan dalam bentuk

g’ = Rad(g") ¥ b = Span{8,, 83, 84} » Span{8,}. (11)

Matriks struktur dari (11) dapat dinyatakan sebagai berikut :

[61,81] [61,62] [61,83] [641,84]
62,611 [62,82] [62,65] [62,64]
M) = ([6,,6:])° = | 1020 12
@ =G = [5,8,] 16,51 (62651 [650.] 12
[64,81] [84,62] [84,83] [84,84]
Dalam bentuk yang lebih sederhana (12) dapat dinyatakan sebagai berikut :
0 26 38 &
1
—=4 0 -6, O
M(g) = ([8,65])° =| 272 * (13)

—28; & 0 0

-5, 0 0 0

Matriks dalam (13) dapat didekomposisi dalam matriks blok (8) sebagai berikut :

P =0, berukuran 1 x 1.

1

Q= G 6, 563 64) berukuran 1 x 3.

0 -6, 0

R = (64 0 0) berukuran 3 x 3.
0 0 O

Dengan menghitung langsung determinan matriks (13), kita peroleh detM(g) = 64 # 0. Untuk

memperoleh bentuk matriks (9), kita pilih fungsional linear f = &; € (g/)* sehingga matriks (9)

menjadi.

Prosiding Seminar Nasional Hasil Riset dan Pengabdian | 397



SNHRP _3 Seminar Nasional Hasil Riset dan Pengabdian Ke-lll (SNHRP-III 2021)

(f, 161,611y (f.[61,82]) (f,[61,835]) (f [61,64])
_ o T\)8 — (fl [52’ 51]) (fl [62! 52]) (f' [52' 53]) (fl [52! 54])
MW = (@0 5D) =\ (715, 6] (Floaoa) (f16noa) (f(6n0s) | @D
(fﬁ [84' 61]) (fi [64' 82]) (f' [64' 63]) (fr [64' 84])
Dalam hal ini,
0 -1 0
f(P)=0,f(@ =0 0 1),f(R)= (1 0 0)- (15)
0 0 O
Dengan menghitung determinan matriks (14), diperoleh det M (g, ) = 1.
[

Untuk 2 sisa kasus kelas isomorfisma aljabar Lie Frobenius berdimensi 4, dekomposisi Levi dan
bentuk dekomposisi matriks strukturnya dapat dilakukan dengan cara yang sama untuk kasus kelas
pertamanya. Kita peroleh untuk kelas ke duanya dalam bentuk sama dengan kelas pertamanya walaupun
barckets Lie-nya berbeda yaitu g/’ = Rad(g’) > b dan kelas ke tiganya dapat dinyatakan dalam bentuk
g/ = Rad(g''") x p”" dengan Rad(g'"') = Span{8;,8,} dan b"" = {53, 8,}.

Untuk penelitian lebih lanjut, dekomposisi matriks struktur untuk aljabar Lie Frobenius berdimensi

> 4 masih terbuka untuk dipelajari.

KESIMPULAN

Telah dibuktikan bahwa aljabar Lie Frobenius berdimensi 4 dapat didekomposisi dalam subaljabar
dan radical-nya. Selanjutya, dikonstruksi juga matriks strukturnya dan didekomposisi dalam matriks
blok menurut basis subaljabar dan radical-nya. Lebih jauh, matriks struktur ini senantiasa mempunyai

determinan tidak sama dengan nol.
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