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Abstrak: Pelabelan graph adalah penugasan bilangan bulat

Tersedia Online di ke titik-titik atau sisi-sisi atau keduanya dengan kondisi
http://www.jurnal.unublitar.ac.id/  tertentu. Pemetaan himpunan titik pada graph
index.php/briliant G(V(G),E(G)) ke suatu bilangan bulat positif, yaitu

f:V(G) - {1,2, ..., k} disebut pelabelan-k titik. Pelabelan-
Sejarah Artikel k tidak teratur sisi dari graph G adalah pelabelan-k titik
Diterima pada Maret 2021 pada graph G jika untuk setiap dua sisi yang berbeda, yaitu
Disetuji pada Agustus 2021 v;v; dan v;v;, mempunyai bobot yang berbeda, wf(vl-vj) *
ZDoigliinkasikan pada Agustus wy(v{v). Nilai minimum k sehingga graph G mempunyai

pelabelan-k tidak teratur sisi disebut sebagai kekuatan tidak

Hal. 668-684 teratur sisi (edge irregularity strength) dari G dan

: dinotasikan dengan es(G). Hasil kali sisir dari dua graph G,

Kata Kunci: dan G, dengan titik v € V(G,), didefinisikan sebagai graph

pelabelan graph; pelabelan tidak yang dibentuk dengan mengambil salinan G, ; dari G, untuk

teratur sisi; kekuatan tidak teratur  setiap titik di V(G,) dan menempelkan G,; ke G, dengan

SIsI menempelkan titik v ke titik i dari G,. Hasil kali sisir dari

dua graph G; dan G, dinotasikan dengan G, =, G,.

DOI: Penelitian ini bertujuan untuk menentukan nilai kekuatan

http://dx.doi.org/10.28926/briliant  tidak teratur sisi pada graph hasil operasi kali sisir pada
.V6i3.666 lintasan, sikel, dan bintang.

PENDAHULUAN

Suatu graph G adalah pasangan dari himpunan (V, E) dimana V himpunan
tak kosong yang terdiri dari titik-titik pada graph G dan dinotasikan dengan V (G),
dan E himpunan (mungkin kosong) yang terdiri dari sisi-sisi pada graph G dan
dinotasikan dengan E (G) (Hartsfield, 1994). Pelabelan graph merupakan salah satu
kajian ilmu matematika yang aplikasinya dapat ditemukan diantaranya pada
masalah sistem komunikasi, teori pengkodean, kristalografi, dan transportasi.

Pelabelan graph pertama kali diperkenalkan oleh Sadlack (1964), kemudian
Stewart (1966), Kotzig dan Rosa (1970). Pelabelan graph adalah penugasan
bilangan bulat ke titik-titik atau sisi-sisi atau keduanya dengan kondisi tertentu
(Gallian, 2020). Jika domainnya himpunan titik atau himpunan sisi, maka
pelabelannya secara berurutan disebut pelabelan titik atau pelabelan sisi. Jika
domainnya titik dan sisi, yaitu V(G) U E(G), maka pelabelannya disebut pelabelan
total (Ahmad, Al-Mushayt and Baca, 2014). Penelitian mengenai pelabelan graph
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telah banyak mendapat perhatian dari matematikawan, hal ini ditunjukkan dengan
banyak jenis pelabelan yang telah ditemukan dan dikembangkan hingga saat ini.
Jenis-jenis pelabelan tersebut dapat dilihat pada A Dynamic Survey of Graph
Labeling (Gallian, 2020), salah satu jenis pelabelan tersebut adalah pelabelan tidak
teratur pada graph.

Pelabelan tidak teratur pada graph pertama kali diperkenalkan oleh
Chartrand et al. pada tahun 1988. Pelabelan tidak teratur dari graph G tanpa titik
terisolasi didefinisikan sebagai penugasan bobot-bobot bilangan bulat positif ke
sisi-sisi di G sedemikian sehingga bobot setiap titik berbeda (bobot titik diperoleh
dari penjumlahan bobot sisi-sisi yang terkait dengan titik tersebut) (Gallian, 2020).
Pelabelan tidak teratur merupakan salah satu pelabelan yang relatif baru. Pelabelan
tidak teratur pada graph terdiri atas pelabelan tidak teratur sisi (Ahmad, Al-Mushayt
and Baca, 2014), pelabelan tidak teratur titik (Chartrand et al., 1998), dan pelabelan
tidak teratur total (Baca et al., 2007).

Diberikan dua graph G, dan G, dengan titik v € V(G,), hasil kali sisir
G, =, G, didefinisikan sebagai graph yang dibentuk dengan mengambil salinan
G,; dari G, untuk setiap titik di V(G;) dan menempelkan G,; ke G; dengan
menempelkan titik v ke titik i dari G, (Jordan, 2009). Operasi hasil kali sisir parsial
adalah operasi hasil kali sisir dengan mengambil salinan G, ; dengan i = |[V(G4)| —
1.

Graph lintasan dengan m titik, dinotasikan dengan PB,, adalah graph
terhubung sederhana yang setiap titiknya berderajat dua, kecuali titik ujungnya.
Graph sikel dengan p titik, dinotasikan dengan C, untuk p = 3, adalah graph
terhubung sederhana yang setiap titiknya berderajat dua. Graph bintang K; . adalah
graph bipartisi lengkap dengan himpunan partisi titiknya terdiri dari satu titik
berderajat t dan partisi lainnya terdiri dari t titik berderajat satu. Graph lintasan B,
dan sikel C, akan dikenakan operasi hasil kali sisir dengan graph sikel C,.
Sedangkan graph bintang K . akan dikenakan operasi hasil kali sisir parsial dengan
C,, karena ada satu titik pada K;, yang tidak ditempeli dengan C, yaitu titik
berderajat t.

Pelabelan titik pada suatu graph sederhana G merupakan pemetaan titik-titik
pada graph G ke suatu bilangan bulat positif, yaitu f:V(G) - {1,2, ..., k} disebut
pelabelan-k titik. Pelabelan-k titik didefinisikan sebagai pelabelan-k tidak teratur
sisi (edge irregularity k-labeling) dari graph G jika untuk setiap sisi-sisi yang
berbeda, yaitu v;v; dan v{v;, mempunyai bobot yang berbeda pula, Wf(vivj) #*
ws(v{v]) dengan wy(viv;) = f(v;) + f(v;). Nilai minimum k untuk graph G
yang mempunyai pelabelan-k tidak teratur sisi disebut kekuatan tidak teratur sisi
dari G dan dinotasikan dengan es(G).

Ahmad (2014) telah menemukan batas bawah (lower bound) dari kekuatan
tidak teratur sisi pada graph G seperti yang diberikan pada Teorema 1 berikut.

Teorema 1 (Ahmad, Al-Mushayt and Baca, 2014). Misalkan G suatu graph
sederhana dengan derajat maksimum A= A(G). Maka

es(G) > max {[%},A(G)}.
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Berikutnya pada Akibat 1, diberikan nilai kekuatan tidak teratur sisi pada
graph C, untuk n > 3.

Akibat 1 (Ahmad, Al-Mushayt and Baca, 2014). Misalkan C,, suatu sikel
dengan n > 3 sisi. Maka

n —
- [E]' n = 1(mod 4)
S [g] + 1, lainnya.

Beberapa hasil penelitian terdahulu pelabelan tidak teratur sisi terkait
penentuan nilai kekuatan tidak teratur sisinya adalah sebagai berikut: (Ahmad, Al-
Mushayt and Baca, 2014) kekuatan tidak teratur sisi pada graph lintasan es(B,,) =

[%] untuk m > 2, graph sikel C,, dan graph bintang es(K, ;) = t; (Tarawneh et al.,

2016) kekuatan tidak teratur sisi dari graph hasil operasi kali korona B, ® B,, untuk
n=>2m=2, P, OmK, untuk n >2dan 1 <j <m, dan B, ®S,, untuk n >
2, m = 3; (Tarawneh, Hasni and Ahmad, 2016) kekuatan tidak teratur sisi pada
graph hasil operasi kali korona C,, ® mK; untuk n > 3 danm > 2; (Ahmad, Baca
and Nadeem, 2016) kekuatan tidak teratur sisi pada graph toeplitz T,,(1,2) untuk
n = 3, T,(1,3) untuk n > 4, T, (2,4) untuk n > 5, T,,(1,2,3) untuk n = 4, dan
T,.,(1,2,3) untuk n = 1(mod 4) dan n = 5; (Tarawneh, Hasni and Ahmad, 2020)
kekuatan tidak teratur sisi pada graph L,, untuk n > 2, Z7* untuk m,n = 2, dan
graph hasil kali silang B, X B,, X P, untuk m,n > 2.

Berdasarkan hasil-hasil penelitian sebelumnya, kajian pelabelan tidak
teratur sisi pada dua graph hasil operasi kali sisir masih menjadi masalah terbuka
hingga saat ini. Oleh karena itu, kami termotivasi untuk melakukan penelitian
terkait pelabelan tidak teratur sisi pada graph hasil operasi kali sisir pada lintasan
Py, sikel C,, dan operasi hasil kali sisir parsial graph bintang K; ; dengan C,, yaitu
Pyn >, Countukm €N, Cp &, Cy untuk p = 4n,n € N, dan K, untuk t = 2, t =
4n,1<n<3neN, dan t=2n+11<n<4n€eN, kemudian akan
ditentukan nilai kekuatan tidak teratur sisinya.

METODE
Secara umum langkah-langkah yang dilakukan untuk memperoleh pelabelan tidak

teratur sisi adalah sebagai berikut.

1. Melabeli graph dengan bilangan bulat positif dengan syarat label setiap sisinya
berbeda.

2. Mengulang Langkah 1 untuk semua graph, hingga terlihat pola pelabelan.

3. Menggunakan Teorema 1 oleh Ali Ahmad (2014), untuk mengetahui dan
mengecek apakah label yang dipakai sudah optimal (minimum).

4. Jika label yang telah dilakukan sudah optimal dan pola pelabelan telah
terbentuk, maka cari fungsi pelabelan titik dari pola yang telah ditemukan.

5. Menentukan fungsi bobot sisi yang mana bobot setiap sisi pada graph harus
berbeda dengan cara melihat pola pada label sisi.

6. Menggunakan kontradiksi, untuk mengetahui dan mengecek apakah bobot
setiap sisi sudah berbeda.

Langkah-langkah di atas selanjutnya akan digunakan untuk menentukan

pendefinisian fungsi pelabelan titik.
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HASIL DAN PEMBAHASAN
Hasil yang telah diperoleh dalam penelitian ini, yaitu nilai kekuatan tidak
teratur sisi pada graph P, &, Cy, C, &, C, dan K1, dan akan disajikan dalam
bentuk Lema, Teorema, dan Definisi beserta bentuk umum dari tiap graph tersebut.
Definisi 3.1. Graph B, =, C, adalah graph yang diperoleh dari graph
lintasan P,, dengan mengganti setiap titiknya dengan C,.

V2,3 Va3 Um,3

Gambar 1. Graph P,, >, C4

Nilai kekuatan tidak teratur sisi dari graph B, =,, C, diberikan pada Lema
3.1 untuk m = 1 dan Teorema 3.1 untuk m > 2 seperti di bawah ini.

Lema 3.1. Misalkan graph P, =, C, adalah graph yang diperoleh dari graph
P; dengan mengganti titiknya dengan C,. Maka

es(P; >, Cy) = 3.
Bukti. Misalkan P; &, C, suatu graph dengan himpunan titik
V(P &, C) ={v;;1<j<4,j€EN]}
dan himpunan sisi
E(P, >, Cy) = {vy 1014} U{vy w1031 <1< 3,1EN}

Karena terdapat korespondensi satu-satu diantara titik-titik pada graph
P; =, C, ke C, dan fungsinya mengawetkan sifat adjacency, maka graph P; =, C,
isomorfik dengan graph sikel C,. Berdasarkan Akibat 1 diperoleh bahwa

es(P; o>, Cy) = es(Cy) = E] +1=3m

Teorema 3.1. Misalkan graph B,, =>,, C, merupakan graph dengan m = 2
dan m € N. Maka

es(Py, &=, C,) = [STml
Bukti. Misalkan B,, =, C, suatu graph dengan himpunan titik
V(Ppty C) ={vj1<i<m1<j<4ijeN}
dan himpunan sisi
E(B, >, Cy) = {Ui,lviA; 1<i< m} U {vk,lvkﬂ,l; 1<k<m-1ke N}
Ufvyvipp1<i<m1<1<31€N}

Graph P, =, C, mempunyai |V (B, =, C,)| = 4m titik, |E(B, &, Cy)| =
5m — 1 sisi, dan derajat maksimum A(B,, >, C,) = 4. Berdasarkan Teorema 1,
diperoleh es(B,, =, C,) = [57'" :
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Untuk membuktikan es(B,, =, C,) < [577"] akan didefinisikan pelabelan

titik f: V (B, >, C,) — {1,2,3, [57"‘]} sebagai berikut.
Untuk i ganjil

(5i+1 =1
2+ T
5i -3
f(vij) = 5 2<j<3
5i—1 o
\ 2 ) ]_4
Untuk i genap
( 5i—4 1
2 )=
5i
f(vij) = - 2<j<3
5i—-2
\ 2 Jj=4

Dengan fungsi bobot sisi yaitu
Wf(Vk,lvk_Fl‘l) = 5k + 1
_(10p =5, untuki=2p—-1,p€N
wr (Vi1vi4) = { 10p — 3, untuki=2p,p €N
untuk 1 <1 < 2,
_(10p—4—-2I, untuki=2p—1,p€EN
Wf(vi'lvi'l+1) - { 10p — 4 + 21, untuk i =2p,p €N
danl = 3.
_(10p—7, untuki=2p—1,p€N
Wf(vi'3vi'4) - { 10p — 1, untuki=2p,p €N
Dengan kontradiksi akan dibuktikan bahwa bobot-bobot sisi yang
didefiniskan pada persamaan-persamaan di atas menghasilkan nilai yang berbeda.
o Diketahui ws(v;1v;,) =10p—5 untuk i=2p—1;i,p €N dan
wr(vivi41) =10p—4—20 untuk i =2p—1;i,p€eN dan 1<I<
2,l €N.
Andaikan Wf (vi'lvm) = Wf (vi,lvi'lﬂ)
Maka 10p — 5 = 10p — 4 — 2l diperoleh 21 = 1
Sehingga | = % (kontradiksi dengan [ € N).
Dengan cara yang serupa, dapat dicek untuk kasus lainnya.
Berdasarkan fungsi bobot sisi-sisi di atas, diperoleh bahwa bobot-bobot sisi
berbeda untuk semua pasang sisi yang berbeda. Sehingga, pelabelan titik f

merupakan pelabelan-[STm] tidak teratur sisi yang optimal. m

Definisi 3.2. Graph C, =, C, adalah graph yang diperoleh dari graph sikel
C, dengan mengganti setiap titiknya dengan Cj.
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Gambar 2. Graph €, =, C4
Nilai kekuatan tidak teratur sisi dari graph C, =, C, untuk p = 4n,n € N

diberikan pada Teorema 3.2 seperti di bawah ini.
Teorema 3.2. Misalkan graph C, =, C, merupakan graph dengan p =

4n,n € N. Maka

S5p+2
es(Cp >, C4)= Pz .

Bukti. Misalkan C,, =,, C, suatu graph dengan himpunan titik
V(Cy oy Cy) ={vij1<i<p;1<j<4ijeN}
dan himpunan sisi
E(Cp o>, C4) = {vmvp,l} U {vk,lvkﬂ,l; 1<k<p-1ke N}
Ufvg vl <i<plu{vyw1<i<p;1<1<3,€N}
Graph C, &, C, mempunyai |V(C, =, C,)| = 4p, |E(C, =, C4)| = 5p,
dan A(C, >, C,) = 4. Berdasarkan Teorema 1, diperoleh es(C, &, C,) =

Untuk membuktikan es(C, &, C,) <

5p+2
2

, akan didefinisikan pelabelan

titik £:V(Cp &, C4) = {1,2,.., Sp;z} sebagai berikut.
(5p ]
——1, 1<j<2
5 =1 2519
f(vl,j)={ 2 j=2 Flop,)=1 241, j=3
, 3<j<4 2 2
S5p o
. o J=4
(5p )
7—4, ]—1
5
f(v§+2,j):<5p 3 3
2 1T
S5p .
k7_6' ]=4
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Untuk i = 2,4,6,...,2,

5(—1),
5i — 8,
fwis) =9 56,
5i — 2,
Untuk i =357,...,.5— 1,
5i — 2,
5i — 6,
fvi) =9 5 _g,
5@ —1),
Untuki=§+4,...,p—2,p,
(5(p — 1) +6,
_J5(p—-0+8,
f(o)) = {S(p —D+7,
5(p—1i) +4,
Untuki=2+3,...,p-3,p—1,
(5(p—i)+8,
_J5(-1+7,
f(vi'j)_iS(p—i)+4,
5(—1i)+6,

Dengan fungsi bobot sisi yaitu

Wf (Ul'lvp‘l) =9

( 10k — 2,

Wf(vk,lvk+1,1) = 3
10k — 15,

k10(p —k)+09,
( 4,

10i — 7,
5p —1,

Wy (viavia) = 5(p - 2),

10(p—i+1)+4,

10(p —i+1),

10k — 6,

j=1
j=2
j=3
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( 5, i=1

10i —13, i=24, g
10i — 8, i=3,5,...,§—1
. D
S5p— 2, i=-+1
wr(vi1vi2) = 4 p 5
. D
5p — 4, == 42
p i 2+
10(p— i+ 1) +5, i=§+3,...,p—3,p—1
\ 10(p—i+1)+4, l=§+4,...,p—2,p
3, i=1
. P
10i—14, 2<is<3
. D
5p, =—+1
( ) 14 i 2+
Wr Vi2Vi3 = A _ =B 2
5p -3, i 2+
10(p—i+1)+1, i=§+3,...,p—3,p—1
\ 10(p—i+1)+5, i=§+4,...,p—2,p
( 2, i=1
. %
10i — 8, =24, ..,=
l l )
10i —13, i=3g5, g ~1
5p+1, i=E+1
wf(vi_3vi’4) =< 2
. D
5p —9, ==4+2
D ] 2+
10(p—i+1), i=§+3,...,p—3,p—1
(10(p—i+1)+1, i=§+4,...,p—2,p

Dengan kontradiksi akan dibuktikan bahwa bobot-bobot sisi yang
didefiniskan pada persamaan-persamaan di atas menghasilkan nilai yang berbeda.

. . . 1 . p H
e Diketahui wy(v;,v;,) dengan i = > dan i ="7+2 yaitu wy (U§.1v§,4) =

10i =7 =10(%) =7 =5p— 7 untuk i,p € N dan wy (ve,,,vp,,,) =
2 o207
5(p —2) =5p—10untuk i,p € N.
Andaikan =
Wr (v§,1v§,4) V.Vf (v§+2,1v§+2,4) o
Maka 5p—7 = 5p — 10, akibatnya —7 = —10 (kontradiksi).
Dengan cara yang serupa, dapat dicek untuk kasus lainnya.
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Berdasarkan fungsi bobot sisi-sisi di atas, diperoleh bahwa bobot-bobot sisi
berbeda untuk semua pasang sisi yang berbeda. Sehingga, pelabelan titik f

Definisi 3.3. Graph K¢, adalah graph yang dlperoleh dari graph bintang K ,
dengan mengganti setiap titik berderajat satu dengan C,.

Gambar 3. Graph K7,

Nilai kekuatan tidak teratur sisi dari graph K3, untuk ¢ = 2 diberikan pada
Teorema 3.3 seperti di bawah ini.

Teorema 3.3. Misalkan graph K7, adalah graph bipartisi lengkap K;
dengan mengganti titik berderajat satu dengan C,. Maka

es(Ki,) = 6.
Bukti. Misalkan K", suatu graph dengan himpunan titik
V(Kt) =(wiufv;;1<i<2,1<j<4ijEN]
dan himpunan sisi
E(K#,) ={vviJu{vivia} vy v 1 <1<3,1 €N}

Karena graph Ki, merupakan graph K{, untuk ¢ =2 maka graph K¢,
mempunyai |V (K¢,)| =9 titik, |E(K{;)| =10 sisi, dan derajat maksimum
A(Kt,) = 3. Berdasarkan Teorema 1, diperoleh es(K3,) > [Stﬂl > 6.

Untuk membuktikan es(Ki,) <6, akan didefinisikan pelabelan titik
f:V(Kt,) - {1,2,..,6} sebagai berikut.

fw) =3
( 3i, j = 1
fviy) = l3lJ
kl +1, j=4
Dengan fungsi bobot sisi yaitu
Wf(vvi'l) = 3(1, + 1), Wf(vi’lvm) = iz +3i+4+1,
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i? + 3i, =1

J + [3lJ =2
Wy (Vi,lvi,l+1) i B

U+l2J+1 [=3

Dengan kontradiksi akan dibuktikan bahwa bobot-bobot sisi yang
didefiniskan pada fungsi bobot sisi di atas menghasilkan nilai yang berbeda.

o Diketahui wy(v;1v;,) = i? + 3i dan wy (v, ,v;3) = 2 + EJ untuk i €

N.

Andaikan Wy (vi,lvi,z) = Wr (vi,zvi,;;)

Maka i2 + 3i = i% + EJ akibatnya 3i = EJ (kontradiksi).

Karena untuk i =1 diperoleh 3 =1 (kontradiksi) dan untuk i =2
diperoleh 6 = 3 (kontradiksi).

Dengan cara yang serupa, dapat dicek dengan mudah untuk kasus lainnya.

Berdasarkan fungsi bobot sisi-sisi di atas, diperoleh bobot-bobot sisi yang
berbeda untuk setiap pasang sisi yang berbeda. Sehingga, pelabelan titik f
merupakan pelabelan-6 tidak teratur sisi yang optimal. m

Nilai kekuatan tidak teratur sisi dari graph K;; untuk t =4ndan1 <n <
3, n € N diberikan pada Teorema 3.4 seperti di bawah ini.

Teorema 3.4. Misalkan graph K3, merupakan graph dengan t = 4n dan

1 <n<3,n€eN. Maka
5t+2

es(Kt,) = >
Bukti. Misalkan K{ft suatu graph dengan himpunan titik
V(K{) ={wu{vl1<i<t;1<j<4}
dan himpunan sisi
E(kt) ={vwip1<i<tiu{vvul<i<t}
Ufvgvepl<i<t1<1<3)
Graph K1, mempunyai |V(K¢,)| = 4t + 1 titik, |E(K¢,)| = 5t sisi, dan
karenat = 4ndengan 1 < n < 3,n € N, maka t > 3 sehingga derajat maksimum

titiknya adalah A(K{,) =t. Berdasarkan Teorema 1, diperoleh es(K.) =
[5t+1 5t+2

Untuk membuktikan es(K,) < 222

f:V(Kt) - {1,2,3,. 5”2} sebagai berlkut

, akan didefinisikan pelabelan titik

f(v)=3
5i+1
> i=13..,t—1
f(vi,1)= 5l
7, i=24,..,t
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1, j=2 4, j=2
f(vl,j)={1,j=3 f<v2,j)={3,j=3

2,j=4 7, j =4

( 5t—8 . ( 5t =3

2 /= 2 =

5t — 2 5t —4
fer)) === j=3  flo)=1 —5— j=3

5t — 4 o 5t + 2 o

T I T T
Untukt =4n dengan2 <n <3dann € N.

6, j=2 7,j=2
f@w):{%j=3 f@M):%&j=3

11, j = 4 14, j=4

12, j=2
f@w)=%2+m j=3
8 + 3n, j=4
Untuk 6 <i<t—2dengant =4ndimana2 <n < 3dann € N.
i—4
o ’ =9
[+ +l > J ]

f(viy) =1 [%l+1, j=3

, i—4 o
Ll+t+l—2 J+2, j=4
Dengan fungsi bobot sisi yaitu

5i4+7
, i=13,..,t—1
w (vv- ) = 2
f L1 5i+6
> i=24,..,t
untuk i bernilai ganjil
( 5 =1
| 3t .
21 +—, i=5
w (v- v; ) = { 2
r\Vi1Via 4i + 12, i=8,..,t—3
5i +57 )
5 , i=11
16, =4
wf(v3,1173,4) = {19’ t =8,12
36, t=
Wf(v7,1v7,4) = {40, t=12
( YR
14, i =
Wf(vi,lvi,Z) = 4 25, i=5

L4i+t—2, i=7.,t—3
5t -6, i=t—-1
untuk i bernilai genap
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12, i=2
wr(Vi1V;4) = {41' +t, i=6.,t—2
5i4+1 i=t
wr (va,104) = {gzlt t =t8,142L
9, i=
wr(vi1v;2) = {41' +t—2, i=6,..,t—2
5t, i=t
wr (va,1042) = {ig t =t8,142L
untuk [ = 2,
( 2, i=1
7, i=2
15, i=3
t
Wf(vi,Zvi,3) = A 24 + Z, i=5
4i+t—1, 6<i<t—2
5(t—-1), i=t—1
\ 5t — 2, i=t
18, t=4
wr(va2va3) = {22, t =812
danl = 3.
( 3, i=1
' 10, i=2
Wf(vi'3vi'4)=44i+t+1, 6<i<t—2
l 5t — 3, i=t—1
5t1; 1, [ z t
wr(V3,5v34) = {20, T t= 8,12
19, t=4

Wy (Va3vs4) = {29, t =8,12

28,

t=28

Wf(”5'3”5'4):{32, t =12
Dengan kontradiksi akan dibuktikan bahwa bobot-bobot sisi yang

didefiniskan pada persamaan-persamaan di atas menghasilkan nilai yang berbeda.

5i+7

leetahUI Wf(vvt_l‘l) = 5
51;6 untuk i = t — 2;i,t € N.
Andaikan wy(vv,_y 1) = wr(vve_p1)

Maka =~ = 2%, akibatnya >~ = 2= (kontradiksi).

Misalkan untuk n =1 maka t = 4 diperoleh 11 = 8 (kontradiksi) dan

untuk i =t — 1;i, ¢t € N dan wy(vv,_pq) =

berlaku untuk nilai t lainnya.

Dengan cara yang serupa, dapat dicek dengan mudah untuk kasus lainnya.
Berdasarkan fungsi bobot sisi-sisi di atas, diperoleh bahwa bobot-bobot sisi

berbeda untuk semua pasang sisi yang berbeda. Sehingga, pelabelan titik f
5t+2 ,. . . .
merupakan pelabelan-T tidak teratur sisi yang optimal. m
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Nilai kekuatan tidak teratur sisi dari graph K;, untuk t = 2n+ 1 dan 1 <
n < 4, n € N diberikan pada Teorema 3.5 seperti di bawah ini.

Teorema 3.5. Misalkan graph K;', merupakan graph dengan t = 2n + 1
dan1 <n < 4,n € N. Maka

es(Kt,) = St; 1.

Bukti. Misalkan K{ft suatu graph dengan himpunan titik

V(K{) ={w}u{vj1<i<t;1<j<4ij€eN}
dan himpunan sisi
E(kt)={vvipl<i<tiu{vvipsl<i<t}
U{vyminp1<i<t;1<1<3,l€eN}

Graph K1, mempunyai |V(K¢,)| = 4t + 1 titik, |E(K¢,)| = 5t sisi, dan

karenat = 2n+ 1dan1l <n < 4,n € N, maka t > 3 sehingga derajat maksimum

A(K{,) = t. Berdasarkan Teorema 1, diperoleh es(K¢,) > 5t2—+1
Untuk membuktikan es(K¢,) S%, akan didefinisikan pelabelan titik
f:V(Kt,) - {1,2,3, %} sebagai berikut.
fw) =3
5i+1 _
> i=13,..,t
f(vi,l) = 5i .
PK i=24..,t—1
. 4, j=2
1, 2<j<3 .
’ 7, j=4
(5t — 1 ]
2 =
5t—3
f(vt,]') = 2 j=3
5t+1 B
\ 2 ’ ] - 4
Untuk ¢t = 5,7,9,
6, Jj=2 9, t=5
f(”s,j) = {9, j=3 f(v3,4) - {11, t=179
5t—7 ,
2 7
f(vt—l,j) =I5t —3 .
5 <j<4

Untuk t = 7,9,
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7, j=2 |( 10 LLJ B
f(vay) =14+ EJ J=3 f(vs,) = { 13 l§J
12, j=4 b0+2LJ j=4

Untuk t = 9 dengani = 6,7.
i+10, j=2

f(viy) = [ ]+2 j=3
i+ 11, j=4
Dengan fungsi bobot sisi yaitu
5i+7 )
> i=13,..,t
wr(wvia) =5 46
, i=24,.,t—1
2
5, i=1
SL + 2 i =246
Wf(vllvl4) i=7
5t — i=t—1
W 1, =t
(17, t=5
wi(Wsavsa) =110 1 =79

(25, t=7
Wy (Vs1054) = {27 t=9

( 4, i=1

9, i=2

14, i=3

17, i=4

t—1
Wf(vi,117i,2) =421+ — i=5

31, i=

35, i=

5t — 6, i=t—1

\ 5¢t, i=t
( 2, i=1

7, i=2
15, i=3
20+ 1 | = 4
wr(vi2vi3) =3 + 2 L=
33, i=6
37, i=7
5(t—-1), i=t—1

\ 5t—2, i=t
26, t=7
Wf(v5’1v5'4) = {28, f=9
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( 3, i=1

10, i=2
t—1
25+T, i=4
wilviavia) = 34" 6
38, =7
5t—3, i=t—1

\ 5t—1, i=t
27, t=7
Wf(v5,3v5‘4) = {30, t=9
Dengan kontradiksi akan dibuktikan bahwa bobot-bobot sisi yang
didefiniskan pada persamaan-persamaan di atas menghasilkan nilai yang berbeda.

o leetahUI Wf(vvt_l’l) = Sit6 Untukl =t— 1, i, teN dan Wf(vvt,l) =

2
5i+7 . .
%untukz =t;i,t €N.

Andaikan wy (vve_1q) = Wy (vve1)

Maka == = 27, akibatnya >~ = 2= (kontradiksi).

Misalkan untuk n =1 maka t = 3 diperoleh 8 = 11 (kontradiksi) dan
untuk nilai t lainnya. Dengan cara yang serupa, dapat dicek dengan mudah untuk
kasus lainnya. Berdasarkan fungsi bobot sisi-sisi di atas, diperoleh bahwa bobot-

bobot sisi berbeda untuk semua pasang sisi yang berbeda. Sehingga, pelabelan titik

f merupakan pelabelan-% tidak teratur sisi yang optimal.

Misalkan P,, adalah graph lintasan dengan m titik, C,, adalah graph sikel
dengan p titik, dan K; , adalah graph bintang dengan t + 1 titik. Didefinisikan graph
operasi hasil kali sisir B,, =>,, C, adalah graph yang diperoleh dari graph lintasan B,
dengan mengganti setiap titiknya dengan sikel C,. Graph C, =, C, adalah graph
yang dipereroleh dari graph sikel C,, dengan mengganti setiap titiknya dengan sikel
C,. Graph K3, adalah graph yang diperoleh dari graph bintang K, dengan
mengganti setiap titik berderajat satu dengan sikel C,.

Berdasarkan paparan pada Bagian Hasil di atas diperoleh bahwa graph-
graph hasil operasi kali sisir pada lintasan dan sikel dengan C,, dan graph hasil kali
sisir parsial pada bintang dengan C,, dapat dilabeli dengan pelabelan tidak teratur
sisi. Setelah memperoleh pelabelan tidak teratur sisi dan fungsi pelabelan titik dari
graph-graph tersebut selanjutnya nilai kekuatan tidak teratur sisi dapat ditentukan.

Berdasarkan Lema 3.1 diperoleh es(P; =, C,) =3 untuk m =1 dan

Teorema 3.2 diperoleh es(B,, >, C,) = [57"1] utnuk m > 2. Berdasarkan hasil
penelitian terdahulu diperoleh nilai kekuatan tidak teratur sisi dari graph lintasan

yaitu es(Pm)z[%] untuk m >2 dan graph sikel C, vyaitu es(C,) = 3.

Berdasarkan Teorema 3.2 diperoleh es(Cp >, C4) = 5p2+2 untuk p = 4n, n € N.

Berdasarkan penelitian terdahulu diperoleh nilai kekuatan tidak teratur dari graph
sikel C, dengan p = 4n, n € N yaitu es(C,) = E] +1.
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Berdasarkan Teorema 3.3 diperoleh es(K{,) = 3t untuk t = 2, Teorema

3.4 diperoleh es(K¢,) = 5t2—+2 untuk ¢t = 4n, 1 < n < 3,n € N, dan Teorema 3.5

diperoleh es(K7,) = 5t2—+1 untuk t = 2n + 1, 1 < n < 4,n € N. Berdasarkan hasil

penelitian terdahulu diperoleh nilai kekuatan tidak teratur sisi dari graph bintang
yaitu es(K, ;) = t dan graph sikel C, yaitu es(C,) = 3.

Jika nilai kekuatan tidak teratur sisi dari graph hasil operasi kali sisir pada
graph lintasan, sikel, dan bintang dengan sikel C, dibandingkan dengan nilai
kekuatan tidak teratur sisi dari graph-graph penyusunnya, maka nilai kekuatan tidak
teratur sisi dari graph hasil operasi kali sisir lebih besar daripada nilai kekuatan
tidak teratur sisi graph-graph penyusunnya. Hal ini dikarenakan struktur dari graph
hasil operasi kali sisir lebih kompleks daripada struktur graph-graph penyusunnya.
Selain itu, banyak sisi dan derajat maksimum dari graph hasil operasi kali sisir lebih
banyak daripada graph-graph penyusunnya.

KESIMPULAN

Berdasarkan hasil dari pembahasan diperoleh nilai kekuatan tidak teratur sisi
graph operasi hasil kali sisir pada lintasan dan sikel dengan C,, dan graph operasi
hasil kali sisir parsial pada bintang dengan C,. Kekuatan tidak teratur sisi pada
graph B, >, C, untuk m = 1 adalah es(B,, =, C,) = 3 dan untuk m > 2 adalah
es(B, >, C,) = [57m] Kekuatan tidak teratur sisi pada graph C,, &, C4 untuk p =

4n,n € N adalah es(C, &, C,) = 5p2+2. Kekuatan tidak teratur sisi pada graph K3,
untukt =2, t=4n,1<n<3,neN,dant=2n+11<n<4,n €N, secara

berturut-turut adalah es(Kt,) = 3t, es(K¢,) = 5t2—+2 dan es(K{,) = 5t2—+1

SARAN

Saran untuk penelitian selanjutnya adalah menentukan nilai kekuatan tidak
teratur sisi pada graph hasil operasi kali sisir pada graph lintasan, sikel, dan bintang
dengan graph Cs.
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