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ABSTRAK

Penelitian ini mengkaji tentang penerapan Teori Kendali pada masalah Program Dinamik.
Program dinamik merupakan rancangan analisis dalam matematika untuk menentukan sederet
keputusan yang berhubungan dengan proses pengambilan keputusan secara bertahap ganda untuk
mengoptimalkan penyelesaian masalah secara efektif. Permasalahan klasik dalam program dinamik
adalah konsep tentang tahap, keadaan dan perolehan. Penyelesaian permasalahan akan menggunakan
Teori Kontrol.

Kata Kunci: Teori Kendali, Program Dinamik.
1. PENDAHULUAN

Dalam kehidupan sehari-hari banyak permasalahan yang melibatkan teori
sistem, teorikendali dan beberapa aplikasinya. Salah satunya adalah masalah
program dinamik, masalahnya adalah bagaimana mengoptimalkan proses
pengambilan keputusan yang multi tahap. Dasar tehnik ini adalah membagi suatu
persoalan atas beberapa bagian persoalan yang dalam program dinamik disebut
tahap, kemudian memecahkan tiap tahap dengan mengoptimalkan keputusan atas tiap
tahap sampai seluruh persoalan dapat terpecahkan. Masalah ini dapat dimodelkan
dengan menggunakan teknik kontrol optimal matematika, pemrograman dinamis dan
optimasi jaringan.

Permasalahan klasik dalam program dinamik adalah konsep tentang tahap,
keadaan dan perolehan. Permasalahan ini salah satunya diselesaikan dengan
menggunakan teknik kontrol optimal. Teori kontrol optimal, merupakan
perpanjangan dari kalkulus variasi, merupakan metode optimasi matematika untuk
menurunkan kebijakan pengendalian. Metode ini sebagian besar diilhami oleh karya
Lev Pontryagin dan rekan-rekannya di Uni Soviet dan Richard Bellman di Amerika
Serikat. Salah satu karya besar Lev Pontryagin adalah Pontragyn’S maximum
principle. Prinsip ini memiliki titik tekan pada syarat perlu untuk optimalitas.

Program dinamik merupakan rancangan analisis dalam matematika untuk
menentukan sederet keputusan yang berhubungan dengan proses pengambilan
keputusan secara bertahap ganda untuk mengoptimalkan penyelesaian masalah secara
efektif. Dalam hal pengambilan keputusan terdapat beberapa teknik yang digunakan
karena setiap masalah akan diformulasikan dalam sebuah rumusan berbeda antara
satu masalah dengan masalah yang lainnya. Program dinamik ini banyak
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menyelesaikan masalah dalam pengambilan keputusan, diantaranya alokasi dana dan
juga perluasan pabrik.

2. TINJAUAN PUSTAKA
2.1 Program Dinamik

Tehnik program dinamik adalah terutama didasarkan pada prinsip optimisasi
recursive (bersifat pengulangan) yang diketahui sebagai prinsip optimalisasi
(prinsiple of optimality). Prinsip ini mengandung arti yaitu apabila dibuat keputusan
multi stage mulai dari tahap tertentu, kebijakan optimal untuk tahap-tahap selanjutnya
tergantung pada ketetapan tahap permulaan tanpa menghiraukan bagaimana
diperoleh suatu ketetapan tertentu tersebut.

Tujuan utama dari program dinamik ini adalah untuk  mempermudah
penyelesaian persoalan optimisasi yang dapat dibagi ke dalam tahap-tahap. Hal ini
sesuai dengan ide dasar dari program dinamik yaitu membagi suatu persoalan
menjadi persoalan yang lebih kecil sehingga mempermudah penyelesaiannya.

Hal ini dapat kita lihat pada gambar gambar 1, yaitu dengan mengambil tahap
| sebagai problema satu tahap maka problema satu tahap dapat diperlihatkan sebagai
berikut :

Z;

l Xl*

N

Gambar 1. Rangkaian keputusan satu tahap

X1

v

Fungsi hasil pada problema satu tahap ini adalah R; = r; (x3,z1) . Keputusan
optimal pada problema satu tahap ini diperoleh dengan memeriksa semua variabel-
variabel yang keadaan input z; dan variabel keputusan x;. Oleh karena itu keputusan
optimal pada problema satu tahap ini adalah :

fl*(X]_,Zl) = Optlmal {R]_}
X1
atau
f1*(X1,z1) = optimal {Ri( x1,21)}

Selanjutnya untuk menentukan keputusan optimal untuk dua tahap dapat
dilihat pada gambar berikut ini:
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Gambar 2. Rangkaian keputusan dua tahap

Apabila hubungan rekursif ini dilanjutkan hingga problema n tahap, maka
keputusan optimal pada problema n tahap dapat ditulis sebagai berikut :

fo*(Xn,zn) = optimal {(ry (X1,21) + r2 (X2,22) +...+ 15 { (Xj,Zj) +...+ 10 (Xn,Zn)}
Xn
Dan bentuk ini biasa dituliskan dalam bentuk :

fn*(Xn,zn) = optimal { (rh-1(Xn-1.2n-1) + rn (Xn,Zn) }
Xn

2.2 Teori Kendali optimal

Pada bagian ini akan, akan dibahas masalah kendali optimal khususnya pada
kasus dengan state akhir dan waktu akhir diketahui. Untuk permasalahan ini,
penyelesaian menggunakan prinsip maksimum pontryagin.
2.1 Perumusan masalah Kendali Optimal

Diberikan sebuah sistem x(t) = f[x(t),u(t),t] , te (T1,T2)

dengan x(t) vektor state yang berukuran nx1 yaitu

x(t) = [x1(6), x,(t), oo, %, )] u(®) = [ug (£),uy(t), ..., u, (t)] berukuran mx1, f sebuah
fungsi bernilai vektor berukuran nx1 vyaitu f = [fi(t), (D), ... f,(t) dan (T1,T2)C R
domain dari sistem awal. Pada sistem ini diasumsikan 0 < m < n. Diberikan juga L
suatu fungsi berharga real pada R"XR™x(T1,T,) berbentuk

L = [X1,Xp, e ) X, Uy, Uz, . U, t]dAN Kk fungsi berharga real R"(Ty,T2)  berbentuk
K = [x1, %3, ., %o, t]. Himpunan S C R"X(T;,T2) dengan elemen-elemen berupa
pasangan titik (x,t) dengan x state dan t dalam domain sistem disebut target.
Diasumsikan untuk setiap t dalam domain (T, T,) dari sistem awal, terdapat
himpunan bagian U; dalam R™. Misalkan koleksi semua U; dilambangkan dengan Q
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yaitu Q = { Uy : t € (T1,T2) }, U disebut kendala (constraint) pada waktu t dan ‘Q
disebut kendala. Jika U merupakan himpunan semua u(t) untuk setiap t dalam (T1,T>)
sehingga : U(t) € U : untuk setiap t € (T1,T2). Maka u disebut himpunan semua
kendali yang memenuhi kendala Q atau himpunan semua admissible kontrol.

Diberikan toe (T1,T,) dan Xo ellemen di R" maka u e U(admissible kontrol u),
misal notasi : ¢(t; U, %), dengan U, menyatakan kendali pada selang waktu
(to,t], adalah penyelesaian tunggal dari sistem (3.1) yang memenuhi syarat awal
X(to,)= Xo. Kendali U dikatakan membawa X, ke target set S (atau (xot,] ke S). Jika
himpunan {(¢(t; U, %0), t = to)} beririsan dengan S. Jika t; waktu pertama kali x(t) =
@(t; Uy %0) Masuk di dalam S, maka notasi X3 = X(t1) = @(t; U, ), x0) Menyatakan
kondisi akhir sistem.

Pada sistem kendali optimal, masalah yang dihadapi adalah memaksimumkan
fungsi berharga real pada R"x(T1,T2) XUxR", yang didefenisikan dengan

t
J(xotow x,t) = K(x,t) +f 1L(x(t),u(t),t) dt

to

dengan K dan L fungsi-fungsi yang telah diperkenalkan di awal. Dengan kondisiawal
X(to)= Xo dan kondisi akhir awal x; =x(t;) fungsi J(xotou x;,t;) ditulis dengan
j(XO’tOIu), yaitU

J(xo,tou) = K(x1, 1) +j L(x(t),u(t),t) dt

= K[p(ts; Uy %0), ] + [ Lo (& Ugey ey o), u(0), 1) dit
Maka j(xot,u) dapat dinyatakan sebagai J(u) saja. Dari keterangan tersebut di atas,
masalah kendali optimal dapat dinyatakan dalam defenisi sebagai berikut:

3. HASIL DAN PEMBAHASAN
Diberikan sebuah sistem dalam bentuk persamaan

i(t) = flx(e),ule), t]
dengan x(t) vektor state berukuran nx1, u(t) vektor input berukuran mx1, f sebuah
fungsi bernilai vektor berukuran . Dibrikan state awalnya adalah X, dan pada waktu
awalnya adalah t,. Target set S berupa titik (x4t ) dengan t, € (T;.T,) diketahui
nilainya dan t; = t;.
Masalah kendali optimal adalah mencari admissible kontrol u(t) dengan nilai awal
(xqtg ) dan nilai akhir (x1£; ) yang memaksimalkan fungsi tujuan
J) = [ L0x(e), ulo),0) at

Untuk menyelesaikan permasalahan kendali optimal tersebut di atas, terlebih
dahulu ditentukan syarat perlu agar kendali optimal terpenuhi. Syarat perlu ini
diturunkan dengan menggunakan pendekatan Lagrange sebagai berikut :

1. Diberikan masalah maksimasi J(u) dengan state tertentu, misalkan state awal
adalah x(t;) = X, dan state akhir misalkan x(t;) = x; .
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2. Didefenisikan fungsi skalar £ = £ [x(£),u(f), 1(£),£, 1] dengan
£= [ Lx(Du(®),8) dt - [ A0 (&) — £ (x(0)),ule), t)de — p(x(ty) — (x0)) dt3.

3. Didefenisikan fungsi skalar H (=, u, 4, t)

dengan H (x(t), u(t), A(z), £) = [L{x(t),ult), ) + A (F(x(e)),ulz), ¢)] fungsi H
disebut fungsi Hamiltonian (secara singkat disebut Hamiltonian) dari sistem.

Dari defenisi fungsi H ini maka Lagrangian dapat dituliskan ke dalam fungsi
Hamiltonian, prosesnya sebagai berikut :
£ = J';;'-L:jjx (£),ult), ) dt — J’;;"z:jjt}[f:jjt} —F(x(e))ult), t)de — u(x(ty) — (xy)) dt.
Diketahui bahwa

SRR = ADa(D) + A(Dx(D).

dapat ditul?é, N
A(Dx(8) = 22— A ().

Kemudian kedua sisi diintegralkan dari t = t, sampai t = t,, diperoleh

[ 205 de = [= FEEae — [T A(0)x(2) dt

ty at 1.

= Aty Jxe(ey ) — Al )x(ty) — fi A(E)x(2) dt

o
_ Dari sini, dapat dituliskembali Lagrangian sebagai berikut
£ = J;‘:L:ﬁ:x (£),ult),t) dt— ,I';:;'.:th}[f:ﬁj::} —Flxe)) ule), tlde — ulx(ty) — (xg).

Persamaan terakhir ini dapat dituliskan ke dalam fungsi Hamiltonian

£= f;:[H(I(fLu(fl A(), 1) + AB)x(B)]dt — Aty )x(ty) + A(ty)x(ty)
_F[:x[fc- ) — (%:‘}

3. Diasumsikan bahwa pada waktu optimal, variabel kendali dan variabel state

masing-masing adalah () dan x*(t].
Diberikan fungsi  w(t z) = u™(t) + =P, ().
Dengan P, (t) sebarang fungsi kontinu sepotong-sepotong pada (¢, . t,),
sedangkan fungsi u(t, £} disebut deviasi dari u*(t). =P, (1)
disebut variasi dari w* (). Jika = () trayektori yang bersesuaian dengan kendali
u(t), maka variasi pada kontrol u(t) mengakibatkan variasi pada trayektori
sehingga
x(t, ) = x*(t) + =P, (t)

dengan P, (t) sebarang fungsi kontinu sepotong-sepotong pada (t; . t;). Hal ini
berkorespondensi terhadap state akhir optimal x(z,,s) = x*(t,) + =P, (z,)

Berdasarkan persamaan di atas maka dapat dituliskan sebagai berikut
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Tt . - - . - . - - -
£= J [H(x(t, e),ult, e, Alt), )+ At)x(t, e)]dt — Aty dxlty,e) + Aty Ixlty)

—u [:1'(%- )= (Ic-:'}
dengan £ = £{x{t, ), ult, &), A(t),t, ).
4. Pada proses sebelumnya, jika pada kenyataannya () optimal, maka deviasinya
sangat kecil sehingga tidak mempengaruhi nilai fungsi Lagrange yaitu

Af(x(t.e)ult.e) Ale).e.u) —0

de
Hasil ini lebih lanjut digunakan untuk menghitung syarat perlu maksimum
principle. Derivatif parsial terhadap =, ketika dievaluasi pada nilai optimal dari
variabel kontrol dan variabel state, meliputi beberapa komponen. Derivatif parsial
akan sama dengan nol jika masing-masing komponen sama dengan nol, dapat
dijelaskan sebagai berikut

Persamaan ruas kiri dapat ditulis

- - I R LR P L P o N Y | - " . _— . .
ag E[-r Hixlt.z)ul s AL E)E] /.‘._.h...._]dl: B Jxlt. &) AAlE Jalen )

de de de de
—Bulsley )= (x))

bz

Misalkan
H* = H(x(t ), u(t, £),A(r), t) dengan x(t, £}, ult, =) telah diperkenalkan di

awal.
gg ¢ [L‘: H* +A(0)x(t, EJ] dt  3a(t, )x(t,,)  BA(t, )x(ty)
s de de de
= Bplaley )= (x0))
Pz

= J [%Pi[tj + [% —.i(rj] P:[t]] dt— A(t, Jdx(ty)

oE .
Karena .- = 0 sehingga

= [E P+ [E + 4@ Pao)] dt— 20, )dx(e) = 0.
Dan berdasarkan teorema (3.1) berikut akan diperoleh

Teorema 3.1 (Athans dkk 1966) Jika h(t) fungsi kontinu sepotong-sepotong pada
[t,.t; ] dan fﬂ (h(t), &(t)} = 0. Untuk setiap fungsi kontinu sepotong-sepotong
a(t) pada [t,.t; Imaka h(t) = 0,te [t;.8].

Sehingga berdasarkan persamaan di atas dan teorema 3.1 maka dengan
menganggap p; () = alt),

untuk i = 1,2 yaitu fungsi kontinu sepotong-sepotong pada [t; . t; ] akan diperoleh
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aH" aH" 5

= =0 <. T A(D) =0,dan A(t;) =0
Sehingga berakibat adanya beberapa kondisi berikut
kondisi 1: A(t;) =0
kondisi 2 : E.;im =0
dan Z—]j— A(t) =0 atau Z—]j = —i(t)

Dari keseluruhan proses dan beberapa kondisi tersebut di atas, didapatkan
syarat perlu optimalitas sebagai berikut

Jika w*(£) dan x*(£) memaksimumkan ~ J(w) = [*[L (x(t),u(t),t) dt

dengan persamaan state o(t) = f ((x(t)ult)t)
maka untuk fungsi Hamiltonian

H(x(t),ult), A(t), t) = L (x(t), u(t), t) + A(t)f (x(t), ult), t).

Nilai optimal «* (¢} dan x*(t) harus memenuhi beberapa kondisi berikut
0 H(x"(t),u™(8), A(). t) = H(x"(2),u(t), A(t), 1), ¥Vt

Ba " (DDA _
0 P = —A(1).
AR (D (DA _ .

O I = x(t).
0 x(ty ) = x,.

Dan salah satu dari kondisi berikut harus ada yaitu
Jika nilai akhir dari variabel state sama dengan t, maka x(t, ) = x,.

1 Jika nilai akhir dari variabel state tidak diberikan maka A(t,)x(t;) = 0.

"1 Kondisi inilah yang disebut dengan Prinsip Maksimum Pontryagin.
Masalah minimisasi dengan fungsi tujuan berbentuk j{i) dapat diselesaikan

dengan menggunakan metode prinsip maksimum Pontryagin yaitu terlebih dahulu
masalah diubah kedalam bentuk masalah memaksimalkan [*(u) dengan

J7(u) = —j(u). Dengan kata lain, meminimalkan j(u) sama saja dengan
memaksimalkan J*(w).

3.1 Masalah rute perjalanan dalam Program Dinamik

Program dinamik merupakan tehnik solusi yang fleksibel yang dapat
diaplikasikan terhadap berbagai jenis masalah. Banyak masalah yang dapat
diselesaikan dengan menggunakan program dinamik. Pendekatan solusi dengan
mengubah masalah menjadi sub-masalah yang lebih kecil yang disebut tahap dan
memecahkan tahap-tahap ini secara berurutan. Kemungkinan timbulnya solusi atas
masalah yang lebih kompleks dapat dipecahkan dengan lebih mudah.

|

Pada dasarnya karakteristik utama masalah program dinamik adalah dapat
dinyatakan sebagai suatu persoalan yang dapat dibagi menjadi beberapa tahap.
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Gambar 3. Diagram jaringan rute perjalanan
3.2 Solusi Menggunakan Kendali Optimal
Dalam masalah ini akan digunakan kendali optimal dengan menggunakan
konsep Euler. Diberikan masalah minimum sebuah fungsi :

Jlx) = J Jf(x, x,t) dt

dengan x(0) = a dan x(T) = B, [{x) dinotasikan dengan fungsi yang bebas dalam
interval x(T), 0 <t <T yang nilainya diantara («,0) dan (B,T) dalam wilayah x-t.
Program dinamik didefinisikan untuk menentukan nilai optimal dari interval waktu t
hingga T yaitu: S(tx) = j’T Fly, v.1)dr,

y(t) = x dan y(T) = B. Dengaﬁ kata lain jika sebuah titik dalam posisi x waktu t, nilai
minimumnya adalah intergral f f{x, %, t)dt. Nilai ahirnya dengan x(T) = B adalah
diberikan khusus interval y(t) dan nilainya S(t,x). Ini dapat diberikan dalam gambar

berikut q Titik Akhir

Titik

t T \Wakt

Gambar 4
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Pada gambar di atas terdapat beberapa lintasan yang mungkin dari (t,x) menuju
(T,B). Sekarang dapat diperoleh S(t,x) hingga diperoleh bagian dari x pada waktu t
menuju x + 6x hingga menuju waktu t+6t dan kemudian x+6x hingga waktu ahir T.
Hal ini dapat dilihat dalam gambar berikut

8 Titik Akhir
Lintasan optimal
Y+
Titik awal Waktu
X
t =+ T
Gambar 5

Hal ini dapat dicari dengan menggunakan

Stx)= [ f(v. ¥, T)dr + S(t+ 5t x + 8x)

Sehingga S (t + 6t, x+6x) dijadikan nilai minimum integral dari (t+3t, x+0x) hingga
(T,B). Kita dapat aproximasi nilainya dengan menggunakan.
[ 3D de = stE(8),37(0),1) =C fx,,1).
Hal ini digunakan dengan cara
j: fx)dx = (b —a)f(a), dengan interval 5 — a sangat kecil. Juga dapat

ditentukan nilainya dengan menggunakan deret Taylor

S(t+ 6t x+8x) =5(tx) + 6t %—ax ;—
Sehingga akan diperoleh
S(t,x) = mi Stf (x,x,t) +S(t.x) "trﬂs 5 05
L x) = ming, {6tf (x, x, L X & o S E }

Nilai minimumnya dengan merubah &x dengan &x = =5t berarti = akan diperoleh
0 = min_ {5tf (x, %, t) ”tdlS St o5 0 (&t°

= min, {&tf (x, %, & It St I (6t°)}
Karena akan diperoleh nilai &t = 0, akan diperoleh nilai

, : as | . as -1 - :
0 = min {f (x, %,t) + 5. T % 3} dankarena nilai - adalah bebas linier dengan x

maka akan diperoleh
_E—EEE = min {f(x, &, t) + E + i %} Ini adalah persamaan Bellman’s, yang ekivalen
dengan persamaan Euler . Selain itu Program Dinamik dapat juga digunakan untuk

menyelesaikan masalah numerik dan juga masalah kalkulus variasi.
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Dalam tahap (n,i) terdapat beberapa langkah yang mungkin dilakukan.
Andaikan K ; dinotasikan sebagai langkah dalam tahap (n,i), dan langkah k = 1,2,....
Knidimana K= {1.2....kp; 1.

Contoh : ky; ={1,2,3} dimana

Langkah 1 dinotasikan langkah dari (2,1) ke (1,1)

Langkah 2 dinotasikan langkah dari (2,1) ke (1,2)

Langkah 3 dinotasikan langkah dari (2,1) ke (1,3)

Secara umum, tahap dapat dibuat (n-1,j) dari tahap (n,i) diperoleh dari langkah
sebelumnya, sehingga dapat dikenalkan fungsi transisi t, dan dituliskan j = t(n,i k).
Sehingga dari contoh di atas dapat kita peroleh j = k. Sehingga akan diperoleh
Langkah 1 dinotasikan langkah dari (2,1) ke (1,1), Langkah 2 dinotasikan langkah
dari (2,1) ke (1,2), \ngkah 3 dinotasikan langkah dari (2,1) ke (1,3) dan seterusnya.
Kemudian juga dapat didefenisikan langkah (n,i) dengan langkah k sebagai r(n,i,k)
yang disebut fungsi return. Sehingga dari contoh diperoleh

(2,1)—(1,1) = r(21,1) =4.

(2,1) —(1,2) = r(2,1,2) =6.

(2,1) —(1,3) = r(2,1,3) =2.

Niai dari

v(2,1)=(2,1 opt 0,1)=2+2=4

v(2,2) =(2,2) —(0,1) =4+3=7

V(2,3)=(2,3 ot 0,1)=5+2=7

Dengan mengyunakan notasi yang dikenalkan di atas maka dapat ditentukan solusi
dari masalah « o5 s. Berarti v(0,1) =0. Dalam tahap 1 adalah (1,1),(1,2),(1,3)
hanya terdapat satu langkah k = 1, yaitu

(1,1) —(0,1) danv(1,1) =3

(1,2) —(0,1) danv(1,2) =6

(1,3)—(0,1) danv(1,3)=2

Dilanjutkan tahap 2 adalah untuk (2,1). Terdapat tiga nilai k = 1,2,3 yang
memberikan nilai

r2,1,1) +v(1,1)=4+3=7.

r2,1,2) +v(1,2) =6 + 6 = 12.

r2,1,3) +v(1,3)=2+2=4.

Pemilihan nilai di bawah nilai optimal adalah 4 untuk v(2,1). Kita dapat kan metode
untuk nilai optimal untuk langkah (2,1) dengan v(2,1) = min [r(2,1,k) + v(1,k)]. kK €
K21: {1,2,3}

4. KESIMPULAN
Berdasarkan pada pembahasan hasil-hasil yang diperoleh pada penelitian ini,
maka diperoleh kesimpulan bahwa selain dengan konsep rekursif maju dan rekursif

mundur masalah program dinamik juga dapat diselesaikan dengan menggunakan
konsep teori kendali. Bagi para peneliti selanjutnya, disarankan agar meneliti aplikasi
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Teori Kendali ke bidang operasi riset yang lain. Selain itu juga dapat mengamati
sifat-sifat dalam model matematika tersebut yaitu sifat keterkendalian, keteramatan
dan juga sifat-sifat lainnya.
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