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ABSTRAK

Suatu transversal invers S ° dari semigrup reguler S disebut transversal invers ideal kuasi
atau Q -transversal invers jika S°SS® < S° di manaS® adalah ideal kuasi dari S . Misal S

adalah semigrup reguler dengan dengan transversal invers S° yang merupakan ideal kuasi dari
S. Misal R = {X eS:x°x= X°X°°} dan misal L = {ae S:aa’ = a°°a°}, maka R dan
L merupakan semigrup ortodoks dengan dengan transversal invers S° yang merupakan ideal
kanan dari R dan merupakan ideal kiri dari L . Dapat dikonstruksi semigrup reguler dengan
transversal invers ideal kuasi berbentuk R|><|L = {(X, a) eRxL:x°=a° }.Jika dihubungkan
dengan band, maka semigrup reguler dengan transversal invers ideal kuasi berbentuk

RB={(x.e)e RxB:x°x=e°}
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1. PENDAHULUAN

Himpunan S yang dilengkapi dengan operasi biner odisebut semigrup jika
(S,e) memenuhi sifat assosiatif, yaitu (Vx y,zeS)(xoy)oz=xo(yoz).
Semigrup S disebut semigrup reguler, jika setiap elemennya adalah elemen
reguler, yaitu untuk setiap a S terdapat x € Ssehingga a=axa. Elemen suatu
semigrup belum tentu memiliki invers. Jika setiap elemen dari semigrup S
mempunyai invers, yaitu jika untuk setiap a e S terdapat suatu elemen tunggal

a' e S sehingga berlaku a=aa"a dan a™ =a'aa™", maka S disebut semigrup
invers.

Suatu subsemigrup invers S° dari semigrup reguler S disebut transversal
invers dari S jika S° memuat dengan tunggal invers dari masing-masing elemen
dalam S (Blyth dan McFadden ,1982). Invers tunggal dari x e Syang juga
anggota S° dinyatakan oleh x° ; dan x°° menyatakan (x°)° :(x")_l. Semigrup
reguler kemungkinan memiliki lebih dari satu transversal invers.

Menurut Saito Suatu Subset Q dari semigrup reguler S disebut kuasi ideal
dari S jika QSQ < Q, sehingga transversal invers S° dari semigrup reguler S

disebut kuasi ideal jika S°SS°® < S°.
Semigrup reguler dengan transversal invers ideal kuasi dibangun dari
semigrup reguler, semigrup invers, semigrup ortodoks, dan band. Berdasarkan hal
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tersebut ingin dicari bagaimana cara konstruksinya dan bentuk semigrup reguler
dengan transversal invers ideal kuasi.

2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1. Sifat Dasar Semigrup

Suatu himpunan tak kosong S yang dilengkapi dengan suatu operasi biner
disebut dengan grupoid. Jika opersi biner tersebut mempunyai sifat assosiatif,
maka S disebut semigrup, yang didefinisikan sebagai berikut :
Definisi 2.1.1 (Clifford, 1961)
Grupoid S disebut semigrup jika operasi biner “o” bersifat asosiatif, yaitu
(vx, v,z € S)(xy)z = x(yz).
Definisi 2.1.2 (Howie, 1976)
Diberikan S semigrup, Tc<SdanT =#O. T disebut subsemigrup S jika

memenuhi (vx,yeT)xyeT .

2.2 ldempoten dan Band

Berikut akan diberikan definisi idempoten, yaitu :
Definisi 2.2.1 (Clifford, 1961)
Diberikan S semigrup dan aeS memenuhi aa=a’ =a. selanjutnya a disebut
elemen idempoten. Jika setiap elemen dari semigrup S adalah idempoten, maka S
dikatakan idempoten.

Selanjutnya didefinisikan himpunan semua elemen idempoten dari suatu
semigrup S yaitu E(S)={ala=aadanaeS}. Berikut ini definisi band dan
jenis-jenis band, serta definisi semilattice pada semigrup :

Definisi 2.2.2 (Clifford, 1961)

Semigrup S yang setiap elemennya adalah elemen idempoten disebut band.
Definisi 2.2.3 (Howie,1976)

Diberikan suatu band S dan a,b,c e S

1. Sdisebut rectangular band jika aba =a;

2. S disebut band normal kiri jika abc = acb;

3. S disebut band normal kanan jika abc = bac;

4. S disebut band normal jika abca = acba .

Definisi 2.2.4 (Howie, 1976)

Semilattice adalah suatu grupoid (S,o) yang memenuhi aksioma-aksioma berikut:

1. Komutatif, yaitu (VX,y € S) Xoy=yox;
2. Assosiatif, yaitu (vx,y,z€S) xo(yoz)=(xoy)oz;
3. Idempoten, yaitu (Vx€S) Xxox=X.

2.3. Ideal dan Ideal Quasi
Berikut ini diberikan definisi ideal pada semigrup :
Definisi 2.3.1 (Clifford, 1961)
Diberikan S semigrup dan Ac S dengan A= J
1. Adisebut ideal kiri jika SAC A;
2. Adisebut ideal kanan jika AS c A;
3. Adisebut ideal jika A ideal kanan dan ideal kiri.
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Definisi 2.3.2 (McAlister&McFadden, 1982)
Himpunan bagian Q dari semigrup S, disebut quasi ideal jika QSQ < Q.

2.4. Semigrup Reguler

Semigrup reguler adalah semigrup yang setiap elemennya adalah elemen
reguler. Berikut akan diberikan definisi semigrup reguler:
Definisi 2.4.1 (Howie,1976)
Diberikan  semigrup S, elemen ae S disebut reguler jika terdapat xe S
sedemikian sehingga axa=a. Semigrup S disebut semigrup reguler jika setiap
elemennya adalah elemen reguler

2.5 Semigrup Invers

Suatu semigrup S dikatakan semigrup invers jika setiap elemen dari S
mempunyai invers dengan tunggal dalam S. Berikut diberikan definisi dan
teorema mengenai semigrup invers.
Definisi 2.5.1 (Howie,1976)
Diberikan semigrup S dan aeS. Suatu a'eSdisebut invers dari a jika
memenuhi aa'a=a dan a'aa'=a’.
Definisi 2.5.2 (Clifford, 1961)
Suatu semigrup S disebut semigrup invers jika untuk setiap a e S terdapat suatu

elemen tunggal a™ € S sehingga berlaku a=aa"a dan a* =a‘'aa™

2.6 Semigrup Ortodoks
Berikut ini definisi dari semigrup ortodoks dan beberapa sifat yang berkaitan
dengan semigrup ortodoks:
Definisi 2.6.1 (Clifford, 1974)
Suatu semigrup S disebut semigrup ortodoks jika S semigrup reguler yang
himpunan idempotennya membentuk sebuah subsemigrup. Kelas dari semigrup
ortodoks adalah semigrup invers dan band.
Teorema 2.6.2 (Howie, 1976)
Jika S semigrup reguler maka pernyataan di bawah ini ekivalen:
(1) S semigrup ortodoks;
(2) Untuk setiap a,be S, jika a' merupakan invers a dan b' merupakan invers

dari b, maka b'a' adalah invers dari ab;
(3) Jika e adalah idempoten maka setiap invers dari e adalah idempoten.

2.7 Semigrup Reguler dengan Transversal Invers
2.7.1 Transversal Invers
Berikut definisi transversal invers dan beberapa sifat yang berkaitan dengan
transversal invers :
Definisi 2.7.1.1(Saito, 1984)
Misal S adalah semigrup reguler, dan E(S) adalah himpunan idempoten dalam

S. Suatu Subsemigrup invers S° dari S disebut transversal invers dari S, jika
$° NV(x) =1 untuk setiap x € S, dengan V(x)={a € S | xax = x dan axa = a}.

Selanjutnya invers dari xeS dinotasikan dengan x° eS° dan x°°
menyatakan (x° )0 =(x°)™.
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2.7.2 Sifat-Sifat Semigrup Reguler dengan Transversal Invers

Jika S adalah semigrup reguler dengan transversal inversS°, maka
diperoleh sifat-sifat berikut :

1 R(S)NL(S)=5°, 1(S)nA(S)=E(s°), E(R(S))=1(S), dan E(L(S))=A(S)

2. Jika 1(S) [A(S)] adalah subsemigrup dari S, maka 1(S) [A(S)] adalah band
reguler Kiri [kanan] dengan transversal invers E(S°) dan R(S)[L(S)] adalah
subsemigrup invers Kiri [kanan] dari S .

3. Jika S adalah semigrup invers kiri [kanan], maka R(S)=S [L(S)=S] dan
1(S)=E(S) [A(S)=E(S)]

4. S adalah isomorfik pada himpunan {(e,a)e I(S)x L(S),e° = aa’} di bawah
operasi perkalian {(e, a)f,b)= (eaf (af )° ) (af )°(af )° afb}

3. HASIL DAN PEMBAHASAN

3.1 Kontruksi Semigrup Regular Dengan Transversal Invers Ideal Kuasi
Berikut ini teorema yang mendasari pengkontruksian semigrup reguler

dengan transversal invers ideal kuasi :

Teorema 3.1.1

Misal R dan L adalah semigrup reguler dengan transversal invers S°.
Andaikan bahwa S° adalah ideal kanan dari R dan ideal kiri dari L. Misal
L xR — S° didefinisikan oleh (a,x) — a*x untuk suatu x,y € R dan a,beL

1. (a*x)y =a*xy dan b(axx)=bax*x

2. xe S° atau ae S° maka a*x =ax
Ditentukan suatu perkalian pada himpunan R[x|L = {(x,a)e RxL:x°= a°} oleh

(x,a)y,b)=(x°(a*y),(a*y)y°p). Maka R]x|L adalah semigrup reguler dengan
transversal invers ideal kuasi yang isomorfik pada S°.

Berdasarkan Teorema 3.1.1, jika S semigrup reguler dengan transversal
invers ideal kuasi S° dapat dikontruksikan semigrup reguler R|><|L dengan

transversal invers ideal kuasi yang isomorfik pada S° sebagai berikut :
1. Bentuk himpunan R dan L sesuai dengan (4.1) dan (4.2)

2. Definisikan a*x=ax untuk setiapa € L danx € R.
3. Definisikan pemetaan R|xL —S dengan (x,a)> xx°a, sedemikian

sehingga Rjx|L =S

Berikut ini teorema yang mendasari pengkontruksian semigrup reguler
transversal invers ideal kuasi, jika dihubungkan dengan suatu band.
Teorema 3.1.2

Misal R adalah semigrup dengan transversal invers ideal kanan S° dan misal
Badalah band dengan transversal invers ideal kiri E°. Andaikan bahwa
himpunan idempoten dari S° termuat dalam E°. Misal B xR — S° didefinisikan
oleh (e,s)—e=*x sedemikian sehingga , untuk setiap x,y € R dan untuk setiap
e, feB
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1. (exx)y=e*xy dan f(e*x)= fexx

2.Jika x € E° atau e € E* maka e * x =ex
Ditentukan definisi perkalian pada himpunan R[xB = {(x,e)e RxB:x°x=e°}
oleh (x.e)y, f)= (x(e*x), l(e* y) (e y)Jf). Maka R|x/B adalah semigrup

reguler transversal invers ideal kuasi yang isomorfik pada S°.

Sebaliknya setiap semigrup reguler transversal invers ideal kuasi dapat
dikontruksikan dengan cara tersebut.

Bukti :

Dari (1) dan (2) , Ambil (x,e),(y, f).(z,g) € RxB, dapat dihitung

[esyrTxtexy)=(e=yYeny)
~feryresy)tf

[(x ey, £))z.0)= (xlex yX *2){lex yXt =2 exy)F *2)jo)

=(x.el(y. f Xz 9)]
Jika r,s € S°, maka (r, r°rXs,s°s): (rs,(rs)° rs)
Diberikan (x,e) e Rjx|B maka diperoleh
x(e*x")x: x(e*x°x)= x(e*e°): x(ee"): xe’ =X,
dan (e*x°)x(e*x°)=e°(e*x°):e°e*x° =ex*x°,
sehingga e * x° = x°.
Ini digunakan untuk membuktikan bahwa (x x°°x°) adalah invers dari himpunan
S°E® ={(r,r°r):r e S°} dari (x.e)
Selanjutnya, R|><|B adalah semigrup reguler yang memuat subsemigrup invers
S°|><|E° yang isomorfik pada S°, dan elemen dari R|><|B mempunyai invers yaitu
S°|><|E°.
Misal (r,r°r) adalah invers dari S°x|E° dari (x,e)e Rjx|B. Maka diperoleh

= (x.e)r.rr)x.e)

((e*r) {e*r e*rx}e)
(r.ror)=(r,r rXxe(r r r)

= (rx(e 1), [rx(e = )" rx(e = r))
Selanjutnya diperoleh x = x(e*r)x dan r =rx(e*r)
Karena exr=e*rx(exr)=(exr)x(exr),
sehingga e *r = x°, dan karena
X°r® =(e*r)r* =exrr° =e(rr°)
Dengan x°r° adalah idempoten dalam S°, sehingga
rx = (rx)™ = (xr° )’ = x°r®
Selanjutnya diperoleh
x> =exr=(exr)r’r =x°r°r =rxr = rxrx(e*r)=rx(e*r)=
Sehingga S°|X/E° adalah transversal invers dari Rjx|B.
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Sebaliknya , diberikan S adalah semigrup reguler dengan transversal invers ideal
kuasi S°. Misal R= {x €S;x°x = x°x°°} dan misal B= {e eS;e’e= e}.
Diberikan Rjx|B — S° adalah pemetaan dengan definisi (g, x) > e * x = ex. Maka
pemetaan memenuhi (1) dan (2). Selanjutnya dapat dikonstruksi semigrup
RjB = {(x,e) & Rx B;x°x = e° }di bawah perkalian (x,e)y, f )= (xey, (ey)’ eyf)

Ditentukan suatu pemetaan ¢ :Rjx|B — S didefinisikan (e, x) — xe. Maka untuk

0,,00,,0

setiap x € S diperoleh (xx°x°°,x°x)e R|x/B dan (xx°x°°,x°x)¢9: XX°XP°X°X = X.
Untuk setiap (x,e),(y, f)e R[x/B diperolen

[(x eXy. f)lo = (xey,(ey) eyt Jp
— xey(ey) eyt
= xeyf
~ (x.e)ly, f)o

Dari Teorema 3.1.1 diketahui (x,e)9=(y,f)¢ berlaku x=y dan e=f.
Akibatnya R[x|B =S

Berdasarkan Teorema 3.1.2, jika S adalah semigrup reguler dengan
transversal invers ideal kuasi S°, dikontruksikan semigrup reguler R|><|B dengan

transversal invers ideal kuasi yang isomorfik pada S° sebagai berikut :

1. Bentuk himpunan R = {x e S;x°x = x°x°°} dan B = {e eS;ee= e}

2. Definisikan pemetaan Rx|B — S° dengan definisi (e, ) e x = ex

3. Dikontruksikan semigrup RJx|B = {(x,e)e Rx B;x°x = e°}di bawah perkalian
(x.e)y. f)=(xey, (ey) eyt )

4. Dibentuk pemetaan 0:R[x|B — S yang didefinisikan (e, x) > xe, sedemikian
sehingga RxB =S

4. KESIMPULAN

1. Jika S semigrup reguler dengan transversal invers ideal kuasi S° dapat
dikontruksikan semigrup reguler R|><|L dengan transversal invers ideal kuasi

yang isomorfik pada S° sebagai berikut :
i. Bentuk himpunan R dan L sesuai dengan (4.1) dan (4.2)
ii. Definisikan a* x =ax untuk setiapa € L danx € R.
iii. Definisikan pemetaan Rjx|L — S dengan (x,a)> xx°a, sedemikian
sehingga Rjx|L =S
2. Jika S adalah semigrup reguler dengan transversal invers ideal kuasi S°,
dikontruksikan semigrup reguler R|><|B dengan transversal invers ideal kuasi

yang isomorfik pada S° dan B suatu band sebagai berikut :
i. Bentuk himpunan R = {x e S;x°x = x°x°°} dan B = {e e S;e’e= e}
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ii. Definisikan pemetaan R|x|B — S° dengan definisi (g, x) > e * x = ex
iii. Dikontruksikan ~ semigrup  Rx|B ={(x,e)e RxB;x°x=¢}di bawah

perkalian (x,e)y, )= (xey, (ey)’eyf )
iv. Dibentuk pemetaan @:RxB —S yang didefinisikan (g x)> xe,

sedemikian sehingga R|xB =S
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