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ABSTRAK 

Suatu transversal invers  
oS dari semigrup reguler S   disebut transversal invers ideal kuasi 

atau Q -transversal invers jika 
ooo SSSS   di mana

oS  adalah ideal kuasi dari S . Misal S  

adalah semigrup reguler dengan dengan transversal invers 
oS  yang merupakan ideal kuasi dari 

S . Misal  oooo xxxxSxR  :  dan misal  oooo aaaaSaL  : , maka R  dan 

L  merupakan semigrup ortodoks dengan dengan transversal invers 
oS  yang merupakan ideal 

kanan dari R  dan merupakan ideal kiri dari L . Dapat dikonstruksi semigrup reguler dengan 

transversal invers ideal kuasi berbentuk   oo axLRaxLR  :, .Jika dihubungkan 

dengan band, maka semigrup reguler dengan transversal invers ideal kuasi berbentuk 

  oo exxBRexBR  :,  

Kata Kunci: Ideal kuasi, Semigrup regular.  Transversal Invers, Q-Transversal invers 

 

1. PENDAHULUAN 

Himpunan S yang dilengkapi dengan operasi biner  disebut semigrup jika 

 ,S  memenuhi sifat assosiatif, yaitu  Szy,x,      zyxzyx   . 

Semigrup S disebut semigrup reguler, jika setiap elemennya adalah elemen 

reguler, yaitu untuk setiap Sa  terdapat Sx sehingga axaa  . Elemen suatu 

semigrup belum tentu memiliki invers. Jika setiap elemen dari semigrup S 

mempunyai invers, yaitu jika untuk setiap Sa terdapat suatu elemen tunggal 

Sa 1  sehingga berlaku aaaa 1  dan 111   aaaa , maka S disebut semigrup 

invers. 

Suatu subsemigrup invers oS  dari semigrup reguler S  disebut transversal 

invers dari S  jika oS  memuat dengan tunggal invers dari masing-masing elemen 

dalam S (Blyth dan McFadden ,1982). Invers tunggal dari Sx yang juga 

anggota oS   dinyatakan oleh ox  ; dan 
oox  menyatakan     1

 ooo xx . Semigrup 

reguler kemungkinan memiliki lebih dari satu transversal invers.  

Menurut Saito Suatu Subset Q  dari semigrup reguler S  disebut kuasi ideal 

dari S  jika QQSQ  , sehingga transversal invers 
oS  dari semigrup reguler S 

disebut kuasi ideal jika 
oo SSS   

oS .  

Semigrup reguler dengan transversal invers ideal kuasi dibangun dari 

semigrup reguler, semigrup invers, semigrup ortodoks, dan band. Berdasarkan hal 
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tersebut ingin dicari bagaimana cara konstruksinya dan bentuk semigrup reguler 

dengan transversal invers ideal kuasi. 

 

2. TINJAUAN PUSTAKA 

2.1. Sifat Dasar Semigrup 

Suatu himpunan tak kosong S yang dilengkapi dengan suatu operasi biner 

disebut dengan grupoid. Jika opersi biner tersebut mempunyai sifat assosiatif, 

maka S disebut semigrup, yang didefinisikan sebagai berikut : 

Definisi 2.1.1 (Clifford, 1961) 

Grupoid S disebut semigrup jika operasi biner “ ” bersifat asosiatif, yaitu 

    yzxzxySzyx   ,, . 

Definisi 2.1.2 (Howie, 1976) 

Diberikan S semigrup,  ST  dan T . T disebut subsemigrup S jika 

memenuhi   TxyTyx   , . 

 

2.2  Idempoten dan Band 

 Berikut akan diberikan definisi idempoten, yaitu : 

Definisi 2.2.1 (Clifford, 1961) 

Diberikan S semigrup dan Sa  memenuhi aaaa  2 . selanjutnya a  disebut 

elemen idempoten. Jika setiap elemen dari semigrup S adalah idempoten, maka S 

dikatakan idempoten.  

Selanjutnya didefinisikan himpunan semua elemen idempoten dari suatu 

semigrup S yaitu  SaaaaaSE  dan  |)(  . Berikut ini definisi band dan 

jenis-jenis band, serta definisi semilattice pada semigrup : 

Definisi 2.2.2 (Clifford, 1961) 

Semigrup S yang setiap elemennya adalah elemen idempoten disebut band. 

Definisi 2.2.3 (Howie,1976) 

Diberikan suatu band S  dan Scba ,,  

1. S disebut rectangular band jika aaba  ; 

2. S disebut band normal kiri jika acbabc  ; 

3. S disebut band normal kanan jika bacabc  ; 

4. S disebut band normal jika acbaabca  . 

Definisi 2.2.4 (Howie, 1976) 

Semilattice adalah suatu grupoid  ,S  yang memenuhi aksioma-aksioma berikut: 

1. Komutatif, yaitu  Syx  ,  xyyx   ; 

2. Assosiatif, yaitu  Szyx  ,,      zyxzyx   ; 

3. Idempoten, yaitu  Sx  xxx  . 

 

2.3. Ideal dan Ideal Quasi 

Berikut ini diberikan definisi ideal pada semigrup :  

Definisi 2.3.1 (Clifford, 1961) 

Diberikan S semigrup dan S  A dengan A  

1. A disebut ideal kiri jika ASA ; 

2. A disebut ideal kanan jika AAS  ; 

3. A disebut ideal jika A ideal kanan dan ideal kiri. 
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Definisi 2.3.2 (McAlister&McFadden, 1982) 

Himpunan bagian Q dari semigrup S, disebut quasi ideal jika QSQ  Q. 

 

2.4. Semigrup Reguler 

Semigrup reguler adalah semigrup yang setiap elemennya adalah elemen 

reguler. Berikut akan diberikan definisi semigrup reguler: 

Definisi 2.4.1 (Howie,1976) 

Diberikan  semigrup S, elemen Sa disebut reguler jika terdapat Sx  

sedemikian sehingga aaxa . Semigrup S disebut semigrup reguler jika setiap 

elemennya adalah elemen reguler 

 

2.5 Semigrup Invers 

Suatu semigrup S  dikatakan semigrup invers jika setiap elemen dari S  

mempunyai invers dengan tunggal dalam S . Berikut diberikan definisi dan 

teorema mengenai semigrup invers. 

Definisi 2.5.1 (Howie,1976)   

Diberikan semigrup S dan Sa . Suatu Sa' disebut invers dari a  jika 

memenuhi aaaa '  dan ''' aaaa  . 

Definisi 2.5.2 (Clifford, 1961)  

Suatu semigrup S disebut semigrup invers jika untuk setiap Sa terdapat suatu 

elemen tunggal Sa 1  sehingga berlaku aaaa 1  dan 111   aaaa  

2.6 Semigrup Ortodoks 
Berikut ini definisi dari semigrup ortodoks dan beberapa sifat yang berkaitan 

dengan semigrup ortodoks:  

Definisi 2.6.1 (Clifford, 1974) 

Suatu semigrup S disebut semigrup ortodoks jika S semigrup reguler yang 

himpunan idempotennya membentuk sebuah subsemigrup. Kelas dari semigrup 

ortodoks adalah semigrup invers dan band.  

Teorema 2.6.2 (Howie, 1976)  

Jika S semigrup reguler maka pernyataan di bawah ini ekivalen: 

(1) S semigrup ortodoks; 

(2) Untuk setiap Sba , , jika 'a  merupakan invers a  dan 'b  merupakan invers 

dari b , maka ''ab  adalah invers dari ab ;  

(3) Jika e adalah idempoten maka setiap invers dari e adalah idempoten. 

2.7 Semigrup Reguler dengan Transversal Invers 

2.7.1 Transversal Invers 

Berikut definisi transversal invers dan beberapa sifat yang berkaitan dengan 

transversal invers : 

Definisi 2.7.1.1(Saito, 1984) 

Misal S adalah semigrup reguler, dan  SE  adalah himpunan idempoten dalam 

S. Suatu Subsemigrup invers oS  dari S  disebut transversal invers dari S , jika 

  1 xVS o  untuk setiap Sx , dengan   }dan  |{ aaxaxxaxSaxV  .   

Selanjutnya invers dari Sx  dinotasikan dengan 
oo Sx   dan 

oox  

menyatakan     1
 ooo xx .  
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2.7.2 Sifat-Sifat Semigrup Reguler dengan Transversal Invers 

Jika S  adalah semigrup reguler dengan transversal invers oS ,  maka 

diperoleh sifat-sifat berikut : 

1.     oSSLSR  ,      oSESSI  ,     SISRE  , dan     SSLE   

2. Jika     SSI     adalah subsemigrup dari S , maka     SSI    adalah band 

reguler kiri [kanan] dengan transversal invers  oSE  dan     SLSR   adalah 

subsemigrup invers kiri  [kanan] dari S . 

3. Jika S  adalah semigrup invers kiri  [kanan], maka     SSLSR     S  dan 

        SESSI    SE  

4. S   adalah isomorfik pada himpunan       oo aaeSLSIae  ,,  di bawah 

operasi perkalian           afbafafafeafbfae
oooo

,,,   

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

3.1 Kontruksi Semigrup Regular Dengan Transversal Invers Ideal Kuasi 

Berikut ini teorema yang mendasari pengkontruksian semigrup reguler 

dengan transversal invers ideal kuasi : 

Teorema 3.1.1 

Misal  R  dan L  adalah semigrup reguler dengan transversal invers oS . 

Andaikan bahwa oS  adalah ideal kanan dari R  dan ideal kiri dari L . Misal 
oSRL   didefinisikan oleh   xaxa ,  untuk suatu Ryx ,  dan Lba ,  

 1.   xyayxa   dan   xbaxab   

 2. oSx  atau oSa  maka axxa   

Ditentukan suatu perkalian pada himpunan   oo axLRaxLR  :,  oleh 

       byyayaxxbyax oo  ,,, . Maka LR  adalah semigrup reguler dengan 

transversal invers ideal kuasi yang isomorfik pada oS . 

Berdasarkan Teorema 3.1.1, jika S semigrup reguler dengan transversal 

invers ideal kuasi oS  dapat dikontruksikan semigrup reguler LR  dengan 

transversal invers ideal kuasi yang isomorfik pada oS  sebagai berikut : 

1. Bentuk  himpunan R dan L sesuai dengan  (4.1) dan (4.2) 

2. Definisikan axxa   untuk setiap a  L  dan x  R. 

3. Definisikan pemetaan SLR   dengan   axxax o, , sedemikian 

sehingga SLR   

Berikut ini teorema yang mendasari pengkontruksian semigrup reguler 

transversal invers ideal kuasi, jika dihubungkan dengan suatu band. 

Teorema 3.1.2 

Misal R  adalah semigrup dengan transversal invers ideal kanan oS  dan misal 

B adalah band dengan transversal invers ideal kiri oE . Andaikan bahwa 

himpunan idempoten dari oS  termuat dalam oE . Misal 
oSRB   didefinisikan 

oleh   xese ,  sedemikian sehingga , untuk setiap Ryx ,  dan untuk setiap 

Bfe ,  
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 1.   xyeyxe   dan   xfexef   

 2. Jika oEx  atau Ee  maka exxe   

Ditentukan definisi perkalian pada himpunan   oo exxBRexBR  :,  

oleh           fyeyexexfyex
o

 ,,, . Maka BR  adalah semigrup 

reguler transversal invers ideal kuasi yang isomorfik pada oS .  

Sebaliknya setiap semigrup reguler transversal invers ideal kuasi dapat 

dikontruksikan dengan cara tersebut. 

Bukti : 

Dari (1) dan (2) , Ambil       ,,,,,, BRgzfyex   dapat dihitung 

        yeyeyexyex
ooo

  

             oo
fyeye   

                gzfyezfyezfyexgzfyex
o

 ,,,,  

           gzfyex ,,,  

Jika oSsr , , maka      rsrsrssssrrr
ooo ,,,   

Diberikan   BRex ,  maka diperoleh  

   xxexxxex oo   oeex   oeex oxe x , 

dan      oooo xeexexxe  oo xee  oxe , 

sehingga oo xxe  . 

Ini digunakan untuk membuktikan bahwa  oooo xxx ,  adalah invers dari himpunan 

  oooo SrrrrES  :,  dari  ex,  

Selanjutnya, BR adalah semigrup reguler yang memuat subsemigrup invers 

oo ES   yang isomorfik pada oS , dan elemen dari BR mempunyai invers yaitu 

oo ES  . 

Misal  rrr o,  adalah invers dari 
oo ES   dari   ., BRex   Maka diperoleh 

     exrrrexex o ,,,,   

                 exrexrexrex
o

 ,  

     rrrexrrrrrr ooo ,,,,   

        rerxrerxrerx
o

 ,  

Selanjutnya diperoleh  xrexx   dan  rerxr   

Karena  rerxere     rexre  , 

sehingga oxre  , dan karena 

  ooo rrerx  orre  orre  

Dengan oorx  adalah idempoten dalam oS ,  sehingga  

 oo
rxrx   ooorx

oorx  

Selanjutnya diperoleh  

rexo    rrre o rrx oo rxr  rerxrx   rerx  r  

Sehingga 
oo ES   adalah transversal invers dari BR . 
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Sebaliknya , diberikan S  adalah semigrup reguler dengan transversal invers ideal 

kuasi oS . Misal  oooo xxxxSxR  ;  dan misal  eeeSeB o  ; . 

Diberikan 
oSBR   adalah pemetaan dengan definisi   exxexe , . Maka 

pemetaan memenuhi (1) dan (2). Selanjutnya dapat dikonstruksi semigrup 

  oo exxBRexBR  ;, di bawah perkalian      eyfeyxeyfyex
o

,,,   

Ditentukan suatu pemetaan SBR :  didefinisikan   xexe , . Maka untuk 

setiap Sx  diperoleh   BRxxxxx oooo ,  dan   xxxxxxxxxxx oooooooo , . 

Untuk setiap     BRfyex ,,,  diperoleh  

       eyfeyxeyfyex
o

,,,   

             eyfeyxey
o

  

           xeyf  

              fyex ,,  

Dari Teorema 3.1.1 diketahui     fyex ,,   berlaku yx   dan fe  . 

Akibatnya SBR   

Berdasarkan Teorema 3.1.2, jika S  adalah semigrup reguler dengan 

transversal invers ideal kuasi oS , dikontruksikan semigrup reguler BR  dengan 

transversal invers ideal kuasi yang isomorfik pada oS  sebagai berikut : 

1. Bentuk  himpunan  oooo xxxxSxR  ;  dan  eeeSeB o  ;  

2. Definisikan pemetaan 
oSBR   dengan definisi   exxexe ,  

3. Dikontruksikan semigrup   oo exxBRexBR  ;, di bawah perkalian 

     eyfeyxeyfyex
o

,,,   

4. Dibentuk pemetaan SBR :  yang didefinisikan   xexe , , sedemikian 

sehingga SBR   

 

4. KESIMPULAN 

1. Jika S semigrup reguler dengan transversal invers ideal kuasi oS  dapat 

dikontruksikan semigrup reguler LR  dengan transversal invers ideal kuasi 

yang isomorfik pada oS  sebagai berikut : 

      i.   Bentuk  himpunan R dan L sesuai dengan  (4.1) dan (4.2) 

      ii.  Definisikan axxa   untuk setiap a  L  dan x  R. 

      iii. Definisikan pemetaan SLR   dengan   axxax o, , sedemikian   

           sehingga SLR   

2.  Jika S  adalah semigrup reguler dengan transversal invers ideal kuasi oS , 

dikontruksikan semigrup reguler BR  dengan transversal invers ideal kuasi 

yang isomorfik pada oS  dan B suatu band sebagai berikut : 

i. Bentuk  himpunan  oooo xxxxSxR  ;  dan  eeeSeB o  ;  
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ii. Definisikan pemetaan 
oSBR   dengan definisi   exxexe ,  

iii. Dikontruksikan semigrup   oo exxBRexBR  ;, di bawah 

perkalian      eyfeyxeyfyex
o

,,,   

iv. Dibentuk pemetaan SBR :  yang didefinisikan   xexe , , 

sedemikian sehingga SBR   
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