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ABSTRAK 

Titik tetap adalah titik yang dipetakan ke dirinya sendiri. Metrik 𝑑 pada himpunan tidak kosong 𝑋, 
dan pasangan (𝑋,𝑑) disebut Ruang Metrik (Metric Space). Metrik baru 𝐷 pada himpunan tidak 
kosong 𝑋 yang disebut Metrik-𝐷 (𝐷 −Metric) dan pasangan (𝑋,𝐷) disebut Ruang Metrik-𝐷 (𝐷-
Metric Space). Kemudian dengan perluasan atau generalisasi sifat-sifat dalam ruang metrik-D 
diperoleh Metrik pada himpunan tidak kosong 𝑋 yang disebut Metrik-𝐺(𝐺 −Metric ) dan pasangan 
(𝑋,𝐺) disebut Ruang Metrik-𝐺 (𝐺- Metric Space), dan yang terbaru yang merupakan perluasan 
atau generalisasi sifat-sifat dari ruang metrik-D dan metrik-G adalah metrik-S dan  ruang metrik 
baru yaitu Ruang Metrik-S (𝑆- Metric Space) disimbolkan dengan pasangan (𝑋, 𝑆).Tujuan di 
dalam artikel ini untuk membuktikan sifat-sifat dari dari Ruang Metrik-𝑆 dan untuk membuktikan 
eksistensi dan ketunggalan titik tetap serta syarat cukup agar suatu pemetaan 𝑇 pada Ruang 
Metrik-𝑆 memiliki ketunggalan titik tetap pada Ruang Metrik-𝑆. Hasil dari penelitian ini adalah 
pemetaan T : X →X disebut pemetaan kontraktif jika terdapat 0 ≤L < 1 sedemikian sehinggaS(T 
(x), T (x), T (y))≤ L S(x, x, y), ∀ x, y ∈ X, suatu pemetaan kontraktif pada ruang metrik-S (𝑋, 𝑆) 
adalah pemetaan kontinu-S pada ruang metrik-S (𝑋, 𝑆), dan untuk menunjukan eksistensi dan 
keunggulan titik tetap dari T harus memenuhi syarat (xn) konvergen-S ke u, u titik tetap dari 
pemetaan T, dan Titik tetap u tunggal. 

Kata Kunci: Ruang Metrik-S, Titik Tetap, Pemetaan Kontraktif. 

1. PENDAHULUAN 

Titik tetap adalah titik yang dipetakan ke dirinya sendiri. Ruang metrik 
adalah suatu pasangan (X, d), dimana X adalah suatu himpunan tak kosong dan d 
adalah suatu metrik pada X (fungsi jarak pada X).Nantinya, akan dibuktikan 
eksistensi dan ketunggalan titik tetap pada suatu pemetaan yang kontraktif sesuai 
dengan sifat-sifat & syarat cukup dari ruang metrik lengkap. Bartle dan Sherbert 
(2000) menjelaskan bahwa ruang metrik dikatakan lengkap jika setiap barisan 
cauchy tersebut konvergen. 

S. Sedghi dkk (2012) telah memperkenalkan konsep ruang metrik baru yaitu 
Ruang Metrik-S (𝑆- Metric Space)dengan pasangan (𝑋, 𝑆)yang merupakan 
generalisasi sifat-sifat dari ruang metrik-D dan metrik-G,melalui tulisan ini, 
penulis akan membuktikan dan mengkaji eksistensi dan ketunggalan teorema titik 
tetap dalam Ruang Metrik-S (𝑆- Metric Space) lengkap. 

 
 

2. TINJAUAN PUSTAKA 

Definisi 2.1[1] 
Suatu ruang metrik adalah suatu pasangan (𝑋,𝑑), dimana 𝑋 adalah suatu 
himpunan tak kosong dan 𝑑 adalah suatu metrik pada 𝑋 (fungsi jarak pada 𝑋) 
yaitu fungsi yang didefinisikan pada 𝑋 ×  𝑋 sedemikian hingga untuk semua 
𝑥,𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 diperoleh 
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(M1) (𝑥,𝑦) ≥ 0 , ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋   (sifat kepositifan) 
(M2) 𝑑(𝑥,𝑦) = 0 ⟺ 𝑥 = 𝑦 
(M3) 𝑑(𝑥,𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥)    (simetri) 
(M4) 𝑑(𝑥,𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧,𝑦)   (ketaksamaan segitiga) 

Definisi 2.2 [2] 
RuangMetrik-S(𝑋, 𝑆) ∶ Diberikan 𝑋 sebagai himpunan tak kosong.Ruang metrik-
S di 𝑋 adalah sebuah fungsi 
S : 𝑋 × 𝑋 ×  𝑋 → ℝ+ yang memenuhi syarat, untuk setiap x, y, z, a ∈ 𝑋, 
(S1) S(x, y, z) ≥ 0, 
(S2) S(x, y, z) = 0 jika dan hanya jika x = y = z, 
(S3) S(x, y, z) ≤ S(x, x, a) + S(y, y, a) + S(z, z, a) 
Pasangan (𝑋, S) disebut sebagai Ruang Metrik-S. 

Definisi 2.3[3] 
Suatu fungsi 𝑓 dari 𝑋 ke 𝑌 ialah suatu aturan yang pada setiap anggota dari 𝑋 
menentukan dengan tunggal satu anggota dari 𝑌. Fungsi sebenarnya adalah 
perkataan lain (persamaan kata) dari pemetaan (mapping) 

Definisi 2.4 [4] 
Diberikan (X,S) adalah Ruang Metrik-S. Pemetaan T : X →X disebut pemetaan 
kontraktif jika terdapat 0 ≤L < 1 sedemikian sehingga S(T (x), T (x), T (y))≤ L 
S(x, x, y), ∀ x, y ∈ X 

Definisi 2.5 [1] 
Diberikan 𝑋 himpunan tak kosong dan pemetaan 𝑇:𝑋 ⟶ 𝑋41T.Suatu 𝑥 ∈ 𝑋 
dikatakan titik tetap dari 𝑇 jika dan hanya jika 𝑇(𝑥) = 𝑥. 
Selanjutnya notasi 𝑇(𝑥) yang menyatakan pemetaan 𝑇 untuk suatu 𝑥 ∈ 𝑋 dapat 
dituliskan menjadi 𝑇𝑥.  

Definisi 2.6 [4] 
Diberikan𝑇: (𝑋, 𝑆) → 𝑋′, 𝑆′adalah suatu pemetaan dari ruang metrik (𝑋, 𝑆)ke 
ruang metrik (𝑋′, 𝑆′), kemudian  T dikatakan kontinu pada 𝑥 ∈ 𝑋 jika dan hanya 
jika sebarang 𝜀 > 0 terdapat 𝛿 > 0 sehingga untuk setiap 𝑥,𝑦 ∈ 𝑋 dengan 
𝑆(𝑥, 𝑥,𝑦) < 𝛿 berlaku 𝑆′(𝑇(𝑥),T(𝑥),T(𝑦))< 𝜀. 
Pemetaan T dikatakan kontinu-S pada himpunan 𝑋 jika dan hanya jika T(𝑥𝑛) → 
T(x)maka 𝑥𝑛 →  x.  

Definisi 2.7 [1] 
Diberikan (𝑋,𝑑) suatu ruang metrik. Barisan (𝑥𝑛) di (𝑋, 𝑑) dikatakan 
1 Barisan konvergen jika untuk setiap 𝜀 > 0, terdapat 𝑁 = 𝑁(𝜀) ∈ ℕ 

sedemikian hingga untuk setiap 𝑛 > 𝑁 berlaku 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀, 
2 Barisan Cauchy jika untuk setiap 𝜀 > 0, terdapat 𝑁 = 𝑁(𝜀) ∈ ℕ sedemikian 

hingga untuk setiap 𝑚,𝑛 > 𝑁 berlaku 𝑑(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) < 𝜀. 

Definisi 2.8 [4] 
Barisan (𝑥𝑛) di ruang metrik (𝑋, 𝑆) dikatakan konvergen jika dan hanya jika 
S(𝑥𝑛,𝑥𝑛,𝑥) → 0 dengan𝑛 → ∞, berlaku untuk setiap 𝜀 >0 terdapat 
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𝑛0 ∈ 𝑁 sedemikian sehingga𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀 untuk setiap n ≥ 𝑛0 dan dituliskan 
sebagai 𝑙𝑖𝑚𝑛→∞ 𝑥𝑛 = 𝑥. Barisan (𝑥𝑛) disebut konvergen ke x di (𝑋, 𝑆) jika 
𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥) = 0.  

Definisi 2.9 [4] 
Barisan (𝑥𝑛) di ruang metrik (𝑋, 𝑆) dikatakan barisan Cauchy jika S(𝑥𝑛,𝑥𝑛, 𝑥𝑚) 
→ 0 dengan 𝑛,𝑚 → ∞, berlaku untuk setiap 𝜀>0 , terdapat 𝑛0 ∈ 𝑁 sedemikian 
sehingga 𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥𝑚) < 𝜀 untuk setiap n, m ≥ 𝑛0. Barisan (𝑥𝑛) disebut Cauchy 
di (𝑋, 𝑆) jika 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥𝑚) = 0. 

Definisi 2.10 [2] 
Ruang Metrik-S (X,S) dikatakan lengkap jika setiap barisan cauchy nya adalah 
konvergen. 

Teorema 2.11 [5] 
Jika a ∈ ℝ sedemikian hingga 0 ≤ a < ε untuk setiap ε > 0, maka a = 0. 

Teorema 2.12 [5] 
Misalkan 𝑥𝑛 dan 𝑦𝑛 adalah barisan-barisan bilangan riil yang berturut-turut 
konvergen ke x dan y, misalkan 𝑐 ∈ 𝑅 maka berlaku 𝑙𝑖𝑚𝑛→∞(𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) = 𝑥 + 𝑦  
dan 𝑙𝑖𝑚𝑛→∞(𝑥𝑛 − 𝑦𝑛) = 𝑥 − 𝑦  

Teorema 2.13 [5] 
Untuk c ≥ 0 , maka |𝑎| ≤ c  jika dan hanya jika  − c ≤ a ≤ c. 
 
3. METODOLOGI 

 Metode penelitian yang digunakan dengan cara studi literatur dengan 
Langkah- langkah yang dilakukan dalam penelitian adalah : 
1. Mendefinisikan barisan dari pemetaan yang memenuhi ketaksamaan pada ruang 

metrik-S yaitu barisan cauchy 
2. Membuktikan barisan cauchy tersebut konvergen ke titik tetap 
3. Membuktikan keberadaan ( eksistensi ) titik tetap untuk pemetaan kontraktif 

pada ruang metrik-S lengkap, dan  
4. Membuktikan ketunggalan titik tetap untuk pemetaan kontraktif pada ruang 

metrik-S lengkap. 

4. HASIL DAN PEMBAHASAN 

4.1 Sifat-sifat di Ruang Metrik-S 

Pada bagian ini akan ditunjukkan definisi dari barisan konvergen-S, 
ketunggalan limit dari barisan konvergen-S dan sifat-sifat barisan konvergen-S. 
Berikut adalah definisi dari barisan konvergen di ruang metrik-S : 
Definisi 4.1.1[4] 
Barisan (𝑥𝑛) di ruang metrik (𝑋, 𝑆) dikatakan konvergen jika dan hanya jika 
S(𝑥𝑛,𝑥𝑛,𝑥) → 0 dengan 𝑛 → ∞, berlaku untuk setiap 𝜀 >0 terdapat 𝑛0 ∈
𝑁  sedemikian sehingga 𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀 untuk setiap n ≥ 𝑛0 dan dituliskan 

3 
 



Jurnal Matematika Murni dan Terapan “εpsilon” 
ISSN: 1978-4422  

Vol.11 No.2 (Desember 2017) Hal. 1-10 
 

 
sebagai 𝑙𝑖𝑚𝑛→∞ 𝑥𝑛 = 𝑥. Barisan (𝑥𝑛) disebut konvergen ke x di (𝑋, 𝑆) jika 
𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥) = 0.  
Kemudian akan ditunjukkan bahwa limit dari barisan konvergen-S adalah tunggal 
 
Lemma 4.1.2[2]Di Ruang Metrik-S  terdapat S(x, x, y) = S(y, y, x). 
Bukti. Sesuai dengan syarat ketiga dari Ruang Metrik –  S dalam definisi 2.2 
(S3)[6],diperoleh 

𝑆(𝑥, 𝑥, 𝑧) ≤ 𝑆(𝑥, 𝑥, 𝑥) + 𝑆(𝑥, 𝑥, 𝑥) + 𝑆(𝑦,𝑦, 𝑥) = 𝑆(𝑦,𝑦, 𝑥) (1)  
dan 

𝑆(𝑦,𝑦, 𝑥) ≤ 𝑆(𝑦, 𝑦,𝑦) + 𝑆(𝑦,𝑦,𝑦) + 𝑆(𝑥, 𝑥,𝑦) = 𝑆(𝑥, 𝑥,𝑦) (2) 
Kemudian, dari (1) dan (2) didapatkan 𝑆(𝑥, 𝑥, 𝑦) = 𝑆(𝑦,𝑦, 𝑥)  

Lemma 4.1.3[2]Diberikan (𝑋, 𝑆)adalah Ruang Metrik-S. Jika barisan (𝑥𝑛)di 𝛸 
konvergen-S ke x, maka x adalah tunggal.  
Bukti. Diberikan(𝑥𝑛)konvergen-S ke𝑥 dan 𝑦 dengan 𝑥 ∈ 𝑋 dan 𝑦 ∈ 𝑌. Untuk 
membuktikan ketunggalan limit dari (𝑥𝑛), maka akan ditunjukkan bahwa𝑥 = 𝑦 

Ambil sebarang ε > 0, sehingga berlaku 
𝜀
2

> 0. Karena (𝑥𝑛)konvergen-S ke𝑥 
berdasarkan definisi 4.1.1[5], maka terdapat 𝑛1 ∈ 𝑁 sehingga untuk setiap n∈ 𝑁 
dengan 𝑛 ≥ 𝑛1 berlaku 𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀

4. Dan karena (𝑥𝑛)konvergen-S ke𝑦, maka 
terdapat 𝑛2 ∈ 𝑁 sehingga untuk setiap n∈ 𝑁 dengan 𝑛 ≥ 𝑛2 berlaku 
𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛,𝑦) < 𝜀

2.Jika𝑛0 = maks (𝑛1,𝑛2) untuk setiap𝑛 ≥ 𝑛0 dan sesuai dengan 
syarat ketiga dari Ruang Metrik –  S dalam definisi 2.2 (S3) [2],diperoleh 
𝑆(𝑥, 𝑥,𝑦) ≤ 𝑆(𝑥, 𝑥, 𝑥𝑛) + 𝑆(𝑥, 𝑥, 𝑥𝑛) + 𝑆(𝑦,𝑦, 𝑥𝑛) 

= 2𝑆(𝑥, 𝑥, 𝑥𝑛) + 𝑆(𝑦,𝑦, 𝑥𝑛) 
Sesuai dengan lemma 4.1.2[2],di ruang metrik-S, bahwa 𝑆(𝑥, 𝑥,𝑦) = 𝑆(𝑦,𝑦, 𝑥), 
sehingga 𝑆(𝑥, 𝑥, 𝑥𝑛) = 𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥) dan 𝑆(𝑦, 𝑦, 𝑥𝑛) = 𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛,𝑦) 

                        = 2𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥) + 𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛,𝑦) 
            < 2 �𝜀

4
� + �𝜀

2
� = �𝜀

2
� + �𝜀

2
� = 𝜀 

Sesuai dengan teorema 2.11[2],karena ε > 0  sebarang dengan 0 ≤ 𝑆(𝑥, 𝑥,𝑦) < 𝜀 
maka 𝑆(𝑥, 𝑥,𝑦) = 0. Berdasarkan definisi 2.2 (S2) [2],diperoleh bahwa 𝑥 = 𝑦.∎ 
 

Pada bagian ini akan ditunjukkan definisi barisan Cauchy pada ruang 
metrik-S. 
Definisi 4.1.4[4] 
Barisan (𝑥𝑛) di ruang metrik (𝑋, 𝑆) dikatakan barisan Cauchy jika S(𝑥𝑛,𝑥𝑛, 𝑥𝑚) 
→ 0 dengan 𝑛,𝑚 → ∞, berlaku untuk setiap  𝜀>0 , terdapat 𝑛0 ∈ 𝑁 sedemikian 
sehingga 𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥𝑚) < 𝜀 untuk setiap n, m ≥ 𝑛0. Barisan (𝑥𝑛) disebut Cauchy 
di (𝑋, 𝑆) jika 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥𝑚) = 0. 

Jika terdapat suatu barisan konvergen-S maka barisan tersebut  merupakan 
barisan Cauchy-S, berlaku pada himpunan bilangan real dan ruang metrik-S, 
diruang metrik-S, teorema tersebut dinyatakan sebagai berikut :  
Lemma 4.1.5[2]Diberikan (𝑋, 𝑆) adalah Ruang Metrik-S. Jika barisan (𝑥𝑛)di 𝑋 
konvergen ke x, maka (𝑥𝑛) adalah barisan Cauchy-S. 
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Bukti. Misalkan (𝑥𝑛) adalah konvergen-S kex. Maka berdasarkan definisi 

4.1.1[4],untuk setiap ε > 0, berlaku 
𝜀
2

> 0.Terdapat 𝑛1 ∈ 𝑁 sedemikian sehingga 

untuk setiap n∈ 𝑁 dengan 𝑛 ≥ 𝑛1 berlaku 𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀
4.Terdapat 𝑛2 ∈ 𝑁 

sedemikian sehingga untuk setiap m∈ 𝑁 dengan 𝑚 ≥ 𝑛2 berlaku 𝑆(𝑥𝑚, 𝑥𝑚, 𝑥) <
𝜀
2.Jika dipilih 𝑛0 = maks (𝑛1,𝑛2), untuk setiap 𝑛,𝑚 ≥ 𝑛0 sesuai dengan syarat 
ketiga dari Ruang Metrik –  S dalam definisi 2.2 (S3)[6],diperoleh 

𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≤ 𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥) + 𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥) + 𝑆(𝑥𝑚, 𝑥𝑚, 𝑥) 
𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥𝑚) = 2𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥) + 𝑆(𝑥𝑚, 𝑥𝑚, 𝑥) 

< 2 �
𝜀
4
� + �

𝜀
2
� 

                          = �
𝜀
2
� + �

𝜀
2
� = 𝜀 

Jadi, untuk setiap ε > 0, terdapat 𝑛0 𝜖 𝑁sedemikian sehingga untuk setiap 
𝑛,𝑚 𝜖 𝑁 dengan 𝑛,𝑚 ≥ 𝑛0 berlaku 𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥𝑚) < 𝜀. Berdasarkan definisi 4.1.4 
[4],mengakibatkan 𝑥𝑛 adalah Barisan Cauchy-S.∎ 

Selanjutnya akan ditunjukkan pemetaan-S kontinu bersama di semua 
variabelnya 
sebagai berikut :  
Misalkan (𝑋, 𝑆) adalah Ruang Metrik-S, maka pemetaan 𝑆(𝑥,𝑦, 𝑧) adalah kontinu 
bersama di semua variabelnya. 
Lemma 4.1.6[2] Diberikan (𝑋, 𝑆) adalah Ruang Metrik-S. Jika terdapat barisan 
(𝑥𝑛) dan(𝑦𝑛)sedemkian sehingga lim𝑛→∞ 𝑥𝑛 = 𝑥 dan lim𝑛→∞ 𝑦𝑛 = 𝑦 maka 
lim𝑛→∞ 𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛,𝑦𝑛) = 𝑆(𝑥, 𝑥,𝑦) 
Bukti. Berdasarkan definisi 4.1.1[5],bahwa lim𝑛→∞ 𝑥𝑛 = 𝑥, untuk ε > 0, dengan 

𝑛1,𝑛2 ∈ 𝑁 sehingga berlaku 
𝜀
2

> 0. Karena (𝑥𝑛)konvergen-S ke𝑥, maka terdapat 

𝑛1 ∈ 𝑁 sehingga untuk setiap n∈ 𝑁 dengan ∀𝑛 ≥ 𝑛1 berlaku𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀
4 

Karena (𝑦𝑛)konvergen-S ke𝑦, maka terdapat 𝑛2 ∈ 𝑁 sehingga untuk setiap n∈ 𝑁 
dengan∀𝑛 ≥ 𝑛2 berlaku𝑆(𝑦𝑛, 𝑦𝑛,𝑦) < 𝜀

4 
Jika𝑛0 = maks (𝑛1,𝑛2), untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑛0, kita dapatkan sesuai dengan syarat 
ketiga dari Ruang Metrik – Sdalam definisi 2.2 (S3) [2], 
𝑆(𝑥,𝑦, 𝑧)  ≤ 𝑆(𝑥, 𝑥,𝑎) + 𝑆(𝑦,𝑦,𝑎) + 𝑆(𝑧, 𝑧,𝑎) ...definisi 2.2 (S3)[2] 
𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛,𝑦𝑛) ≤ 𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛,𝑎) + 𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛,𝑎) + 𝑆(𝑦𝑛,𝑦𝑛,𝑎) 

≤ 𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥) + 𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥) + 𝑆(𝑦𝑛,𝑦𝑛, 𝑥) 
= 2𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥) + 𝑆(𝑦𝑛,𝑦𝑛, 𝑥) 

= 2𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥) + 𝑆(𝑦𝑛,𝑦𝑛, 𝑎) + 𝑆(𝑦𝑛,𝑦𝑛,𝑎) +  𝑆(𝑥, 𝑥,𝑎) ...definisi 2.2 (S3)[2] 
= 2𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥) + 𝑆(𝑦𝑛, 𝑦𝑛,𝑦) + 𝑆(𝑦𝑛,𝑦𝑛,𝑦) + 𝑆(𝑥, 𝑥,𝑦) 

= 2𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥) + 2𝑆(𝑦𝑛,𝑦𝑛,𝑦) +  𝑆(𝑥, 𝑥,𝑦) 
< 2 �

𝜀
4
� + 2 �

𝜀
4
� +  𝑆(𝑥, 𝑥,𝑦) 

= �
𝜀
2
� + �

𝜀
2
� +  𝑆(𝑥, 𝑥,𝑦) 

= 𝜀 +  𝑆(𝑥, 𝑥, 𝑦) 
Jadi, diperoleh 
𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛,𝑦𝑛) − 𝑆(𝑥, 𝑥,𝑦) < 𝜀                                                                    (1) 

5 
 



Jurnal Matematika Murni dan Terapan “εpsilon” 
ISSN: 1978-4422  

Vol.11 No.2 (Desember 2017) Hal. 1-10 
 

 
dengan cara yang sama diperoleh 
𝑆(𝑥,𝑦, 𝑧)  ≤ 𝑆(𝑥, 𝑥,𝑎) + 𝑆(𝑦,𝑦,𝑎) + 𝑆(𝑧, 𝑧,𝑎) ...definisi 2.2 (S3)[2] 
𝑆(𝑥, 𝑥,𝑦) ≤ 𝑆(𝑥, 𝑥,𝑎) + 𝑆(𝑥, 𝑥,𝑎) + 𝑆(𝑦,𝑦,𝑎) 
≤ 𝑆(𝑥, 𝑥, 𝑥𝑛) + 𝑆(𝑥, 𝑥, 𝑥𝑛) + 𝑆(𝑦,𝑦, 𝑥𝑛) 
= 2𝑆(𝑥, 𝑥, 𝑥𝑛) +  𝑆(𝑦, 𝑦, 𝑥𝑛) 
= 2𝑆(𝑥, 𝑥, 𝑥𝑛) + 𝑆(𝑦, 𝑦,𝑎) + 𝑆(𝑦,𝑦,𝑎) + 𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛,𝑎)...definisi 2.2 (S3)[2] 
= 2𝑆(𝑥, 𝑥, 𝑥𝑛) + 𝑆(𝑦, 𝑦,𝑦𝑛) + 𝑆(𝑦,𝑦,𝑦𝑛) +  𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛,𝑦𝑛) 
= 2𝑆(𝑥, 𝑥, 𝑥𝑛) + 2𝑆(𝑦,𝑦,𝑦𝑛) +  𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛,𝑦𝑛) 
< 2 �

𝜀
4
� + 2 �

𝜀
4
� +  𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛,𝑦𝑛) 

= �
𝜀
2
� + �

𝜀
2
� +  𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑦𝑛) 

= 𝜀 +  𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛,𝑦𝑛) 
maka  
𝑆(𝑥, 𝑥,𝑦) − 𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑦𝑛) < 𝜀                                                                   (2) 
dari (1) dan (2) dengan sifat nilai mutlak                             
misal 𝑎 = 𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛,𝑦𝑛) − 𝑆(𝑥, 𝑥,𝑦) − 𝑎 = 𝑆(𝑥, 𝑥,𝑦) − 𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛,𝑦𝑛) 
𝑎 < 𝜀 dan −𝑎 < 𝜀 
maka – 𝜀 < 𝑎 dan 𝑎 < 𝜀 
sehingga – 𝜀 < 𝑎 < 𝜀 
akibatnya |𝑎| < 𝜀 
didapatkan 𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛,𝑦𝑛) − 𝑆(𝑥, 𝑥,𝑦) < 𝜀 dan 𝑆(𝑥, 𝑥,𝑦) − 𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛,𝑦𝑛) < 𝜀 
maka – 𝜀 < (𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛,𝑦𝑛) − 𝑆(𝑥, 𝑥, 𝑦) dan 𝑆(𝑥, 𝑥,𝑦) − 𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑦𝑛) < 𝜀 
sehingga – 𝜀 < (𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛,𝑦𝑛) − 𝑆(𝑥, 𝑥, 𝑦) < 𝜀 
dan sesuai dengan sifat nilai mutlak dalam teorema 2.13[5], mengakibatkan 
|𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑦𝑛) − 𝑆(𝑥, 𝑥,𝑦)| < 𝜀 
Jadi, berdasarkan teorema 2.12[2],untuk setiap ε > 0, terdapat 𝑛0 𝜖 𝑁sedemikian 
sehingga untuk setiap 𝑛 𝜖 𝑁 dengan 𝑛 ≥ 𝑛0 berlaku |𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛,𝑦𝑛) − 𝑆(𝑥, 𝑥,𝑦)| <
𝜀. Akibatnya, berdasarkan definisi 4.1.1[4], barisan (𝑋𝑛)konvergen-S ke𝑋 dan 
(𝑌𝑛) konvergen-S ke𝑌 atau dengan kata lain 
lim 
𝑛→∞

𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑦𝑛) = 𝑆(𝑥, 𝑥,𝑦).∎ 

4.2 Teorema Titik Tetap di Ruang Metrik-S 

Teorema4.2.1 Misalkan (𝑋, 𝑆) adalah ruang metrik-S, suatu pemetaan kontraktif 
pada (𝑋, 𝑆) adalah pemetaan kontinu-S pada (𝑋, 𝑆) 
Bukti  
Misal T : X →X adalah pemetaan kontraktif pada (𝑋, 𝑆) maka terdapat konstanta 
𝐿 ∈ ℝ, dengan 0 ≤L < 1  sehingga S(T (x), T (x), T (y))≤ L S(x, x, y), ∀ x, y ∈ X 
Untuk 𝐿 = 0 
Ambil sebarang 𝜀 > 0, sehingga untuk setiap 𝛿 > 0 dan setiap x, y ∈ X dengan 
S(x, x, y)< 𝛿, berlaku 

S(T (x), T (x), T (y))≤ L S(x, x, y) 
               = 0 

< 𝜀 
Jadi, untuk sebarang 𝜀 > 0, sehingga untuk setiap 𝛿 > 0 dan setiap x, y ∈ X 
dengan S(x, x, y)< 𝛿, berlaku S(T (x), T (x), T (y)< 𝜀 
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Berdasarkan definisi 2.6[5], maka 𝑇:𝑋 → 𝑋 kontinu-S 
Untuk 0 ≤L < 1 
Ambil sebarang 𝜀 > 0, pilih𝛿 = 𝜀

𝐿
> 0 

Sehingga untuk setiap x, y ∈ X denganS(x, x, y)< 𝛿, berlaku 
S(T (x), T (x), T (y))≤ L S(x, x, y) 

 <  𝐿𝛿 
 = 𝐿 �𝜀𝐿� 

= 𝜀 
Jadi, untuk seberang 𝜀 < 0 terdapat 𝛿 > 0 sehingga untuk setiap x,y ∈ 𝑋 dengan 
S(x, x, y)< 𝛿, berlaku S(T (x), T (x), T (y)< 𝜀. 
Berdasarkan definisi 2.6[4], maka T:X→Xkontinu-S.∎ 

Teorema4.2.2 Diberikan (𝑋, 𝑆) adalah Ruang Metrik-S lengkap dan 𝑇:𝑋 →
𝑋adalah kontraktif. Maka T mempunyai titik tetap tunggal u ∈ X. Selanjutnya 
untuk x ∈ X didapatkan 𝑙𝑖𝑚𝑛→∞ 𝑇𝑛(𝑥) = 𝑢 dengan  

𝑆(𝑇𝑛(𝑥),𝑇𝑛(𝑥),𝑢) ≤
2𝐿𝑛

1 − 𝐿
𝑆(𝑥, 𝑥,𝑇(𝑥)) 

Bukti :  
A. Selanjutnya, teorema titik tetap dari pemetaan kontraktif pada ruang metrik-S 
lengkap dinyatakan sebagai berikut: 
Untuk menunjukan eksistensi dan ketunggalan titik tetap dari T akan dibuktikan : 
(i) (xn) konvergen-S ke u 
(ii) u titik tetap dari pemetaan T 
(iii) Titik tetap u tunggal 
Berikut ditunjukan bahwa (xn) ⊆ x barisan yang konvergen-S ke u∈ X 
(i) (xn) konvergen-S ke u 
Misal T memenuhi syarat pemetaan kontraktif (definisi 2.4[4]) dan misalkan 
𝑥0 ∈X 
Didefinisikan barisan (xn)denganxn = Tn(𝑥0) untuk n ∈ℕ, yakni 

𝑥1= T (𝑥0) 
𝑥2= T (𝑥1) = T2 (𝑥0) 

   ⋮ 
xn = T (𝑥𝑛−1) = Tn (𝑥0) 
𝑥𝑛+1 = 𝑇(𝑥𝑛) = 𝑇𝑛+1(𝑥0) 
⋮ 

 
sehingga untuk x = 𝑥𝑛−1, y = xn, 
diperoleh T(x) = xn, T(y) = 𝑥𝑛+1 
maka syarat pemetaan kontraktif definisi (2.4[4]) menunjukkan bahwa  
  𝑆(𝑇(𝑥),𝑇(𝑥),𝑇(𝑦) ≤ 𝐿𝑆(𝑥, 𝑥,𝑦) 
  𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) ≤ 𝐿𝑆(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) 
sehingga untuk n∈ℕ, berlaku 
  𝑆(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) ≤ 𝐿𝑆(𝑥𝑛−2,𝑥𝑛−2, 𝑥𝑛−1) 
 
       𝑆(𝑥𝑛−2, 𝑥𝑛−2, 𝑥𝑛−1)≤𝐿𝑆(𝑥𝑛−3,𝑥𝑛−3, 𝑥𝑛−2) 
    ⋮ 
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𝑆(𝑥𝑛−(𝑛−1), 𝑥𝑛−(𝑛−1), 𝑥𝑛−(𝑛−2))≤𝐿𝑆(𝑥𝑛−𝑛, 𝑥𝑛−𝑛, 𝑥𝑛−(𝑛−1)) 
Selanjutnya diperoleh 
 𝑆(𝑇(𝑥),𝑇(𝑥),𝑇(𝑦) ≤ 𝐿𝑆(𝑥, 𝑥,𝑦) 
 𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) ≤ 𝐿𝑆(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) 
   ≤ 𝐿�𝐿𝑆(𝑥𝑛−2, 𝑥𝑛−2, 𝑥𝑛−1)� 
   ≤ 𝐿�𝐿𝑆(𝑥𝑛−3, 𝑥𝑛−3, 𝑥𝑛−2)� 
    ⋮ 
       n faktor 

         ≤ (𝐿. 𝐿. …𝐿) 𝑆(𝑥𝑛−𝑛, 𝑥𝑛−𝑛, 𝑥𝑛−(𝑛−1)) 
                                                    = 𝐿𝑛𝑆(𝑥0, 𝑥0, 𝑥1) 
Jadi, 𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) ≤  𝐿𝑛𝑆(𝑥0, 𝑥0, 𝑥1)  ……..……persamaan A.1 
Selain itu, untuk setiap n, m ∈ℕ dengan 𝑚 > 𝑛, dengan menggunakan 
ketaksamaan segiempat (S3)[2] maka diperoleh 
 𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≤ 2𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) + 𝑆(𝑥𝑚, 𝑥𝑚, 𝑥𝑛+1) 

= 2𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) + 𝑆(𝑥𝑛+1,𝑥𝑛+1, 𝑥𝑚) 
Sehingga untukn, m ∈ℕ dengan 𝑚 > 𝑛 
 𝑆(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+1, 𝑥𝑚) ≤ 2𝑆(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+2) + 𝑆(𝑥𝑛+2, 𝑥𝑛+2, 𝑥𝑚) 

𝑆(𝑥𝑛+2, 𝑥𝑛+2,𝑥𝑚) ≤ 2𝑆(𝑥𝑛+2, 𝑥𝑛+2, 𝑥𝑛+3) + 𝑆(𝑥𝑛+3, 𝑥𝑛+3, 𝑥𝑚) 
   ⋮ 
 𝑆(𝑥𝑚−2, 𝑥𝑚−2,𝑥𝑚) ≤ 2𝑆(𝑥𝑚−2, 𝑥𝑚−2, 𝑥𝑚−1) + 𝑆(𝑥𝑚−1, 𝑥𝑚−1, 𝑥𝑚) 
Selanjutnya, dengan  penggunaan berulang ketaksamaan segiempat (S3)[6] maka 
𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≤ 2𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) + 𝑆(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+1, 𝑥𝑚)  
≤ 2𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) + 2𝑆(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+2) + 𝑆(𝑥𝑛+2, 𝑥𝑛+2, 𝑥𝑚) 
≤ 2𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) + 2𝑆(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+2) + 2𝑆(𝑥𝑛+2, 𝑥𝑛+2, 𝑥𝑛+3)

+ 𝑆(𝑥𝑛+3, 𝑥𝑛+3, 𝑥𝑚) 
   ⋮ 
≤ 2𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) + 2𝑆(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+2) + 2𝑆(𝑥𝑛+2, 𝑥𝑛+2, 𝑥𝑛+3) + ⋯

+ 𝑆(𝑥𝑚−1, 𝑥𝑚−1,𝑥𝑚) 
≤ 2𝑆(𝑥𝑛) + 2𝑆(𝑥𝑛+1) + 2𝑆(𝑥𝑛+2) + ⋯+ 2𝑆(𝑥𝑚−1) 
≤ 2𝐿𝑛𝑆(𝑥0, 𝑥0, 𝑥1) + 2𝐿𝑛+1𝑆(𝑥0, 𝑥0, 𝑥1) + 2𝐿𝑛+2𝑆(𝑥0, 𝑥0, 𝑥1) + ⋯

+ 2𝐿𝑚−1𝑆(𝑥0, 𝑥0, 𝑥1) 
≤ 2𝐿𝑛𝑆(𝑥0, 𝑥0, 𝑥1)[1 + 𝐿 + 𝐿2 + ⋯+ 𝐿𝑚−𝑛−1] 
≤ 2𝐿𝑛𝑆(𝑥0, 𝑥0, 𝑥1)[1 + 𝐿 + 𝐿2 + ⋯ ] ( dengan deret geometri ) 

= 2𝐿𝑛𝑆(𝑥0, 𝑥0, 𝑥1)
1

1 − 𝐿
 

=
2𝐿𝑛

1 − 𝐿
𝑆(𝑥0, 𝑥0, 𝑥1) 

Jadi, 𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≤ 2𝐿𝑛

1−𝐿
𝑆(𝑥0, 𝑥0, 𝑥1) 

Karena 𝐿∈ [0,1) atau 0 ≤L < 1  maka lim𝑛→+∞ 𝐿𝑛 = 0 

lim
𝑛,𝑚→+∞

𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≤ lim
𝑛,𝑚→+∞

2𝐿𝑛

1 − 𝐿
𝑆(𝑥0, 𝑥0, 𝑥1) 

= 0 
Dengan 𝑆(𝑥0, 𝑥0, 𝑥1) > 0, maka dengan mengambil limit 𝑚,𝑛 → +∞ didapatkan  

lim
𝑛,𝑚→+∞

𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥𝑚) = 0 
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Dengan kata lain berdasarkan definisi 4.1.4[4]dan lemma 4.1.5[2] maka 
𝑆(𝑥𝑛, 𝑥𝑛, 𝑥𝑚) < 𝜀, akibatnya (𝑥𝑛) barisan Cauchy-S 
Karena (𝑥𝑛) Cauchy-S dan (𝑋, 𝑆) metrik lengkap maka (𝑥𝑛) konvergen-S di 𝑥, 
maka terdapat  𝑢 ∈ 𝑥 sehingga 𝑥𝑛 adalah konvergen-S ke 𝑢.∎ 
 Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa u ∈ X merupakan titik tetap dari T. 
(ii) U titik tetap dari T 
Karena 𝑥𝑛 → 𝑢 dengan kata lain lim

𝑛,𝑚→+∞
𝑥𝑛 = 𝑢 atau lim

𝑛,𝑚→+∞
𝑇𝑛(𝑥0) = 𝑢 

Dengan menggunakan sifat ekor barisan 
𝑢 = lim

𝑛,𝑚→+∞
𝑥𝑛 

     = lim
𝑛,𝑚→+∞

𝑥𝑛+1 

   = lim
𝑛,𝑚→+∞

𝑇𝑛+1(𝑥0) 

= lim
𝑛,𝑚→+∞

𝑇(𝑇𝑛(𝑥0)) 

     = 𝑇(𝑢) 
Jadi, 𝑢 = 𝑇(𝑢)R, maka 𝑢 titik tetap 𝑇 
karena u titik tetap dari T, akan ditunjukkan bahwa titik tetap u tunggal.∎ 
(iii) Titik tetap u tunggal 
Andaikan u dan v adalah dua titik tetap dari T, dengan u ≠ v maka 

𝑆(𝑢,𝑢, 𝑣) = 𝑆�𝑇(𝑢),𝑇(𝑢),𝑇(𝑣)�  … . .𝑢 = 𝑇𝑢 
≤ 𝐿𝑆(𝑢,𝑢, 𝑣)   … . . definisi (2.4 [4]) 

Diperoleh bahwa 1≤ 𝐿 
Terjadi kontradiksi dengan diketahui bahwa 𝐿< 1 maka haruslah u = v, 
Jadi, T mempunyai titik tetap yang tunggal u.∎ 
B. Pada persamaan A.1 diperoleh 

𝑆(𝑇𝑛(𝑥0),𝑇𝑛(𝑥0),𝑇𝑚(𝑥0) ≤ 𝐿𝑛𝑆(𝑥0, 𝑥0, 𝑥1) 
Karena 𝑇𝑚(𝑥0) → 𝑢  untuk 𝑚 → +∞ 
Maka, 𝑆(𝑇𝑛(𝑥0),𝑇𝑛(𝑥0),𝑢 ≤ 𝐿𝑛𝑆(𝑥0, 𝑥0, 𝑥1) 
         = 𝑆(𝑇𝑛(𝑥),𝑇𝑛(𝑥),𝑢) ≤ 2𝐿𝑛

1−𝐿
𝑆(𝑥, 𝑥,𝑇(𝑥)). 

5. KESIMPULAN 

1. Pemetaan kontraktif pada ruang metrik-S dinyatakan sebagai berikut: 
Diberikan (X,S) adalah Ruang Metrik-S. Pemetaan T : X →X disebut 
pemetaan kontraktif jika terdapat 0 ≤L < 1 sedemikian sehingga S(T (x), 
T (x), T (y))≤ L S(x, x, y), ∀ x, y ∈ X 

2. Suatu pemetaan kontraktif pada ruang metrik-S (𝑋, 𝑆) adalah pemetaan 
kontinu-S pada ruang metrik-S (𝑋, 𝑆) 

3. Untuk menunjukkan eksistensi dan ketunggalan titik tetap dari pemetaan 
kontraktif T di ruang metrik - S harus memenuhi syarat : 
a) (xn) konvergen-S ke u 
b) u titik tetap dari pemetaan T 
c) Titik tetap u tunggal 
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