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ABSTRAK

Pada tulisan ini, disajikan metode dekomposisi Adomian Laplace dan metode tersebut
diterapkan untuk menentukan solusi pendekatan untuk persamaan diferensial biasa nonlinier
dengan koefisien fungsi. Metode ini menggabungkan teori transformasi Laplace dan bagian
nonlinier dari persamaan diferensial tersebut diuraikan dengan polinomial Adomian.

Kata kunci: metode dekomposisi Adomian Laplace, persamaan diferensial biasa nonlinier
koefisien fungsi

1. PENDAHULUAN

Banyak phenomena alam yang dapat dimodelkan dalam bentuk Persamaan
diferensial (PD) nonlinier, seperti model populasi satu spesies, model permintaan
di bidang ekonomi, model gerak ayunan di bidang fisika dan lain-lain. Untuk
dapat menjelaskan phenomena alam pada model yang berbentuk PD nonlinier
tersebut diperlukan solusi model tersebut sehingga dapat diinterpretasikan dalam
kehidupan nyata. Menentukan solusi PD Nonlinier secara eksak bukan hal yang
mudah. Untuk itu diperlukan suatu metode pendekatan sehingga dapat
diaplikasikan untuk menentukan solusi PD tersebut.

Salah satu metode pendekatan untuk menyelesaikan persamaan diferensial
nonlinier adalah metode dekomposisi Adomian. Pada metode ini, persamaan
diferensial ditulis dalam bentuk persamaan operator. Operator yang digunakan
merupakan operator diferensial.

Selanjutnya, operator diferensial pada metode dekomposisi Adomian
diganti dengan operator transformasi Laplace £ dan invers dari operator £ adalah
invers transformasi Laplace £7!. Selanjutnya, metode ini disebut Metode
Dekomposisi Adomian Laplace, karena menggabungkan teori transformasi
Laplace dan bagian nonlinier dari PD diuraikan dengan polinomial Adomian.
Pada tulisan ini, metode dekomposisi Adomian Laplace digunakan untuk
menentukan solusi persamaan diferensial nonlinier koefisien fungsi.

2. TINJAUN PUSTAKA
2.1 Persamaan Diferensial
Selanjutnya diberikan definisi persamaan diferensial biasa

Definisi 2.1.2 [9]

Suatu persamaan diferensial yang memuat turunan biasa dari satu atau lebih
variabel tak bebas terhadap satu variabel bebasnya disebut persamaan
diferensial biasa.

Berikut diberikan definisi persamaan diferensial biasa linier dan nonlinier
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Definisi 2.1.4 [9]
Persamaan diferensial biasa linier orde n dengan y variabel bebas dan x variabel
tak bebas adalah persamaan berbentuk

dan dn—l d
@ () o+ a1 (D 5+t @+ @@y = 6(x) 1)
dengan a, tidak sama dengan nol.

Persamaan diferensial biasa dikatakan linier, dilihat dari variable tak bebas vy,
yaitu

1. Variabel tak bebas y dan turunannya berderajat satu

2. Tidak terdapat perkalian variabel tak bebas y dan (atau) juga turunannya

3. Tidak terdapat fungsi-fungsi transenden dari y dan (atau) turunannya.

Definisi 2.1.6 [9]
Persamaan diferensial biasa nonlinier adalah persamaan diferensial biasa yang
tidak linier.

2.2 Operator
Sebarang operator L disebut operator linier jika untuk semua fungsi f dan
g memenuhi persyaratan di bawah ini :
a. L (kf) = k L(f), untuk setiap konstanta k
b. L (f+9)=L(f) + L(9),
c. L (f-9)=L()-L(9)
Operator invers L=! merupakan operator linier, jika untuk semua fungsi f
dan g memenuhi persyaratan di bawah ini :
a. L Y(kf) = kKL7I(f), untuk setiap konstanta k
bL™(f +g) =L7'() + L7 (g,
cL(f-9) =L~ L (9.8

Operator diferensial umumnya ditulis D. Misalkan y merupakan fungsi

yang diferensiabel sebanyak n kali dari variabel bebas x. Operator diferensial
untuk turunan Z—i dinotasikan dengan Dy. Lebih lanjut, secara umum untuk
turunan ke-n dari fungsi y terhadap x dinotasikan D™y , yaitu

pry="2 (n=12 3,.).

Berikut contoh notasi operator D digunakan pada Persamaan diferensial
linier orde n koefisien konstan.

n n-1
anZTZ‘l'an—lij—};""“"'alZ_z"'aoy’ (2.5)
dapat ditulis menjadi
a,D"y + a,_D" 'y + -+ a;Dy + ayy
& (a, D™ + a,_1D*" 1+ -+ a;D +ay)y.
Misalkan L =a,D™+a, D" '+ --+a;D+a, merupakan  operator
diferensial baru, maka persamaan (2.5) dapat ditulis menjadi Ly atau L(y). [9]
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2.3 Metode Dekomposisi Adomian

Salah satu metode untuk menyelesaikan persamaan diferensial linier atau
nonlinier adalah Metode Dekomposisi Adomian. Metode ini dikemukakan oleh
seorang Ahli llmu Matematika dari Amerika yaitu George Adomian (1922-1996).
Pada metode ini, persamaan diferensial yang diberikan ditulis dalam bentuk
persamaan operator.

Diberikan persamaan diferensial yang dinotasikan dalam persamaan
operator

Lu+ Ru+ Nu = G, (2.6)
dengan N adalah operator nonlinier dan L adalah operator diferensial linier orde
lebih tinggi dari R yang diasumsikan dapat dibalik (invertible), R adalah operator
diferensial linier dari orde yang kurang dari L dan G suku nonhomogen.

Persamaan (2.6) dapat ditulis menjadi

Lu=G—Ru— Nu (2.7)
Selanjutnya jika persamaan (2.7) menggunakan operator L' diperoleh
u=h+ LG — L"'Ru— L 'Nu, (2.8)

dengan h adalah solusi persamaan homogen Lu=0 dengan nilai awal atau nilai
batas yang diketahui. Kemudian Adomian mendefinisikan solusi u sebagai
jumlahan deret tak hingga yaitu u = Y.77_ Uy, (2.9)

Masalah lebih lanjut adalah pada dekomposisi suku nonlinier Nu.
Adomian mendefinisikan sebagai berikut

N(W) = 520 An (2.10)
dengan
dr w
Ay = [N o wd®)]
Selanjutnya komponen A,, disebut polinomial Adomian, didefinisikan sebagai
Ay = N(uo)
Ay = uy N'(uy)

2
Ay = uyN'(ug) + uz—lN"(uo)
3
! 14 ul "
As = usN'(up) + ujuy; N"(ug) + gN (up)

Selanjutnya menggunakan Persamaan (2.8) dan (2.9) diperoleh
© oUy =h+ LG — L"'Ru— L™ INu. (2.11)
Dengan mensubstitusi Persamaan (2.9) dan (2.10) ke Persamaan (2.11) diperoleh
§=0 Uy, = h + L_lG - L_lRZﬁzo Uy — L_l §=O An
Lebih lanjut, Persamaan (2.11) dapat diuraikan yaitu
uy=h+ L71G
dan
u, = — L Y(Ru,_1) —L7'(4,_1), n=12,3,...[4]

2.4 Transformasi Laplace
Berikut diberikan definisi dari transformasi Laplace.
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Definisi 2.4.1 [9]

Diberikan f(t) fungsi dari t untuk t > 0. Transformasi Laplace f(t)
dituliskan L{f (t)} dan didefinisikan sebagai berikut :

LUFOY=F(s) = [ et f(t)dt

untuk semua s sehingga integral ada.

Sebagai catatan, nilai s ini menyebabkan fungsi F(s) konvergen.

Berikut ini diberikan sifat-sifat dasar transformasi Laplace yang dapat
digunakan untuk mempermudah dalam proses menentukan transformasi suatu
fungsi.

1. Sifat Linieritas (Linearity property)

Teorema 2.4.2 [2]

Jika L{f;(t)} = Fi(s) dan L{f,(t)} = F,(s), dan c; dan c, sebarang konstanta
maka L{ci f1(t) + c2f2(£)} = ¢1 F1(s) + ¢, F,(s)

Bukti. Diketahui L{f; ()} = Fi(s) = fowe‘“fl(t)dt dan

L{H ()} = Fy(s) = [} e~ fy(t)dk.
Untuk sebarang konstanta c; dan c;,
L{c i) + 220} = [} e~ (e (D) + c2fo (D)) dt
= foooe_“clfl () + e e fr(t)dt
=c; [, et f(Odt + ¢y [ e f (1) dt
= 1 L{F1(8)} + . L{F,(s)}
= ¢1F1(s) + ¢, F,(s).
Jadi terbukti bahwa L{lel (t) + szz (t)} = ClFl (S) + C2F2 (S)I
Sifat linier ini sekaligus membuktikan bahwa transformasi Laplace £ juga
merupakan operator linier.
2. Sifat Derivatif
Teorema 2.4.3 [9]
Jika L{f (t)} = F(s) maka
a. Turunan pertama

0

LF©) = j et POt = s LIF (D)) — £(0) = s F(s) — £(0)

0

b. Turunan kedua

0

LUF(O)} = f et Fr(R)dt = s LIF ()} — £(0)
= 52 L{F (D} — F(0) — sf(0).

c. Secara umum untuk turunan ke-n dapat ditulis

L{f(”)(t)} =g" L{f(t)} — f(n—l)(o) — Sf("_z)(O) —_ e — S”_lf(O).
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Pada pembahasan sebelumnya, permasalahannya adalah diberikan suatu
fungsi f yang didefinisikan untuk t >0, kemudian ditentukan transformasi Laplce
dari fungsi tersebut yang dinyatakan dengan L{f(t)} = F(s). Sekarang
permasalahannya adalah diberikan fungsi F kemudian tentukan invers
transformasi, yang dinyatakan dengan £L~{F(s)} = f(¢t).

Berikut diberikan definisi invers transformasi Laplace.

Definisi 2.4.4 [9]

Jika transformasi Laplace suatu fungsi f(t) adalah F(s), yaitu L{f(t)} = F(s),
maka f(t) disebut invers transformasi Laplace dari F(s) dan ditulis:
LTHF ()} = f(D).

Fungsi invers transformasi Laplace tunggal. Berikut diberikan pada
teorema berikut
Teorema 2.4.5 [9]

Jika f dan g fungsi kontinu untuk t > 0 dan mempunyai transformasi Laplace F
maka f(t) = g(t) untuk setiap t = 0.

Sifat Linieritas (Linearity property) juga berlaku pada invers transformasi
Laplace. Suatu transformasi Laplace misalkan F(s) dinyatakan

F(s) = Fi(s) + F,(s) + -+ + E,(s).

Andaikan f,(¢) = L7HF(5)}, fo(6) = LTHE()}, ..., fu(8) = LTHE ()},
maka fungsi f(t) = fi(t) + f(t) + - + f,,(t) mempunyai transformasi Laplace
yaitu F (s). Dengan menggunakan sifat ketunggalan diperoleh

L7HF ()} = L7THF ()} + L7HE ()} + -+ LTHE ()}

Jadi invers transformasi Laplace £~! juga merupakan operator linier. [2]

3. METODE PENELITIAN

Metode yang digunakan di dalam penelitian ini adalah studi literatur.
Materi yang digunakan terdiri dari buku-buku dan jurnal-jurnal yang membahas
tentang persamaan diferensial biasa linier dan nonlinier, teori transformasi
Laplace dan terapannya, metode dekomposisi Adomian, metode dekomposisi
Adomian Laplace.

4. HASIL DAN PEMBAHASAN
4.1 Metode Dekomposisi Adomian Laplace
Persamaan (2.6) dapat ditulis menjadi (2.7), yaitu Lu = G — Ru — Nu

dengan N adalah operator nonlinier dan L adalah operator diferensial linier orde
lebih tinggi dari R, R adalah operator diferensial linier dari orde yang kurang dari
L , dan G suku nonhomogen.

Selanjutnya persamaan (2.7) dikenakan operator transformasi Laplace £
diperoleh

L{Lu} = L{G} — L{Ru} — L{Nu}.

L{u} = ﬁ (h(s) + L{G} — L{Ru} — L{Nu}) (4.1)
dengan k(s) dan h(s) adalah fungsi dalam s akibat penguraian transformasi
Laplace dari L{Lu} dengan nilai awal yang diberikan. Kemudian mengikuti pola
pada pendefinisian Adomian maka solusi sebagai jumlahan deret tak hingga,
akibatnya diperoleh
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L{u} = LI =0 un} (4.2)
Masalah lebih lanjut adalah pada dekomposisi suku nonlinier Nu.
Adomian mendefinisikan persamaan (2.10) N(uw) = X, -0 4n, dengan
A, = [(m NQ = U A )] , komponen A,, disebut polinomial Adomian.
Selanjutnya menggunakan Persamaan (4.1) dan (4.2) diperoleh
L{r=oun} = m(h(SH L{G} — L{Ru} — L{Nu}) . (4.3)

Dengan mensubstitusi Persamaan (2.10) ke Persamaan (4.3) diperoleh
o h(s)+ L{G} L{Ru} L{ZT—¢An
L gu,} = I){ (S){ } ;(5)} _ {Zk(so) }
Lebih lanjut, Persamaan (4.1) dapat diuraikan yaitu
L{ug} = h(s) + L{G}
L{u, 41} = — L(Ru,) — L(A,),n=10,1,2,3,...
Selanjutnya dikenakan invers transformasi Laplace diperoleh
L7 L{ug} = ug = L7H{h(s) + L{G}}
L7 U1} = Uy = L7 L(Ru,) — L(A)}L,n=0,1,2,3, ...

4.2 Solusi

Diberikan persamaan diferensial nonlinier orde n dengan koefisien fungsi
sebarang berbentuk

22 by (D b+ by ()L + by Oy + f() =0 (4.4)
dengan nilai awal
y(o) = Qp 1y/(0) = al,...,y(n)(O) = Uy, (45)

dan b;(t) fungsi dalam variabel t, dengan i =0,1,2,..,n—1
a;, konstanta riil, dengan i =0,1,2,...,n
f (y) fungsi nonlinier

Berikut langkah-langkah untuk menentukan solusi persamaan (4.4) dengan
nilai awal (4.2) menggunakan metode dekomposisi Adomian Laplace.

Langkah 1Persamaan (4.4) dapat ditulis menjadi

2 by (O — = by (O 2~ hyy — () (4.6)

Langkah 2 operator transformasi Laplace digunakan pada Persamaan (4.6)
{8 b (OS2 — o~ £ {2 - Libe (D) ~ LU (A7)

Kemudian dengan sifat turunan ke-n dari ruas Kiri persamaan (4.7) diperoleh

s" Ly} =y TD(0) = sy®TB(0) — - = 5" 71y(0)
n 1 d
= { a0 f} ---—L{bl(t)d—{}—ﬁ{bo GUEFIO)

(4.8)
Nilai awal (4.5) disubstitusi ke (4.8) diperoleh
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n—

n—1
Ly = et osta Ly, 05 - -2 L{bi (92 -
S+ Libo (O} = 5 LF O} (4.9)
Metode Dekomposisi Adomian mendefinisikan solusi dalam bentuk deret
tak hingga, yaitu y = }72,y;  dengan y; dihitung secara rekursif. Selanjutnya,
dekomposisi  bentuk  nonlinier dari  f(y) adalah f(y) =X, 4;,
dengan A; adalah polinomial Adomian dari y;, perhitungan polinomial Adomian

; _ 1[4l foyo k -
dengan formula berikut 4; = - [,Mif(zlmo U )]/1:0’ i=0,12,..

Selanjutnya, jika diasumsikan solusi dalam bentuk deret tak hingga, maka
persamaan (4.9) menjadi

N n-1 +S0p_p — - — -l 1 dn_l ?O= i
L{Zyi};l S - ao—s—nﬁ{bn_lu)—(z_”yl)}—

L gn dt" 1
d i ©
Lefby DL 0T, y) - L4054 (410)
Lebih lanjut, Persamaan (4.10) dapat diuraikan menjadi:
_...—Sn71
L{y,} = et i (4.11)
arly, dy;
L1} = — Slnﬁ{ n-1(6) = }i } — = Sinﬁ{b1(t) %} - Slnﬁ{bo ®yi} —
S L{A} (4.12)

dengan i =0,1,2,...

Langkah 3 Berdasarkan langkah 2, telah diperoleh

L{yo} dan L{y;41},i=10,1,2,..

Selanjutnya untuk memperoleh y, dan y;;1 , i =0,1,2,... digunakan invers
transformasi Laplace pada persamaan (4.11) dan (4.12), yaitu

1 (an—1 +sap_o ——s""a
yo =L 1{ n—1 n—2 0}

sh

_ 1 d" 1y, dy; 1

Vier = L= S £{buy (28 - = S £ {b ()2 - S £y (07} -

1

(A} }
dengan i =0,1,2,..
Contoh:
d?y dy 3
=+ -t —y=2y (4.13)
nilai awal y(0) = 1,y'(0) = 1 (4.14)
Langkah 1 Persamaan (4.13) diubah dalam bentuk
d? d
—=-0-0>+y+2y° (4.15)
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Langkah 2
Dengan menggunakan operator transformasi Laplace, Persamaan (4.15) menjadi
2
L {%} - —1:{(1 - %} + Ly} + £{2y%) (4.16)
Dengan sifat turunan ke-2 , persamaan (4.16) menjadi
52 L)} - y'(0) - sy(0) = —£{(1 = ) Z} + Ly} + £{2y°}. (417)

Nilai awal (4.11) disubstitusi ke (4.17) diperoleh

sy} -1-s=-£{1 - 02} + Ly} + L{2y%)

o =1+ 5-L{a -2+ Lo+ 2 Ly (4.18)
Selanjutnya, jika diasumsikan solusi dalam bentuk deret tak hingga, maka
persamaan (4.18) menjadi

fszoy) =1+ S-Sofa -0 Lifse gy} + 2 L5040 (419)

Dekomposisi bentuk nonlinier dari f(y) = y3 adalah f(y) = X2, 4,
dengan A; adalah polinomial Adomian dari y;, perhitungan polinomial Adomian

dengan formula berikut 4; = % dd—/;f(z‘,‘;(‘):o ukxl")]/1 . i=0,1,2,... Polinomial

Adomian suku nonlinier y?3 diperoleh berbentuk

Ay = y3 (4.20)
A; = 3yiyn (4.21)
Ay =3y5y, + 3yoyi (4.22)
Az = 3y§ys + 6yoy1y2 +¥i (4.23)

Lebih lanjut, Persamaan (4.19) dapat diuraikan menjadi:
1 1
L{yo} = Tt
dy; .
Liyin} = —5L{A -0+ 5LOI+5 LA} 120,12,
dengan Ay, Aq, Ay, Az, ... pada persamaan (4.20)-(4.23).

Langkah 3 Berdasarkan langkah 2, telah diperoleh
L{yo} dan L{y;41},i=10,1,2,..
Selanjutnya untuk memperoleh y, dan y,,; , i =0,1,2,.. digunakan invers

transformasi Laplace, yaitu
1

o=t {Te G} =14t
_ 1 dy;) . 1 2 .
Yoy = L1 {—S—ZL{(l ~092d 1 L)+ L{Ai}}, untuk i = 0,1,2, ...
Untuki =0
_ 1 dy 1 2 4t3 t4 tS
yr= L= 2ef{a- 02+ Do)+ 2 s = 2+ 4 D4 D
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y2 =L~ 1{—i£{(1—t) }+ Ly} + 2 L{Al}}

5¢4

7¢5 9¢6  38¢7  3¢t8 ¢9

=——+—+—++—+—+—+—.

M

105 40 120

(1 dy,) 1 2
y3 =L71 {—S—zﬁ{(l —t) d_tz} + S—Z»C{}Q} t2 L{Az}}

4t7  25t8  361t%  3233¢10  20¢11 11412 11413

5 24 540 12600 462 1200 15600

Untuk i = 3, dengan bantuan program Maple 11 diperoleh

d
yi =71 {—S%L{u ~0 Py S+ L{Ag}}

t> 13t

41t7  1213t%  7t? 999110 14603t!! 832991t12

50 T 180

T 280 6720 118 T 10800 T 16632 | 1663200

2066429t3  20101¢'* 8101t%S  211t6

1081088 + 400400 * 900900 * 208000
211tY

* 3536000

Solusi dalam bentuk deret tak hingga diperoleh
Y=Yot+ty1+Y2tys+ys+ -
—1+t+t2+t3+t4+t5+—t6+ -

359
360

~ —, dengan syarat t # 1.

1-

5. KESIMPULAN

Metode dekomposisi Adomian Laplace digunakan untuk menentukan
solusi persamaan diferensial biasa nonlinier koefisien fungsi berbentuk (4.4) dan
(4.5), solusi yang diperoleh yaitu

Yy =20V
dengan
o = £ sty ),
yirr = L= 2{buo (OS2 — - Lo by ()2 ~ L by 0y -
(A} }
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