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ABSTRAK 
Paper ini menjelaskan kondisi suatu matriks bersih pada 𝕄𝕄2(ℤ) dan menjelaskan syarat perlu dan 
syarat cukup matriks bersih pada 𝕄𝕄2(ℤ). Hasil dari penelitian ini yaitu, 𝑨𝑨 adalah matriks 1-bersih 
jika dan hanya jika 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑨𝑨) − 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑨𝑨) = 0 atau −2. Kemudian 𝑨𝑨 adalah matriks 0-bersih jika dan 
hanya jika 𝑨𝑨 adalah matriks unit, atau memenuhi salah satu dari persamaan 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑑𝑑 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 =
±1, 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 = ±1, �– 𝑏𝑏�𝑤𝑤2 + (𝑎𝑎 − 𝑑𝑑)𝑤𝑤𝑤𝑤 + (𝑐𝑐)𝑥𝑥2 + (𝑏𝑏)𝑤𝑤 + (𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 ± 1)𝑥𝑥 =

0. Serta syarat perlu dan syarat cukup 𝑨𝑨 adalah matriks 0-bersih yaitu jika 𝑩𝑩 = �𝑎𝑎 𝑏𝑏
0 0� ∈ 𝕄𝕄2(ℤ) 

adalah matriks 0-bersih maka 𝑨𝑨 adalah matriks 0-bersih. 

Kata kunci: ring, ring komutatif, matriks idempoten, matriks unit, matriks bersih. 

1. PENDAHULUAN 

Salah satu himpunan tak kosong dengan operasi biner yang dipelajari pada 
struktur aljabar adalah ring. Ring dengan sifat komutatif pada operasi kedua 
disebut ring komutatif, contohnya adalah ℤ. Matriks persegi dengan entri berupa 
elemen ring komutatif seperti 𝕄𝕄2(ℤ) disebut matriks bersih jika dapat ditulis 
dalam bentuk 𝑬𝑬 + 𝑼𝑼, dengan 𝑬𝑬 = 𝑬𝑬𝟐𝟐 dan 𝑼𝑼 adalah matriks unit. Tidak setiap 
matriks unit dan matriks idempoten pada 𝕄𝕄2(ℤ) memenuhi bentuk 𝑬𝑬 + 𝑼𝑼, 
sehingga ditentukan syarat perlu dan syarat cukup matriks bersih pada 𝕄𝕄2(ℤ) 
sebagai tujuan dari penelitian. 

2. TINJAUAN PUSTAKA 
 
Salah satu himpunan tak kosong dengan operasi biner yang dipelajari pada 

struktur aljabar adalah ring. Ring yang bersifat komutatif pada operasi kedua 
disebut ring komutatif. 

Definisi 2.1 [2] 
Suatu himpunan tak kosong 𝑅𝑅 dengan dua operasi biner, yaitu operasi pertama 
(+) dan operasi kedua (⋅) disebut ring jika memenuhi aksioma-aksioma berikut: 
1. 〈𝑅𝑅, +〉 adalah grup abelian 

a) Bersifat  assosiatif, ∀ 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ∈ 𝑅𝑅 berlaku (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) + 𝑐𝑐 = 𝑎𝑎 + (𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) 
b) Memiliki identitas di 𝑅𝑅, ∀ 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 ∃ 0𝑅𝑅 ∈ 𝑅𝑅 sehingga  0𝑅𝑅 + 𝑎𝑎 = 𝑎𝑎 + 0𝑅𝑅 =

𝑎𝑎 
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c) Memiliki invers di 𝑅𝑅, ∀𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 ∃ − 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 sehingga 𝑎𝑎 + (−𝑎𝑎) = −𝑎𝑎 + 𝑎𝑎 =
0𝑅𝑅 

d) Bersifat komutatif, ∀ 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 berlaku 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 = 𝑏𝑏 + 𝑎𝑎 
2. 〈𝑅𝑅,⋅〉 bersifat assosiatif, ∀ 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ∈ 𝑅𝑅 berlaku (𝑎𝑎 ⋅ 𝑏𝑏) ⋅ 𝑐𝑐 = 𝑎𝑎 ⋅ (𝑏𝑏 ⋅ 𝑐𝑐) 
3. Untuk ∀ 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ∈ 𝑅𝑅, berlaku: 

(i) Distributif kiri, 𝑎𝑎 ⋅ (𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) = (𝑎𝑎 ⋅ 𝑏𝑏) + (𝑎𝑎 ⋅ 𝑐𝑐) dan  
(ii) (ii) Distributif kanan, (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) ⋅ 𝑐𝑐 = (𝑎𝑎 ⋅ 𝑐𝑐) + (𝑏𝑏 ⋅ 𝑐𝑐). 

 
Definisi 2.2 [4] 
Suatu ring 𝑅𝑅 adalah ring komutatif, jika pada operasi kedua bersifat komutatif 
yaitu untuk setiap 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 berlaku 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑏𝑏𝑏𝑏. 

Jika matriks 𝑨𝑨 ∈ 𝕄𝕄𝑛𝑛(𝑅𝑅) dapat ditulis dalam bentuk 𝑬𝑬 + 𝑼𝑼, untuk 𝑬𝑬 = 𝑬𝑬𝟐𝟐 
dan 𝑼𝑼 adalah matriks unit maka 𝑨𝑨 disebut matriks bersih, yang dijelaskan pada 
definisi berikut. 

Definisi 2.3 [3] 
Suatu matriks persegi 𝑬𝑬, dengan 𝑬𝑬2 = 𝑬𝑬 disebut matriks idempoten. 

Definisi 2.4 [3] 
Suatu matriks 𝑨𝑨 disebut sebagai matriks unit jika dan hanya jika 𝑨𝑨 memiliki 
invers. 

Definisi 2.5 [5] 
Diberikan 𝑒𝑒 idempoten di 𝑅𝑅, dimana 𝑅𝑅 adalah ring komutatif. Jika matriks 
𝑴𝑴 ∈ 𝕄𝕄𝑛𝑛(𝑅𝑅) dapat ditulis dalam bentuk 𝑬𝑬 + 𝑼𝑼 maka 𝑴𝑴 adalah matriks bersih, 
untuk beberapa 𝑬𝑬 = 𝑬𝑬2 dan beberapa 𝑼𝑼 ∈ 𝕄𝕄𝑛𝑛(𝑅𝑅), dimana 𝑼𝑼 adalah matriks 
unit. Dengan 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑬𝑬) = 𝑒𝑒, maka 𝑴𝑴 adalah matriks 𝑒𝑒-bersih. 

Berdasarkan uraian di atas, matriks bersih pada 𝕄𝕄𝟐𝟐(ℤ) ditentukan dari 
bentuk matriks idempoten 𝑬𝑬 dan matriks unit 𝑼𝑼 pada 𝕄𝕄𝟐𝟐(ℤ) yang memiliki entri 
bilangan bulat sehingga terdapat persamaan diophantin yang harus terpenuhi. 
Tidak setiap matriks pada 𝕄𝕄𝟐𝟐(ℤ) adalah matriks bersih karena tidak setiap 
matriks unit dan matriks idempoten pada 𝕄𝕄𝟐𝟐(ℤ) memenuhi bentuk 𝑬𝑬 + 𝑼𝑼, maka 
ditentukan syarat perlu dan syarat cukup matriks bersih pada 𝕄𝕄𝟐𝟐(ℤ) sebagai 
tujuan penelitian. 

Definisi 2.6 [9] 

Suatu persamaan dengan penyelesaian berupa bilangan bulat disebut persamaan 
diophantin.  
 
Teorem 2.7 [1] 
Matriks 𝐴𝐴 = �𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑑𝑑�dapat dibalik jika 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 ≠ 0 dimana inversnya dapat 
diperoleh dengan rumus berikut 

𝐴𝐴−1 =
1

det (𝐴𝐴)
� 𝑑𝑑 −𝑏𝑏
−𝑐𝑐 𝑎𝑎 � 
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Lemma 2.8[8] 
Diberikan 〈ℤ, +, . 〉ring komutatif dan 𝕄𝕄𝟐𝟐(ℤ) = ��𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑑𝑑� ;𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐,𝑑𝑑 𝜖𝜖 ℤ�. Dengan 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝕄𝕄𝟐𝟐(ℤ)merupakan matriks idempoten jika dan hanya jika E merupakan salah 
satu dari bentuk berikut 

�0 0
0 0� , �1 0

0 0� , �0 0
0 1� , �

𝑤𝑤 𝑥𝑥
𝑤𝑤(1 − 𝑤𝑤)

𝑥𝑥
1 − 𝑤𝑤�  𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 �𝑤𝑤

𝑤𝑤(1 − 𝑤𝑤)
𝑥𝑥

𝑥𝑥 1 − 𝑤𝑤
� , 𝑥𝑥 ≠ 0 

 
3. METODOLOGI 

Dengan metode studi literatur yang bersumber dari buku, artikel, dan 
jurnal, penelitian diawali dari mengumpulkan materi tentang ring, ideal, 
unimodular, matriks, dan persamaan diophantin, kemudian mempelajarinya. 
Selanjutnya, menjelaskan kondisi matriks bersih pada 𝕄𝕄2(ℤ), menjelaskan syarat 
perlu dan syarat cukup matriks bersih pada 𝕄𝕄2(ℤ), memberikan contoh, dan 
membuat kesimpulan. 

 
3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Berikut diberikan lebih dulu lemma yang menjelaskan sifat matriks unit 
pada 𝕄𝕄2(ℤ). 
Lemma 3.1 
Suatu matriks 𝑼𝑼 ∈ 𝕄𝕄2(ℤ) memiliki invers 𝑼𝑼−𝟏𝟏 ∈ 𝕄𝕄2(ℤ) jika dan hanya jika 
d𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑼𝑼) = ±1.  
Bukti: 
(⟹) Diketahui 𝑼𝑼 adalah matriks unit di 𝕄𝕄2(ℤ). Akan dibuktikan d𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑼𝑼) = ±1. 
Berdasarkan [1] yaitu jika suatu matriks U memiliki invers maka  𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑼𝑼−1) =

1
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑼𝑼). Misalkan 𝑼𝑼−𝟏𝟏 = �

𝑚𝑚 𝑛𝑛
𝑜𝑜 𝑝𝑝�, maka 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑼𝑼−1) = �

𝑚𝑚 𝑛𝑛
𝑜𝑜 𝑝𝑝� = 𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑛𝑛𝑛𝑛. Karena 

𝑼𝑼−𝟏𝟏 ∈ 𝕄𝕄2(ℤ) maka 𝑚𝑚,𝑛𝑛, 𝑜𝑜,𝑝𝑝 ∈ ℤ sehingga 𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ ℤ, dengan kata lain 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑼𝑼−𝟏𝟏) ∈ ℤ. Akibatnya 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑼𝑼) |1 sehingga 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑼𝑼) = 1 atau 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑼𝑼) = −1. 
(⟸)Diketahui 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑼𝑼) = ±1, dengan 𝑼𝑼 = �𝑟𝑟 𝑠𝑠

𝑡𝑡 𝑢𝑢� ∈ 𝕄𝕄2(ℤ). Akan dibuktikan 
𝑼𝑼−𝟏𝟏 ∈ 𝕄𝕄2(ℤ). Berdasarkan Teorema 2.7[1], 𝑼𝑼−1 = 1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑼𝑼)
� 𝑢𝑢 −𝑠𝑠
−𝑡𝑡 𝑟𝑟 �  

(i) Jika 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑼𝑼) = 1, maka  

𝑼𝑼−1 =
1
1
� 𝑢𝑢 −𝑠𝑠
−𝑡𝑡 𝑟𝑟 �  = � 𝑢𝑢 −𝑠𝑠

−𝑡𝑡 𝑟𝑟 � 
 

(ii) Jika 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑼𝑼) = −1, maka 

𝑼𝑼−1 =
1
−1

� 𝑢𝑢 −𝑠𝑠
−𝑡𝑡 𝑟𝑟 �  = �−𝑢𝑢 𝑠𝑠

𝑡𝑡 −𝑟𝑟� 

Berdasarkan dari (i) dan (ii), karena 𝑟𝑟, 𝑠𝑠, 𝑡𝑡,𝑢𝑢,−𝑟𝑟,−𝑠𝑠,−𝑡𝑡,−𝑢𝑢 ∈ ℤ  maka 𝑼𝑼−1 ∈
𝕄𝕄2(ℤ). ∎ 
Teorema berikut menjelaskan kondisi matriks 1-bersih pada 𝕄𝕄2(ℤ). 
Teorema 3.2 
Diberikan 𝑨𝑨 = �𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑑𝑑� ∈ 𝕄𝕄2(ℤ), 𝑨𝑨 merupakan matriks 1-bersih jika dan hanya 
jika 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑨𝑨) − 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑨𝑨) = 0 atau 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑨𝑨) − 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑨𝑨) = −2. 
Bukti: 
(⟹) Diketahui 𝑨𝑨 adalah matriks 1-bersih. Berdasar Definisi matriks bersih[5], 
maka 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑬𝑬) = 1. Akan dibuktikan 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑨𝑨) − 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑨𝑨) = 0 atau 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑨𝑨) − 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑨𝑨) =
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−2. Berdasarkan Lemma 2.8[8], matriks idempoten 𝑬𝑬 = �1 0
0 1� = 𝑰𝑰 sehingga 

𝑨𝑨 = 𝑰𝑰 + 𝑼𝑼, dengan kata lain 𝑨𝑨 − 𝑰𝑰 = 𝑼𝑼. Berdasar Lemma 3.1, 𝑼𝑼 memiliki invers 
jika 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑼𝑼) = ±1, maka berlaku 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑨𝑨 − 𝑰𝑰) = ±1. 

(i) Jika 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑨𝑨 − 𝑰𝑰) = 1, maka  
�𝑎𝑎 − 1 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑 − 1� = 1 

⟺ (𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏) − (𝑎𝑎 + 𝑑𝑑) + 1 = 1 
⟺ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑨𝑨) − 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑨𝑨) = 0 

(ii) Dengan cara yang sama, jika 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑨𝑨 − 𝑰𝑰) = −1 maka diperoleh 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑨𝑨) −
𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑨𝑨) = −2. 

(⟸)Akan dibuktikan 𝑨𝑨 adalah matriks 1-bersih, cukup ditunjukkan 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑬𝑬) = 1, 
berdasar Lemma 2.1[8] maka matriks idempoten 𝑬𝑬 = �1 0

0 1� = 𝑰𝑰 dengan 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑬𝑬) = 1. Berdasar bukti ke kanan terbukti matriks idempoten 𝑬𝑬 = 𝑰𝑰 dengan 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑬𝑬) = 1. ∎ 

Lemma berikut menjelaskan hubungan beberapa bentuk matriks 
idempoten dengan matriks unit pada 𝕄𝕄2(ℤ). 
Lemma 3.3 
Diberikan 𝑨𝑨 ∈ 𝕄𝕄2(ℤ) dan 𝑬𝑬 adalah matriks idempoten di 𝕄𝕄2(ℤ). 
(i) Jika 𝑬𝑬 = �0 0

0 0�, maka 𝑨𝑨 − 𝑬𝑬 adalah unit jika dan hanya jika 𝑨𝑨  adalah unit. 

(ii) Jika 𝑬𝑬 = �1 0
𝑦𝑦 0�, maka 𝑨𝑨 − 𝑬𝑬 adalah unit jika dan hanya jika 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑑𝑑 +

𝑏𝑏𝑏𝑏 = ±1.  
(iii) Jika 𝑬𝑬 = �0 0

𝑦𝑦 1�, maka 𝑨𝑨 − 𝑬𝑬 adalah unit jika dan hanya jika 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 +
𝑏𝑏𝑏𝑏 = ±1. 

(iv) Jika 𝑬𝑬 = �1 𝑦𝑦
0 0�, maka 𝑨𝑨 − 𝑬𝑬 adalah unit jika dan hanya jika 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑑𝑑 +

𝑐𝑐𝑐𝑐 = ±1. 
(v) Jika 𝑬𝑬 = �0 𝑦𝑦

0 1�, maka 𝑨𝑨 − 𝑬𝑬 adalah unit jika dan hanya jika 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 +
𝑐𝑐𝑦𝑦 = ±1. 

Bukti: 
Berdasar Definisi matriks bersih[5], maka 𝑨𝑨 = 𝑼𝑼 + 𝑬𝑬 dengan kata lain 𝑨𝑨 − 𝑬𝑬 =
𝑼𝑼.  
(i) Jika 𝑬𝑬 = �0 0

0 0�. Akan dibuktikan 𝑨𝑨 − 𝑬𝑬 adalah unit jika dan hanya jika 𝑨𝑨 
adalah unit. 
 𝑨𝑨 − 𝑬𝑬 = �𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑑𝑑� − �0 0
0 0� = �𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑑𝑑� = 𝑨𝑨 
Jadi, diperoleh 𝑨𝑨 − 𝑬𝑬 = 𝑨𝑨 maka 𝑨𝑨 − 𝑬𝑬 adalah unit jika dan hanya jika 𝑨𝑨 
adalah unit. 

(ii) Diketahui jika 𝑬𝑬 = �1 0
𝑦𝑦 0�. 

(⟹) 
Akan dibuktikan jika 𝑨𝑨 − 𝑬𝑬 adalah unit maka 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑑𝑑 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 = ±1. 
 𝑨𝑨 − 𝑬𝑬 = �𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑑𝑑� − �1 0
𝑦𝑦 0� = �𝑎𝑎 − 1 𝑏𝑏

𝑐𝑐 − 𝑦𝑦 𝑑𝑑� 
Berdasarkan Lemma 3.1, 𝑨𝑨 − 𝑬𝑬 adalah unit di 𝕄𝕄2(ℤ) jika berlaku 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑨𝑨 −
𝑬𝑬 ) = ±1. 
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(a) Jika 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑨𝑨 − 𝑬𝑬 ) = 1, maka 
�𝑎𝑎 − 1 𝑏𝑏
𝑐𝑐 − 𝑦𝑦 𝑑𝑑� = 1 

⟺  𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑑𝑑 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 = 1 
(b) Dengan cara yang sama, jika 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑨𝑨 − 𝑬𝑬 ) = −1 diperoleh 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 −

𝑑𝑑 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 = −1. 
(⟸) 
Akan dibuktikan jika 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑑𝑑 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 = ±1 maka 𝑨𝑨 − 𝑬𝑬 adalah unit. 
Cukup ditunjukkan 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑨𝑨 − 𝑬𝑬 ) = ±1. Berdasar (ii)(a) dan (ii)(b) terbukti 
𝑨𝑨 − 𝑬𝑬 adalah unit. 
Untuk bukti (iii) ,(iv), dan (v) dapat terbukti dengan cara yang sama dengan 
(ii). ∎   

Teorema berikut menjelaskan kondisi persamaan diophantin berorde dua 
dengan solusi dua variabel pada matriks bersih. 
 
Teorema 3.4 
Diberikan 𝑨𝑨 ∈ 𝕄𝕄2(ℤ) dan matriks idempoten 𝑬𝑬 ∈ 𝕄𝕄2(ℤ) dengan determinan 
bernilai nol dan 𝑬𝑬 ∉ 𝑋𝑋. Sehingga 𝑨𝑨 − 𝑬𝑬 adalah unit jika dan hanya jika salah 
satu dari persamaan diophantin berikut mempunyai solusi (𝑤𝑤, 𝑥𝑥);  𝑤𝑤 ≠
0 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑤𝑤 ≠ 1 ; 𝑥𝑥 ≠ 0 dan 𝑥𝑥|𝑤𝑤(1 − 𝑤𝑤). 
(−𝑏𝑏)𝑤𝑤2 + (𝑎𝑎 − 𝑑𝑑)𝑤𝑤𝑤𝑤 + (𝑐𝑐)𝑥𝑥2 + (𝑏𝑏)𝑤𝑤 + (𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 − 1)𝑥𝑥 = 0 ...(3.1) 
(−𝑏𝑏)𝑤𝑤2 + (𝑎𝑎 − 𝑑𝑑)𝑤𝑤𝑤𝑤 + (𝑐𝑐)𝑥𝑥2 + (𝑏𝑏)𝑤𝑤 + (𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 + 1)𝑥𝑥 = 0 ...(3.2) 
Bukti: 
(⟹) 
Diketahui 𝑬𝑬 adalah matriks idempoten dengan 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑬𝑬) = 0. Karena 𝑬𝑬 ∉ 𝑋𝑋, 
dimana  
𝑋𝑋 = ��0 0

0 0� , �1 0
0 1� , �0 0

𝑦𝑦 1� , �1 0
𝑦𝑦 0�� maka berdasar Lemma 2.1[8], 𝑬𝑬 =

�
𝑤𝑤 𝑥𝑥

𝑤𝑤(1−𝑤𝑤)
𝑥𝑥

1 −𝑤𝑤� dan 𝑬𝑬 = �𝑤𝑤
𝑤𝑤(1−𝑤𝑤)

𝑥𝑥
𝑥𝑥 1 −𝑤𝑤

�. Akan dibuktikan, jika 𝑨𝑨 − 𝑬𝑬 adalah unit 

maka salah satu dari persamaan diophantin (3.1) atau (3.2) mempunyai solusi. 

Dipilih 𝑬𝑬 = �
𝑤𝑤 𝑥𝑥

𝑤𝑤(1−𝑤𝑤)
𝑥𝑥

1 −𝑤𝑤�, misalkan 𝑨𝑨 − 𝑬𝑬 = 𝑼𝑼, maka 𝑼𝑼 adalah unit di 𝕄𝕄2(ℤ). 

Berdasar Lemma 3.1, 𝑼𝑼 adalah unit di 𝕄𝕄2(ℤ) jika  
dan hanya jika berlaku 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑼𝑼) = ±1. 
 
(i) Jika 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑨𝑨 − 𝑬𝑬) = 1, maka 

�
𝑎𝑎 − 𝑤𝑤 𝑏𝑏 − 𝑥𝑥

𝑐𝑐 − 𝑤𝑤−𝑤𝑤2

𝑥𝑥
𝑑𝑑 − (1 − 𝑤𝑤)� = 1  

⟺ 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑤𝑤 − 𝑤𝑤2 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑏𝑏 �𝑤𝑤−𝑤𝑤
2

𝑥𝑥
� − 𝑤𝑤 + 𝑤𝑤2 = 1  

⟺ 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎 + (𝑎𝑎 − 𝑑𝑑)𝑤𝑤 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑏𝑏 �𝑤𝑤−𝑤𝑤
2

𝑥𝑥
� = 1   kedua ruas 

dikalikan 𝑥𝑥 
⟺ (−𝑏𝑏)𝑤𝑤2 + (𝑎𝑎 − 𝑑𝑑)𝑤𝑤𝑤𝑤 + (𝑐𝑐)𝑥𝑥2 + (𝑏𝑏)𝑤𝑤 + (𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 − 1)𝑥𝑥 = 0  

(ii) Dengan cara yang sama dengan (i), jika 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑨𝑨 − 𝑬𝑬) = −1 diperoleh  
(−𝑏𝑏)𝑤𝑤2 + (𝑎𝑎 − 𝑑𝑑)𝑤𝑤𝑤𝑤 + (𝑐𝑐)𝑥𝑥2 + (𝑏𝑏)𝑤𝑤 + (𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 1)𝑥𝑥 = 0. 
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(iii) Andaikan tidak berlaku 𝑤𝑤 ≠ 0 atau 𝑤𝑤 ≠ 1, maka berlaku 𝑤𝑤 = 0  dan 𝑤𝑤 = 1. 

Jika 𝑬𝑬 = �
𝑤𝑤 𝑥𝑥

𝑤𝑤(1−𝑤𝑤)
𝑥𝑥

1 − 𝑤𝑤�, diperoleh 𝑬𝑬 = �0 𝑥𝑥
0 1� dan 𝑬𝑬 = �1 𝑥𝑥

0 0�. Jika 𝑬𝑬 =

�𝑤𝑤
𝑤𝑤(1−𝑤𝑤)

𝑥𝑥
𝑥𝑥 1 − 𝑤𝑤

�, diperoleh 𝑬𝑬 = �0 0
𝑥𝑥 1� dan 𝑬𝑬 = �1 0

𝑥𝑥 0�, dimana 𝑬𝑬 ∈ 𝑋𝑋 kontradiksi 

dengan diketahui  
maka tidak berlaku 𝑤𝑤 = 0 dan 𝑤𝑤 = 1, dengan kata lain berlaku 𝑤𝑤 ≠ 0 atau 
𝑤𝑤 ≠ 1. 

(iv) Karena �
𝑤𝑤 𝑥𝑥

𝑤𝑤(1−𝑤𝑤)
𝑥𝑥

1 − 𝑤𝑤� , �𝑤𝑤
𝑤𝑤(1−𝑤𝑤)

𝑥𝑥
𝑥𝑥 1 − 𝑤𝑤

� ∈ 𝕄𝕄2(ℤ), maka 𝑤𝑤(1−𝑤𝑤)
𝑥𝑥

∈ ℤ sehingga 
𝑤𝑤(1−𝑤𝑤)

𝑥𝑥
 akan terdefinisi jika 𝑥𝑥 ≠ 0 dan 𝑥𝑥|𝑤𝑤(1 − 𝑤𝑤). 

Berdasar (i) dan (ii) diperoleh persamaan diophantin (3.1) dan (3.2), berdasar (iii) 
dan (iv) persamaan diophantin mempunyai solusi (𝑤𝑤, 𝑥𝑥);𝑤𝑤 ≠ 0 dan  𝑤𝑤 ≠ 1 ; 𝑥𝑥 ≠
0 dan 𝑥𝑥|𝑤𝑤(1 − 𝑤𝑤).  

Karena 𝑬𝑬 = �
𝑤𝑤 𝑥𝑥

𝑤𝑤(1−𝑤𝑤)
𝑥𝑥

1 − 𝑤𝑤� memiliki transpos 𝑬𝑬𝑇𝑇 = �𝑤𝑤
𝑤𝑤(1−𝑤𝑤)

𝑥𝑥
𝑥𝑥 1 −𝑤𝑤

�, maka 𝑨𝑨 − 𝑬𝑬𝑇𝑇 

terbukti  
adalah unit dan 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑨𝑨 − 𝑬𝑬𝑇𝑇)  menghasilkan persamaan diophantin yang memiliki 
solusi yang  
sama dengan persamaan diophantin (3.1) dan (3.2). 
(⟸)  
Diketahui 𝑬𝑬 adalah matriks idempoten dengan 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑬𝑬) = 0. Karena 𝑬𝑬 ∉ 𝑋𝑋, 
dimana  
𝑋𝑋 = ��0 0

0 0� , �1 0
0 1� , �0 0

𝑦𝑦 1� , �1 0
𝑦𝑦 0��, berdasar Lemma 2.1[8], 

𝑬𝑬 = �
𝑤𝑤 𝑥𝑥

𝑤𝑤(1−𝑤𝑤)
𝑥𝑥

1 − 𝑤𝑤� dan 𝑬𝑬 = �𝑤𝑤
𝑤𝑤(1−𝑤𝑤)

𝑥𝑥
𝑥𝑥 1 −𝑤𝑤

�. Akan dibuktikan 𝑨𝑨 − 𝑬𝑬 adalah unit 

cukup ditunjukkan 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑨𝑨 − 𝑬𝑬) = ±1.  
Berdasarkan (i) dan (ii)  bukti ke kiri 𝑨𝑨 − 𝑬𝑬 adalah unit. ∎ 

Dari Lemma 3.3 dan Teorema 3.4 diperoleh kondisi dari suatu matriks 0-
bersih pada 𝕄𝕄2(ℤ) yang dijelaskan pada teorema berikut. 
Teorema 3.5 
Suatu matriks 𝑨𝑨 ∈ 𝕄𝕄2(ℤ) adalah matriks 0-bersih jika dan hanya jika memenuhi 
salah satu  
kondisi berikut: 
(i) 𝑨𝑨 adalah matriks unit.  
(ii) 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑑𝑑 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 = ±1, untuk suatu 𝑦𝑦 ∈ ℤ. 
(iii) 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 = ±1, untuk suatu 𝑦𝑦 ∈ ℤ. 
(iv) Persamaan diophantin (−𝑏𝑏)𝑤𝑤2 + (𝑎𝑎 − 𝑑𝑑)𝑤𝑤𝑤𝑤 + (𝑐𝑐)𝑥𝑥2 + (𝑏𝑏)𝑤𝑤 + (𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 −

1)𝑥𝑥 = 0  
dengan solusi nontrivial. 

(v) Persamaan diophantin (−𝑏𝑏)𝑤𝑤2 + (𝑎𝑎 − 𝑑𝑑)𝑤𝑤𝑤𝑤 + (𝑐𝑐)𝑥𝑥2 + (𝑏𝑏)𝑤𝑤 + (𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 +
1)𝑥𝑥 = 0 
dengan solusi nontrivial. 

Bukti:  
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Untuk bukti Teorema 3.5 (i), (ii), dan (iii) secara berturut-turut telah terbukti pada 
Lemma 3.3  
(i), (ii), dan (iii), kemudian bukti Teorema 3.5 (iv) dan (v) telah terbukti pada 
Teorema 3.3. ■ 

Berikut ini diberikan Proposisi 3.6 dan 3.7 yang menjelaskan syarat perlu 
dan syarat cukup matriks 0-bersih berdasarkan Teorema 3.5.  
Proposisi 3.6 
Diberikan 𝑩𝑩 = �𝑎𝑎 𝑏𝑏

0 0� ∈ 𝕄𝕄𝟐𝟐(ℤ). Jika 𝑩𝑩 adalah matriks 0-bersih maka 𝑩𝑩 adalah 
matriks bersih dan (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) adalah unimodular. 
Bukti: 
Diketahui 𝑩𝑩 adalah matriks 0-bersih. Akan dibuktikan 𝑩𝑩 adalah matriks bersih 
dan (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) adalah unimodular. Karena 𝑩𝑩 adalah matriks 0-bersih, 𝑩𝑩 pasti matriks 
bersih. Selanjutnya karena 𝑩𝑩 bukan matriks unit maka 𝑩𝑩 = 𝑼𝑼 + 𝑬𝑬 dengan  
𝑬𝑬 ≠ �0 0

0 0�. Berdasar Teorema 3.5, 𝑬𝑬 berupa salah satu dari bentuk berikut: 

�1 0
𝑦𝑦 0� , �0 0

𝑦𝑦 1� , �
𝑤𝑤 𝑥𝑥

𝑤𝑤(1−𝑤𝑤)
𝑥𝑥

1 − 𝑤𝑤�.  

(i) Jika 𝑬𝑬 = �1 0
𝑦𝑦 0�, berdasar Lemma 3.3(ii) dengan 𝑐𝑐 = 𝑑𝑑 = 0 diperoleh 

𝑏𝑏𝑏𝑏 = ±1 sehingga berdasarkan Definisi unimodular[5], (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) adalah 
unimodular. 

(ii) Jika 𝑬𝑬 = �0 0
𝑦𝑦 1�, berdasar Lemma 3.3(iii) dengan 𝑐𝑐 = 𝑑𝑑 = 0 diperoleh 

−𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 = ±1  
sehingga berdasarkan Definisi unimodular[5], (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) adalah unimodular. 

(iii) Jika 𝑬𝑬 = �
𝑤𝑤 𝑥𝑥

𝑤𝑤(1−𝑤𝑤)
𝑥𝑥

1 − 𝑤𝑤�, berdasar Teorema 3.4 berlaku persamaan 

diophantin (3.1) atau (3.2). Karena 𝑐𝑐 = 𝑑𝑑 = 0, diperoleh:  
1) (−𝑏𝑏)𝑤𝑤2 + (𝑎𝑎)𝑤𝑤𝑤𝑤 + (𝑏𝑏)𝑤𝑤 + (−𝑎𝑎 + 1)𝑥𝑥 = 0                    

…(3.3) 
⟺  (𝑏𝑏)(𝑤𝑤 − 𝑤𝑤2) + (𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎 + 1)𝑥𝑥 = 0  kedua ruas dibagi dengan 𝑥𝑥 
⟺ (𝑏𝑏) �𝑤𝑤−𝑤𝑤

2

𝑥𝑥
� + 𝑎𝑎(𝑤𝑤 − 1) + 1 = 0  

Misalkan �𝑤𝑤−𝑤𝑤
2

𝑥𝑥
� = 𝜆𝜆 dan (𝑤𝑤 − 1) = 𝜇𝜇, sehingga diperoleh 

𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 1 = 0 dengan kata lain 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 = −1                    
... (3.4) 

2) (−𝑏𝑏)𝑤𝑤2 + (𝑎𝑎)𝑤𝑤𝑤𝑤 + (𝑏𝑏)𝑤𝑤 + (−𝑎𝑎 − 1)𝑥𝑥 = 0                 …(3.5) 
Dengan cara yang sama, dari persamaan (3.5) diperoleh 
𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 1 = 0 dengan kata lain 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 1        ...(3.6) 

Dari persamaan (3.4) dan (3.6) diperoleh 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 = ±1, sehinggaberdasarkan 
Definisi unimodular [5], maka (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) adalah unimodular. Berdasarkan bukti di 
atas, jika 𝑩𝑩 matriks 0-bersih maka 𝑩𝑩 adalah matriks bersih dan (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) adalah 
unimodular. ■ 
Proposisi 3.7 
Diberikan 𝑨𝑨 = �𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑑𝑑� ,𝑩𝑩 = �𝑎𝑎 𝑏𝑏
0 0� ∈ 𝕄𝕄𝟐𝟐(ℤ). Jika 𝑩𝑩 adalah matriks bersih dan 

(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) adalah unimodular maka 𝑨𝑨 adalah matriks 0-bersih. 
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Bukti: 
Berdasar bukti Proposisi 3.6, jika 𝑩𝑩 matriks bersih dan (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) adalah unimodular 
berlaku 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 = ±1 untuk 𝜆𝜆, 𝜇𝜇 ∈ ℤ.  
Jika 𝑏𝑏 = 0, maka 𝑎𝑎𝑎𝑎 = ±1. Karena 𝜇𝜇 ∈ ℤ, maka 𝑎𝑎 adalah unit. Jika 𝑬𝑬 =

�0 0
𝑦𝑦 1� diperoleh −𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 = ±1, karena 𝑏𝑏 = 0 dan 𝑎𝑎 adalah unit, persamaan 
𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 = ±1  
terpenuhi, sehingga terbukti 𝑨𝑨 adalah matriks 0-bersih. 
Jika 𝑏𝑏 ≠ 0, maka terdapat dua kondisi, yaitu: 
(i) Jika 𝜆𝜆 = 0, maka 
(a) 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 1 ⟺ 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 1 
Sehingga  
𝑩𝑩 = �1 𝑏𝑏

0 0� = �1 0
0 −1� + �0 𝑏𝑏

0 1� 

(b) 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 = −1 ⟺  𝑎𝑎𝑎𝑎 = −1 
Sehingga  
𝑩𝑩 = �−1 𝑏𝑏

0 0� = �−1 0
0 −1� + �0 𝑏𝑏

0 1� 

Diperoleh 𝑬𝑬 = �0 𝑏𝑏
0 1� = �

𝑤𝑤 𝑥𝑥
𝑦𝑦 𝑧𝑧� sehingga 𝑤𝑤 = 0 dan 𝑥𝑥 = 𝑏𝑏 solusi nontrivial 

persamaan diophantin (3.3) atau (3.5) maka terbukti 𝑨𝑨 adalah matriks 0-bersih. 
(ii) Jika 𝜆𝜆 ≠ 0, berdasar bukti Proposisi 3.6 (iii), salah satu dari persamaan 
diophantin (3.3) atau (3.5) terpenuhi. Misalkan 𝑤𝑤 = 𝜇𝜇 + 1 dan 𝑥𝑥 = �𝑤𝑤−𝑤𝑤

2

𝜆𝜆
�, 

diperoleh 𝑥𝑥 = −𝜇𝜇(𝜇𝜇+1)
𝜆𝜆

.  
Selanjutnya subtitusi ke persamaan (3.3) dan (3.5) sehingga diperoleh: 
(a) 𝑏𝑏[(𝜇𝜇 + 1) − (𝜇𝜇 + 1)2] + [𝑎𝑎(𝜇𝜇 + 1) − 𝑎𝑎 + 1] �− 𝜇𝜇(𝜇𝜇+1)

𝜆𝜆
�  

= 𝑏𝑏(−𝜇𝜇 − 𝜇𝜇2) + (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 1) �− 𝜇𝜇(𝜇𝜇+1)
𝜆𝜆

�  

= �− 𝜇𝜇(𝜇𝜇+1)
𝜆𝜆

� [𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 1]  
Karena 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 = −1 dengan kata lain 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 1 = 0, diperoleh solusi 
nontrivial persamaan diophantin yaitu 𝑥𝑥 = �− 𝜇𝜇(𝜇𝜇+1)

𝜆𝜆
� ≠ 0. 

(b) Dengan cara yang sama, dari persamaan (3.5) diperoleh �− 𝜇𝜇(𝜇𝜇+1)
𝜆𝜆

� [𝑏𝑏𝑏𝑏 +
𝑎𝑎𝑎𝑎 − 1]. 
Karena 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 1 dengan kata lain 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 1 = 0, diperoleh solusi 
nontrivial persamaan diophantin yaitu 𝑥𝑥 = �− 𝜇𝜇(𝜇𝜇+1)

𝜆𝜆
� ≠ 0. 

Berdasarkan (a) dan (b) terbukti 𝑨𝑨 adalah matriks 0-bersih.  
Terbukti 𝑨𝑨 adalah matriks 0-bersih, jika 𝑩𝑩 matriks bersih dan (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) adalah 
unimodular. ■ 

Berdasarkan Proposisi 3.5 dan 3.6, diperoleh syarat perlu dan syarat cukup 
𝑨𝑨 adalah matriks 0-bersih yaitu jika 𝑩𝑩 adalah matriks 0-bersih maka 𝑨𝑨 adalah 
matriks 0-bersih. 
Contoh 3.8  
Diberikan 𝑨𝑨 = � 8 −3

−12 6 � dan 𝑩𝑩 = �8 −3
0 0 �, akan dibuktikan 𝑨𝑨 adalah matriks 1-

bersih dan 𝑨𝑨 adalah matriks 0-bersih. 
1) Berdasar Teorema 3.2, 𝑨𝑨 adalah matriks 1-bersih jika dan hanya jika 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑨𝑨) −
𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑨𝑨) = 0  
atau 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑨𝑨) − 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑨𝑨) = −2. 
 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑨𝑨) − 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑨𝑨)  = 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 − 𝑑𝑑 = 48 − 36 − 8 − 6 = −2 
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Teorema 3.2 terpenuhi sehingga 𝑨𝑨  adalah matriks 1-bersih. 
2) Berdasar Proposisi 3.6 dan 3.7, 𝑨𝑨 adalah matriks 0-bersih jika 𝑩𝑩 adalah 

matriks 0-bersih dengan memenuhi salah satu kondisi pada bukti Proposisi 3.6. 
−𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 = ±1 ⟺−8 − 3𝑦𝑦 = ±1 ⟺−3𝑦𝑦 = ±1 + 8 
𝑦𝑦 = −1+8

−3
= 7

−3
∉ ℤ , 𝑦𝑦 = 1+8

−3
= 9

−3
= −3 ∈ ℤ 

Karena 𝑦𝑦 = −3 ∈ ℤ, salah satu kondisi bukti Proposisi 3.6 terpenuhi dengan 
matriks idempoten 𝑬𝑬 = �0 0

𝑦𝑦 1� = � 0 0
−3 1�, sehingga 𝑨𝑨 adalah matriks 0-bersih. 

 
4. KESIMPULAN 
 Berdasarkan penelitian ini dapat diambil beberapa kesimpulan sebagai 
berikut, dengan 𝑨𝑨 = �𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑑𝑑� ,𝑩𝑩 = �𝑎𝑎 𝑏𝑏
0 0� ∈ 𝕄𝕄2(ℤ).  

1. Matriks 𝑨𝑨 adalah matriks 1-bersih jika dan hanya jika 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑨𝑨) − 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑨𝑨) = 0 
atau 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑨𝑨) − 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑨𝑨) = −2, dengan 𝑬𝑬 = �1 0

0 1�. 
2. Matriks 𝑨𝑨 adalah matriks 0-bersih jika dan hanya jika memenuhi salah satu 

kondisi: 
i) 𝑨𝑨 adalah unit, dengan 𝑬𝑬 = �0 0

0 0�. 

ii) 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑑𝑑 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 = ±1, dengan 𝑬𝑬 = �1 0
𝑦𝑦 0� ;𝑦𝑦 ∈ ℤ. 

iii) 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 = ±1, dengan 𝑬𝑬 = �0 0
𝑦𝑦 1� ;𝑦𝑦 ∈ ℤ. 

iv) Persamaan diophantin berikut, dengan 𝑬𝑬 = �
𝑤𝑤 𝑥𝑥

𝑤𝑤(1−𝑤𝑤)
𝑥𝑥

1 − 𝑤𝑤� ; 𝑥𝑥 ≠

0; 𝑥𝑥|𝑤𝑤(1 −𝑤𝑤). 
(−𝑏𝑏)𝑤𝑤2 + (𝑎𝑎 − 𝑑𝑑)𝑤𝑤𝑤𝑤 + (𝑐𝑐)𝑥𝑥2 + (𝑏𝑏)𝑤𝑤 + (𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 ± 1)𝑥𝑥 = 0  

3. Syarat perlu dan syarat cukup matriks 𝑨𝑨 adalah matriks 0-bersih adalah jika 
𝑩𝑩 adalah matriks 0-bersih maka 𝑨𝑨 adalah matriks 0-bersih. Syarat ini dapat 
terpenuhi  jika 𝑎𝑎 ≠ 0 dan 𝑏𝑏 ≠ 0, atau jika 𝑎𝑎 = 0 dan 𝑏𝑏 adalah unit, atau jika 
𝑏𝑏 = 0 dan 𝑎𝑎 adalah unit. 
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