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ABSTRAK

Ideal diferensial adalah ideal dari ring diferensial yang memenuhi jika untuk
setiap a € 1, dan setiap 6 € 4, Aa) e |, sedangkan homomorfisma diferensial merupakan
homomorfisma ring yang komutatif terhadap setiap derivasinya. Pada tulisan ini disajikan
sifat-sifat dari ideal diferensial dan homomorfisma diferensial.

Kata Kunci : ring diferensial, ideal diferensial, dan homomorfisma diferensial.
ABSTRACT

Differential ideal is ideal of differential ring that if every a < I, and every 6 € 4,
than &a) e I, and differential homomorfism is ring homomorfism that every derivation is
commute. In this paper, we explain about characteristic of differential ideal and
differential homomorfism.

Keyword : differential ring, ideal differential, and differential homomorfism.

1. PENDAHULUAN

Suatu himpunan R yang dilengkapi dengan dua operasi biner, yaitu operasi
penjumlahan ”+” dan operasi pergandaan .”, disebut ring jika R dibawah operasi
penjumlahan merupakan grup komutatif dan di bawah operasi pergandaan berlaku sifat
assosiatif, serta memenuhi sifat distributif operasi pergandaan terhadap operasi
penjumlahan. R disebut ring komutatif jika R dibawah operasi pergandaan komutatif.

Jika ring komutatif R yang dengan elemen satuan dan A ={0,,9,,...,0,}

merupakan himpunan derivasi berhingga yang komutatif atas R, yaitu himpunan pemetaan
dari R ke R yang memenuhi &f + g) = &f) + &(g) dan &fg) = f&g) + &f)g untuk setiap f, g
€ R maka R yang dilengkapi dengan A membentuk strukur baru yang disebut ring
diferensial (Morrison, 2002).

Diketahui didalam suatu ring terdapat pembahasan mengenai ideal dan
homomorfisma ring. Ideal adalah himpunan bagian yang merupakan grup terhadap operasi
penjumlahan, dan tertutup terhadap operasi pergandaan atas ring tersebut, sedangkan dan
homomorfisma ring adalah suatu pemetaan yang mengawetkan operasi penjumlahan dan
operasi pergandaan. Kerena ring diferensial merupakan suatu ring, maka didalam ring
diferensial terdapat juga ideal dan homomorfisma ring yang memiliki sifat tertentu yang
disebut ideal diferensial dan homomorfisma ring diferensial.
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2. TINJAUAN PUSTAKA
2.1. RING
Berikut ini diberikan definisi ring dan definisi ring komutatif sebagai berikut :
Definisi 2.1.1 (Adkins, 1992)
Misalkan R adalah himpunan dengan dua operasi biner, yaitu operasi penjumlahan “+”
dan operasi pergandaan “.”. R disebut ring jika :
i. R dibawah operasi penjumlahan adalah grup komutatif
ii. R dibawah operasi pergandaan berlaku sifat assosiatif
iii. untuk setiap a, b, ¢ € R berlaku sifat

distributif Kiri ca.(b+c)=a.b+a.cdan

distributif kanan :(a+b).c =a.c+b.c

Selanjutnya a . b ditulis dengan ab.

Definisi 2.1.2 (Dummit&Foote, 1999)
Misalkan R adalah ring. R dikatakan ring komutatif jika R dibawah operasi pergandaan
bersifat komutatif dan R dikatakan mempunyi elemen identitas jika terdapat 1 € R
sedemikian sehingga berlaku 1.a = a.1 = a untuk setiap a € R.

2.2. IDEAL
Berikut ini definisi dari ideal beserta sifatnya :
Definisi 2.2.1 (Fraleigh, 2000)
Diberikan himpunan bagian tak kosong I dari ring R. | disebut ideal dari R jika :
I. untuk setiap a,b € | berlakua —b € 1
ii. untuk setiap ae I, dan untuk setiap r € R berlaku ra, ar < |
Teorema 2.2.2 (Dummit&Foote, 2002)
Jika I dan J ideal-ideal dari ring R, maka berlaku I n J dan | + J ideal-ideal dari R.

2.3 RING FAKTOR
Diberikan ideal | dari ring R. Dibentuk himpunan F%:{rJrllreR}.

Didefinisikan operasi penjumlahan dan operasi pergandaan pada '% berturut-turut

sebagai berikut :
r+D)+(G+h)=(r+s)+ldan(r+D(s+1)=(rs) +1 (2.1)

untuk setiap (r +1), (s +1) e '% denganr,s € R.
Karena r, s € R dan diketahui R adalah ring, maka berdasarkan definisi operasi
penjumlahan dan operasi pergandaan di atas dan berdasarkan definisi himpunan Fy

terbukti bahwa F% tertutup terhadap operasi penjumlahan dan operasi pergandaan yang

didefinisikan pada persamaan (2.1). Himpunan '% merupakan ring terhadap operasi

penjumlahan dan operasi pergandaan yang didefinisikan pada (2.1) dan dinyatakan di
dalam teorema berikut ini :
Teorema 2.3.1 (Adkins, 1992)

'% merupakan ring terhadap operasi penjumlahan dan operasi pergandaan yang
didefinisikan (2.1).
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2.4, HOMOMORFISMA RING
Berikut ini adalah definisi dari homomaorfisma ring
Definisi 2.4.1 (Fraleigh, 2000)
Diberikan ring (R, +, .) dan (S, +’, *) dan pemetaan ¢ : R — S. Pemetaan ¢ disebut
homomorfisma ring jika :
i. f(a + b) =f(a) +” f(b)
ii. f(a . b) =f(a) * f(b).
Definisi 2.4.2 (Fraleigh, 2000)
Misalkan R dan S adalah ring, dan fungsi f : R — S merupakan homomorfisma ring.
i. fdisebut monomorfisma jika f fungsi injektif
ii. fdisebut epimorfisma jika f fungsi surjektif
iii. fdisebut isomorfisma jika f fungsi bijektif
iv. fdisebut endomorfisma jikaR =S
v. fdisebut automorfisma jika f fungsi bijektif dan R = S
Berikut ini definisi dari kernel dan image dari homomorfisma ring :
Definisi 2.4.3 (Adkins, 1992)
Misalkan f : R — S homomorfisma ring. Didefinisikan kernel dan image dari f sebagai
berikut:
1. Kernel (f) = Ker(f) = {r € R | f(r) =0, 0 unsur nol di S}
2. Image (f) = Im(f) =f(R) = {s € S| s =1(r), untuk r € R}
Teorema 2.4.6 (Fraleigh, 2000)
Suatu homomorfisma f dari ring R ke ring S disebut monomorfisma jika dan hanya jika
Ker (f) = Or.
Jika | ideal dari R maka akan selalu terdapat pemetaan dari R ke F% yang

merupakan epimorfisma dan kernelnya adalah I, yang dinyatakan dalam teorema berikut
ini:
Teorema 2.4.7. Homomorfisma Natural (Fraleigh, 2000)
Jika | ideal dari ring R, maka f: R — % yang didefinisikan dengan f(r) = r + I,
merupakan epimorfisma dengan Ker(f) = I.

Selanjutnya akan diberikan Teorema Isomorfisma Ring Pertama, Kedua dan Ketiga
sebagai berikut :
Teorema 2.4.8. Teorema Isomorfisma Ring Pertama (Dummit&Foote, 2002)
Jika f : R — S homomorfisma ring dengan Ker (f) = I, maka I ideal dari R, f(R) subring

dari S dan u : F%—) f(R) yang didefinisikan dengan p(r+1)= f(r) merupakan
isomorfisma dan tunggal. Selanjutnya jika ¢: R — F% homomorfisma natural, maka

ug="t.
Teorema 2.4.9 Teorema Isomorfisma Ring Kedua (Dummit&Foote, 2002)
Diberikan ring diferensial R. Jika | dan J adalah ideal-ideal dari R maka | ideal dari

I +J, I n Jideal dari J, dan terdapat dengan tunggal isomorfisma dari |+~% ke

%mJ'
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Teorema 2.4.10. Teorema Isomorfisma Ring Ketiga (Dummit&Foote, 2002)
Jika | dan J adalah ideal-ideal dari ring R dan | < J maka % ideal dari F% dan

i
terdapat dengan tunggal isomorfisma dari Fy ke /I .
A

2.5. RING DIFERENSIAL
Definisi 2.5.1 (Morrison, 2002)
ring komutatif R yang dengan elemen satuan dan A={6,,0,,...,0,} merupakan

himpunan derivasi berhingga yang komutatif atas R, yaitu himpunan pemetaan dari R ke
R yang memenuhi &f + g) = &f) + &g) dan &fg) = fAg) + Af)g untuk setiap f, g eR
Definisi 2.5.2 (Morrison, 2002)

Ideal | dari ring diferensial R disebut ideal diferensial jika V a € | , V & € A,
o(a) e I.

Definisi 2.5.3 (Morrison, 2002)

Diberikan R dan S masing-masing ring diferensial. Pemetaan ¢ : R — S disebut
homomorfisma diferensial jika ¢ merupakan homomorfisam ring dan komutatif terhadap
setiap derivasinya.

3. METODE PENELITIAN

Penelitian ini merupakan penelitian studi literatur, dengan langkah-langkah
prosedur yang digunakan adalah pertama mengumpulkan beberapa pustaka yang
berhubungan dengan ring diferensial, ideal diferensial dan homomorfisma diferensial,
kedua mempelajari definisi dan sifat-sifat ring, ideal, homomorfisma ring, dan derivasi
yang mendasari sifat-sifatnya ideal diferensial dan homomorfisma diferensial, ketiga
membuktikan sifat-sifat dari ideal diferensial dan homomorfisma diferensial, dan terakhir
menarik kesimpulan.

4. HASIL DAN PEMBAHASAN
4.1. IDEAL DIFERENSIAL

Berdasarrkan Definisi 2.5.2 diketahui bahwa suatu ideal diferensial dari ring
diferensial dengan derivasi 6, merupakan suatu ideal yang memenuhi sifat &a) e | untuk
setiap a € | dan untuk setiap 6 € A, sehingga sifat — sifat dari ideal yang dinyatakan dalam
Teorema 2.2.2 dapat diturunkan pada ideal diferensial, yaitu :

Teorema4.1.1

Diberikan ideal-ideal diferensial I dan J dari ring diferensial R dengan derivasi 6, maka

I nJdan | +J merupakan ideal diferensial

Bukti :

i. Berdasarkan Teorema 2.2.2 diketahui jika | dan J ideal dari R maka I » J merupakan
ideal dari R, sehingga untuk membukikan I n J merupakan ideal diferensial cukup
ditunjukkkan &a) € 1 n J, untuk setiap a € | n J dan untuk setiap o € A.

Diberikan sebarang a € | nJ maka a € | dan a € J. Karena diketahui | dan J berturut-
turut merupakan ideal diferensial maka &a) € | dan &a) € J umtuk setiap o € A,
sehingga diperoleh &a) € | » J. Jadi terbukti I n J merupakan ideal diferensial.

Ii. Berdasarkan Teorema 2.2.2 diketahui jika | dan J ideal dari R maka | + J merupakan
ideal dari R, sehingga untuk membukikan | + J merupakan ideal diferensial cukup
ditunjukkkan &a) € | +J, untuk setiapa € | + J.
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Diberikan sebarang a € | + J maka terdapat b € | dan ¢ € J sedemikian sehingga
a = b+ c. Dengan menggunakan definisi derivasi diperoleh untuk setiap 6 € A
&a) = b +c) = &b) + Jc).
Karena diketahui | dan J berturut-turut merupakan ideal diferensial maka
ob) € | dan &c) € J, akibatnya &a) e | + J. Jadi terbukti 1 + J merupakan ideal
diferensial. m
Selanjutnya suatu ideal I dari ring komutatif R sedemikian sehingga berlaku sifat
jika a" € | maka a e |, disebut ideal radikal, akibatnya jika | merupakan ideal diferensial
dari ring diferensial R maka | disebut ideal diferensial radikal. Berikut ini beberapa sifat-
sifat yang berkaitan dengan ideal diferensial radikal :
Lemma4.1.2
Diberikan ideal diferensial radikal | dari ring diferensial R dengan himpunan derivasi
berhingga A. Jika ab € | maka ad(b) € | dan &a)b < I, untuk a, b € R dan untuk setiap
oeA
Bukti
Diketahui ab e I, karena | ideal diferensial maka o&@b) e |1, untuk setiap
0 € A dengan &ab) = Ka)b + adb) < adb) = &ab) — Ka)b dan Ka)b = Kab) — adb),
sehingga adb)Xab), (Xa)Kb))(ab) e I.
Akibatnya karena
(adb))? = adb)(Kab) - Ja)b) = adb)d(ab) - agb)Aa)b = adb)Kab) - Ka)Kb)ab
(Ka)b)* = Ja)b(3(ab) —adgb)) = Ja)b(&ab) — Ab)badb) = Ka)b(&ab) - (&a)b))ab
maka (ad(b))?, (&a)b)? I, sehingga karena diketahui | ideal radikal maka diperoleh a&b),
Aa)bel m
Lemma4.1.3
Diberikan ideal diferensial radikal I dari ring diferensial R dan S sebarang himpunan
bagian dari R. Jika didefinisikan T = {x € R | xS < 1}, maka T ideal diferensial radikal
dari R.
Bukti :
Himpunan T = {Xx € R | xS < 1} merupakan himpunan tak kosong karena terdapat 0 € R
sedemikian sehingga Os = 0 < I, sehingga untuk membuktikan T ideal diferensial radikal
jika T ideal yang memenuhi &x) €T untuk setiap x € T, setiap & € A dan jika x" e T maka
xeT.
i.  Himpunan T disebut ideal jika T subgrup terhadap opersai penjumlahan dan memenuhi
rx, Xxr € T untuk setiapx € Tdanr € R.
a. Akan dibuktikan T subgrup dari R yaitu untuk setiap x,y € T berlaku
X-yeT & Xx-y)Scl
Ambil sebarang x, y € T maka xS, yS c I. Karena (X —Yy)s = xs —ys untuk setiap
s € S maka karena xs, ys € | dan diketahui | ideal dari R diperoleh xs —ys < |
untuk setiap s € S, akibatnya (x —y)s € | untuk setiap s € S.
Jadi(x-y)Scl &x-yeT
b. Akan dibuktikan rx, xr € T untuk setiapx € Tdanr € R
Ambil sebarangr € Rdan x € T maka xS c I.
Karena (rx)s = r(xs) dan (xr)s = (rx)s = r(xs) untuk setiap s € S maka karena xs < |
dan diketahui I ideal dari R diperoleh r(xs) e I untuk setiap s € S, akibatnya (rx)s,
(xr)s € l untuk setiap s € S.
JadirxS, xrfSclerx,xre T
Jadi berdasarkan (a) dan (b) terbukti T ideal dari R
ii. Akan dibuktikan &x) €T untuk setiap x € T dan untuk setiap 6 € A
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Ambil sebarang x € T maka xS c | < xs € | untuk setiap s € S.
Andaikan &(x) ¢ T untuk setiap ¢ € A. Karena diketahui I ideal difernsial maka jika xs
e | maka d(xs) € l. Selanjutnya karena diketahui | ideal diferensial radikal maka
berdasarkan Lemma 4.1.2 diperoleh &x)s € | < &x) €T .
Akibatnya kontradiksi dengan &x) ¢ T .
Jadi terbukti &x) €T untuk setiap x € T dan untuk setiap ¢ € A.

iii. Akan dibuktikan jikax" € Tmakax e T
Ambil sebarang x e R dengan X" e T. Karena (xs)" = x"s" = (x"s" "1)s e | untuk setiap s
e S dan diketahui | ideal diferensial radikal maka xs e I untuk setiap s € S, sehingga
X € T. Jadi terbukti T ideal radikal

Berdasarkan (i), (ii), dan (iii) terbukti bahwa T ideal diferensial radikal. m

4.2. HOMOMORFISMA DIFERENSIAL
Jika | ideal dari ring R maka berdasarkan Teorema 2.3.1 dapat dibentuk ring faktor

F% . Jika didefinisikan derivasi pada F% dengan | ideal diferensial dari ring diferensial R
dengan himpunan derivasi berhingga A sebagai berikut :

Aa+1)=da)+I 4.1)
untuk setiap a + | € '% dan untuk setiap 6 € A, maka F%merupakan ring diferensial

yang dinyatakan dalam lemma berikut ini :
Lemma4.2.1

Jika | ideal diferensial dari ring diferensial R maka F% ring faktor diferensial dengan

derivasi yang didefinisikan pada persamaan (4.1)
Bukti :

Karena diketahui F% merupakan ring faktor terhadap operasi pergandaan dan

penjumlahan yang didefinisikan pada persamaan (2.1), maka untuk membuktikan F%
ring diferensial cukup dibuktikan

(). A(a+D+b+N)=da+l) +5(b+1)
(i) @+ Nb+N)=(Aa+N)b+1)+ @+ N(db+1)
untuk setiapa+1,b+1 e F% dan untuk setiap o € A.

(i). Akan dibuktikan J(a+ D)+ Mm+1))=Ka+1) +5(b+1)
Diberikan sebaranga + I, b + | € R/l dan sebarang ¢ € A, maka berlaku :
A@+h+b+h)=&@a+tb)+l)=da+b)+1= &a)+ Jb)+1=
oa)+1 +o()+1 =a+l) +5(b+1)
(if). Akan dibuktikan A(@a+ Db +D)=(Ka+ D))+ 1)+ @+ D(Ab+ 1))
Aa+NDb+1))=&@b)+1)=ab) +1=(Aa)b +adb))+I1=Ha)b+1+adb)+1=
(Ka)+ Db+ 1)+ @+ D(Ab)+1)=(Ka+)b+])+ @+ (&b +1)
Jadi terbukti F% merupakan ring diferensial. ®

Berdasarkan Definisi 2.5.3 diketahui bahwa suatu homomorfisma diferensial ring
adalah homomorfisma ring yang komutatif terhadap derifasinya, vyaitu jika ¢
homomorfisma diferensial ring dari ring diferensial (R,o1) ke ring diferensial (S,5,), maka
g (a) = s ¢(a) untuk setiap a € R. Akibatnya beberapa sifat dari homomorfisma ring yang
dinyatakan dalam Teorema 2.4.8, dapat diturunkan pada homomorfisma diferensial ring,
yaitu :
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Teorema 4.2.2
Diberikan homomorfisma diferensial ring ¢ dari ring diferensial ring diferensial (R,1) ke
ring diferensial (S,5,), maka berlaku
i. Ker(g)={aeR|¢(a=0s 0se S} merupakan ideal diferensial dari R
ii. AR)={¢(a)|a e R} merupakan subring diferensial dari S
Bukti :
i. Berdasarkan Teorema 2.4.8 terbukti bahwa Ker(¢#) merupakan ideal dari ring R,
sehingga untuk membuktikan Ker(¢) ideal diferensial cukup ditunjukkan
01(a) € Ker(¢) untuk setiap a € Ker(¢) jika dan hanya jika ¢(c1(a)) = Os.
Ambil sebarang a € Ker(¢), maka #(a) = Os, sehingga #(1(a)) = %(#a)) = %(0s) = Os.
Jadi 61(a) € Ker(¢), sehingga terbukti Ker(¢#) merupakan ideal diferensial dari ring R.
ii. Berdasarkan Teorema 2.4.8 terbukti bahwa @#R) merupakan subring dari S, sehingga
untuk membuktikan #R) subring diferensial cukup ditunjukkan
n(a+b) = xn@) + 5,(b) dan 5,(ab) = &(a)b + ad,(b) untuk setiap a,b € AR).
Ambil sebarang a,b € #R), maka terdapat X, y € R dengan #(x) = a dan &(y) = b.
(@). %2(a+b) = R(Ax) + AY)) = R(Ax +Y)) = Ha(x +Y)) = Hax) + ay)) =
Ho(x)) + H(y)) = (AX)) + S(AY)) = &(a) + &(b)
(b). &2(ab) = &(AX)AY)) = (Axy)) = Hauxy)) = HaX)y + xa(y)) =
Ao (xX)y) + dxou(y)) = Ha(x)Ky) + Ax)Hou(y)) =
S(AX)b +as(Ay)) = &(a)b + ad(b).
Berdasarkan (a) dan (b) terbukti R) subring diferensial dari S. =
Teorema 4.2.3
Diberikan ring diferensial R dengan derivasi ¢ dan | ideal diferensial dari R dan

didefinisikan homomorfisma ring natural ¢ dari R ke F% dengan #a) = a + I. Jika

didefinisikan ¢ d(a)) = &Aa) + | untuk setiap a € R, maka ¢ merupakan homomorfisma
diferensial.

Bukti :

Ambil sebarang a € R, maka ¢(@) = a + I, sehingga berlaku

AAa)) = Ka) +1=da+1)= A¢()).

Jadi terbukti ¢ merupakan homomorfisma diferensial. m

Sama hal nya dengan homomorfisma ring, pada suatu homomorfisma diferensial
ring disebut berturut-turut disebut monorfisma, epimorfisma, dan isomorfisma, jika ¢
berturut-turut adalah injektif, surjektif, dan bijektif. Jika ¢ bijektif dan merupakan
pemetaan dari dan ke dirinya sendiri disebut automorfisma.

Selanjutnya karena isomorfisma diferensial merupakan isomorfisma ring, maka
Torema Pertama, Kedua dan Ketiga Isomorfisma berlaku pada isomorfisma diferensial,
yang dinyatakan dalam teorema-teorema berikut ini :

Teorema 4.2.4 (Teorema Isomorfisma Diferensial Pertama)
Diberikan homomorfisma diferensial ¢ : R — S dan | kernel dari homomorfisma
diferensial ¢ yang didefinisikan atas ring diferensial R, maka | ideal diferensial dari R

dan terdapat isomorfisma diferensial dari F% ke imaged.

Bukti :
Diketahui ¢ : R — S homomorfisma diferensial dan | = Ker ¢ dan berdasarkan Teorema
4.2.1 terbukti bahwa | ideal diferensial.
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Ring diferensial F% isomorfik diferensial dengan ¢(r) jika terdapat suatu pemetaan dari

F% ke ¢#(r) yang merupakan homomorfisma diferensial dan bijektif.

Berdasarkan Teorema 2.4.8 yang merupakan Teorema lIsomorfisma Ring Pertama dan
Teorema 4.2.3, maka terdapat suatu isomorfisma ring 7 : F% — #R) yang didefinisikan

dengan n(r + 1) = r) untuk setiap r + | € R% dan r € R. Sehingga untuk menunjukkan
F% isomorfik diferensial dengan ¢(r), cukup ditunjukkan n&r + 1) = on(r + 1) untuk

setiap 5 € A. Ambil sebarang r + 1 € R/ maka

&n(r +1)) = AAn)) = AAr)) = n(Ar) +1) = n(Ar +1))

Jadi terbukti 7 : F% — #R) isomorfisma atau dengan kata lain F% isomorfik diferensial
dengan 4(r). m

Teorema 4.2.5 (Teorema Isomorfisma Diferensial Kedua)

Diberikan ring diferensial R. Jika | dan J adalah ideal diferensial-ideal diferensial dari R
maka | ideal diferensial dari | + J, | n J ideal diferensial dari J, dan terdapat dengan

tunggal isomorfisma diferensial dari I+ % ke %mJ .

Bukti :

Karena untuk setiap a € | berlakua=a+ 0 dengan 0 € J, makaa € | + J, sehingga l c | +
J dan diketahui | ideal diferensial, jadi terbukti I ideal diferensial dari I + J. Selanjutnya

berdasarkan Teorema 4.1.1 terbukti bahwa | n J merupakan ideal diferensial, karena | N J
< J maka | n J merupakan ideal diferensial dari J. Akibatnya dapat dibentuk ring faktor

i ial 1+J J
diferensial %dan %m\] .

Berdasarkan Teorema 2.4.9 yang merupakan Teorema Kedua Isomorfisma ring, maka
terdapat dengan tunggal isomorfisma 7 : %mJ — | +% yang memenuhi n u = ¢

dengan ¢ epimorfisma dari J ke | + % Ker ¢ =1 J dan & homomorfisma natural dari J

ke %mJ yang berdasarkan Teorema 4.2.4 merupakan homomorfisma diferensial.

Sehingga untuk membuktikan 7 homomorfisma diferensial cukup ditunjukkan ¢ dan 7
homomorfisma diferensial.
I. diberikan sebarang r € J dan 6 € A, maka berlaku
AHr)) = &r +1) = &r) + 1= HAr)).
ii. Diberikan sebarangr + (I nJ) e %m 3 dan 6 € A, maka berlaku

An(r+(1nJ)) = &n(u(r) = AAN) = AAr)) = n((&r))) = n(Ar) + (11 J)))
= n(dr+(1nJ))

Jadi berdasarkan (i) dan (ii) terbukti 7 homomorfisma diferensial. Akibatnya terbukti
bahwa 7 isomorfisma diferensial.

Teorema 4.2.6 (Teorema Isomorfisma Diferensial Ketiga
Jika | dan J berturut-turut adalah ideal diferensial dari ring diferensial R dan I — J maka

i)
terdapat dengan tunggal isomorfisma diferensial dari F\/ ke /|
YN
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Bukti :
Diketahui | dan J merupakan ideal-ideal diferensial dari R, sehingga berdasarkan Lemma

4.2.1 dapat dibentuk ring faktor diferensial % dan '% dan diketahui pula bahwa I < J,
sehingga dapat dibentuk ring faktor diferensial % . Selanjutnya karena setiap r + | € %
dengan r € J dan diketahui J ideal dari R, makar + | € R/ sehingga % merupakan

ideal diferensial dari '% Berdasarkan Teorema 2.4.10 yang merupakan Teorema

R
Isomorfisma Ring Ketiga maka terdapat dengan tunggal isomorfisma 7 : %‘y — %
I

yang memenuhi n 4 = ¢ dengan ¢ epimorfisma dari R% ke % Ker ¢ = % dan u
"
homomorfisma natural dari F% ke /1 ‘V yang berdasarkan Teorema 4.2.4 merupakan
I

homomorfisma diferensial. Sehingga untuk membuktikan 7z homomorfisma diferensial
cukup ditunjukkan ¢ dan 7 homomorfisma diferensial.

i. diberikan sebarangr + 1 Fy dan ¢ € A, maka berlaku
AHr+ 1) =&r+J)=dr) +I=HAr) +1) = Ar +1)).

i)
ii. Diberikan sebarangr + J/ e /| dan o € A, maka berlaku
A

An(r+ ) = Koplulr + 1)) = KHr + 1) = g + 1) = (u(Ar +1))) =
P &) + 1) = (&) + 34 ) = (& + ).

Jadi berdasarkan (i) dan (ii) terbukti 7 homomorfisma diferensial. Akibatnya terbukti
bahwa 7 isomorfisma diferensial.

5. KESIMPULAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan dapat diambil kesimpulan bahwa setiap sifat
yang berlaku pada ideal dan homomorfisam ring, dapat diturunkan pada ideal diferensial
dari ring diferensial dan homomorfisam diferensial yaitu :

1. Jika | dan J ideal diferensial dari ring diferensial, maka | nJdan 1 +J merupakan
ideal diferensial. Jika | ideal diferensial radikal dari ring diferensial R dengan
himpunan derivasi berhingga A, maka berlaku jika ab € | maka ad(b) € | dan
d(a)b € I, untuk a, b € R dan untuk setiap 6 € A

2. Diberikan ideal diferensial radikal I dari ring diferensial R dan S sebarang himpunan
bagian dari R. Jika didefinisikan T = {x € R | xS c I}, maka T ideal diferensial radikal
dari R.

3. Kernel dari homomorfisma diferensial merupakan ideal diferensial, dan image dari
homomorfisma diferensial merupakan subring diferensial dari S

4. Diberikan ring diferensial R dengan derivasi o dan | ideal diferensial dari R dan

didefinisikan homomorfisma ring natural ¢ dari R ke F% dengan #a) = a + I. Jika

didefinisikan ¢(&a)) = &a) + | untuk setiap a € R, maka ¢ merupakan homomorfisma
diferensial.
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5. Diberikan homomorfisma diferensial ¢ : R — S dan | kernel dari homomorfisma
diferensial ¢ yang didefinisikan atas ring diferensial R, maka | ideal diferensial dari R

dan terdapat isomorfisma diferensial dari F% ke image ¢

6. Diberikan ring diferensial R. Jika | dan J adalah ideal diferensial-ideal diferensial dari
R maka | ideal diferensial dari | + J, I n J ideal diferensial dari J, dan terdapat dengan

- i i i i l+J J
tunggal isomorfisma diferensial dari % ke % ~J

7. Jika | dan J berturut-turut adalah ideal diferensial dari ring diferensial R dan I < J

R
maka terdapat dengan tunggal isomorfisma diferensial dari Fy ke %
/N
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