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ABSTRAK

Matriks adalah suatu susunan bilangan-bilangan atau disebut entri-entri yang disusun
teratur berdasarkan baris dan kolom. Ada beberapa jenis matriks, diantaranya yaitu matriks
simetris dan matriks sirkulan. Konsep dari suatu matriks sangat berguna dalam menyelesaikan
beberapa permasalahan pada ilmu matematika. Salah satu masalah yang paling umum dalam
matematika adalah menyelesaikan sistem persamaan linier. Penyelesaian permasalahan sistem
persamaan linier dapat diselesaikan dengan menggunakan invers matriks. Setiap matriks yang
nonsingular mempunyai invers. Begitu halnya dengan suatu matriks A sirkulan simetris juga
mempunyai invers, yaitu matriks B, sehingga memenuhi sifat AB = BA = I. Invers dari suatu
matriks bergantung pada determinan dari matriks tersebut. Sedangkan determinan suatu matriks
bergantung pada entri-entri matriks tersebut. Karena entri-entri matriks A dan B merupakan elemen
dari skew field maka belum tentu berlaku AB = BA, sehingga jika AB = I maka belum tentu berlaku
BA = 1. Tujuan dari penelitian ini adalah menentukan invers dari matriks sirkulan simetris atas
skew field. Metode yang digunakan bersifat studi literatur yang berkaitan dengan penelitian yang
dilakukan. Hasil yang diperoleh adalah setiap matriks sirkulan simetris atas skew field memiliki
invers sehingga berlaku AB =BA = 1.

Kata kunci: Skew field, matriks, invers matriks, matriks sirkulan simetris.

ABSTRACT

A matrix is a collection of numbers that are often also called regularly arranged entries by
rows and columns. There are several types of matrices, such as symmetric matrix and circulant
matrix. The concept of a matrix is very useful in solving some problems in mathematics. One of
the most common problems in mathematics is solving system of linear equations. Solution system
of linear equations problems can be solved by using the inverse matrix. That each nonsingular
matrix has an inverse. So is the case with a symmetric circulant matrix A also has an inverse, is a
matrix B, so it fulfills the properties B = BA =1. The inverse of a matrix depends on the
determinant of the matrix. While the determinant of a matrix depends on the entries of the matrix.
Because the matrix entries A and B is an element of skew fields then it is not necessarily applicable
AB = BA, soif AB = [ then it is not necessarily applicable BA = I. The purpose of this study is to
determine the inverse of symmetric circulant matrix on skew field. The method used is a literature
study related to research conducted. The result is that each symmetric circulant matrix on skew
field has inverse so that AB = BA = I.

Keywords: Skew field, matrix, inverse matrix, symmetric circulant matrix.

1. PENDAHULUAN

Matriks adalah suatu susunan bilangan-bilangan atau disebut entri-entri yang
disusun teratur berdasarkan baris dan kolom sehingga berbentuk segi empat siku-
siku [7]. Konsep dari suatu matriks sangat berguna dalam menyelesaikan
permasalahan pada ilmu matematika. Salah satu masalah yang paling umum
dalam matematika adalah menyelesaikan sistem persamaan linier. Penyelesaian
permasalahan sistem persamaan linier dapat diselesaikan dengan menggunakan
invers matriks.
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Setiap matriks yang nonsingular mempunyai invers, sehingga memenubhi
sifat AA™' = A~1A =1 [5]. Begitu halnya dengan suatu matriks A sirkulan
simetris jika nonsingular maka juga mempunyai invers, yaitu matriks B. Karena
entri-entri dari matriks A dan B merupakan elemen dari skew field, belum tentu
berlaku sifat komutatif perkalian AB = BA, sehingga jika AB = I maka belum tentu
berlaku BA = 1. Berdasarkan hal tersebut muncul permasalahan apakah setiap
matriks sirkulan simetris atas skew field memiliki invers sehingga berlaku =
BA = I. Artikel ini mengkaji kembali tulisan Wang, J & Dong, C. 2007 [9].

2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Ring dan Skew Field

Definisi 2.1.1 [4]

Suatu himpunan tak kosong R dengan operasi penjumlahan (+) dan pergandaan

(.) disebut ring jika memenuhi sifat-sifat berikut:

i. (R,+) grup abelian

Bersifat tertutup jika untuk setiap s,t € R berlaku s +t € R.
Bersifat assosiatif jika untuk setiap s, t, u € R berlaku (s +t) + u=s+ (t + u).
Terdapat elemen identitas, jika untuk setiap s € R terdapat 0 € R berlaku s +
0=0+s=s.
Terdapat elemen invers, jika untuk setiap s € R terdapat — s € R berlaku s +
(—s)=(-s) +s=0.
Bersifat komutatif jika untuk setiap s, t € R, berlakus +t =1t +s.

ii. (R, -)
Bersifat tertutup jika untuk setiap s, t € R berlaku st € R.
Bersifat assosiatif jika untuk setiap s, t, u € R berlaku (st )u =s(tu).

iii. (R,+, *)
Bersifat distributif kiri jika untuk setiap s, t, u € R berlaku s (t + u) = st + su.
Bersifat distributif kanan jika untuk setiap s, t, u € R berlaku (s + t) u = su +
tu.

Definisi 2.1.2 [4]

Misalkan ( R ,+, -) ring dengan unsur satuan 1. Suatu R disebut skew field atau

division ring jika setiap elemen tak nol di R mempunyai invers perkalian.

2.2 Sistem Persamaan Linier
Definisi 2.2.1 [1]
Suatu garis yang terletak pada bidang pq dapat dinyatakan secara aljabar dalam
suatu persamaan berbentuk:

Sipt+s;q=t
Persamaan seperti ini disebut persamaan linier dengan variabel p dan g. Secara
umum persamaan linier didefinisikan dengan n variabel p,,p,, -, p, Sebagai
persamaan yang dapat dinyatakan dalam bentuk

S1P1 t+S2P2 -t Sppp =1t
dimana sy, s5, -*+, s, dan t merupakan konstanta real.
Definisi 2.2.2 [1]
Sejumlah tertentu persamaan linier dalam variabel p,,p,, -, p, disebut sistem
persamaan linier atau sistem linier. Urutan sejumlah bilangan ry, ry, -, 1,
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merupakan solusi dari sistem persamaan tersebut jikap, =1, py =15, =, Pp =
1, merupakan solusi dari setiap persamaan di dalam sistem tersebut.

2.3 Matriks

Definisi 2.3.1 [1]

Matriks adalah susunan segi empat siku-siku dari bilangan-bilangan. Bilangan-
bilangan dalam susunan tersebut dinamakan entri dalam matriks.

Matriks S yang berukuran dari m baris dan n kolom, maka bentuk umum matriks
S berordo m x n dapat dituliskan sebagai berikut:

S11 S12 - Spj e 51n]
|521 So2 52]- e Sop |

Smxn = sy sp o S o Sm | | =1,2,...mdanj =1.2,...,n
Smi Sm2 o+ Smj - san

2.4 Jenis - Jenis Matriks

Definisi 2.4.1 [6]

Matriks transpose adalah suatu matriks yang diperoleh dengan mempertukarkan
baris-baris dan kolom-kolom. Misalkan S = [s;;] berukuran m xn maka
transpose dari matriks S, ditulis ST, adalah matriks n x m yang dalam hal ini
S" =[], maka r;; =s;; untuk i=1,2,...,ndanj=1,2, ..., m.

Definisi 2.4.2 [2]

Matriks simetris adalah suatu matriks jika ST = S, yaitu jika s;; = s;; untuk
setiap i dan j.

Definisi 2.4.3 [8]

Matriks permutasi adalah matriks persegi yang mempunyai satu buah entri 1
pada setiap baris dan kolom sedangkan entri lain bernilai 0.

2.5 Operasi Pada Matriks

Definisi 2.5.1 [1]

Jika S adalah suatu matriks dan k adalah suatu skalar, maka hasil kali (product)
kS adalah suatu matriks yang diperoleh dengan mengalikan masing-masing entri
dari S oleh k.

Definisi 2.5.2 [1]

Jika S adalah suatu matriks berukuran m X p dan T adalah suatu matriks
berukuran p x n, maka hasil kali dari ST adalah matriks berukuran m x n yang
entri-entrinya didefinisikan sebagai berikut. Untuk memperoleh entri pada baris i
dan kolom j dari ST, pilih baris i dari matriks S dan kolom j dari matriks T.
Kalikan entri-entri yang bersesuaian dari baris dan kolom secara bersama-sama
dan kemudian jumlahkan hasil kalinya.

2.6 Invers Matriks

Definisi 2.6.1 [5]

Suatu matriks S berukuran n x n dikatakan nonsingular (matriks yang
determinannya tidak sama dengan nol) atau dapat dibalik (invertible) jika
terdapat matriks T yang berukuran sama sedemikian sehingga ST = TS = |, maka
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matriks T disebut sebagai invers dari matriks S. Jika S tidak mempunyai invers
maka S dikatakan singular (matriks yang determinannya sama dengan nol).

2.7 Matriks Sirkulan

Definisi 2.7.1 [3]

Matriks sirkulan adalah suatu matriks persegi berukuran n X n dengan bentuk
umum sebagai berikut.

|' So S1 Sy Spn—2 Sn-1 '|
| Sn-1 So S1 Sn-3  Sn-2 |
S — |Sn—2 Sn-1 So Sn—4 Sp-3 |
naxn —| : : . : : |
S, S3 Sg So 51 J

S S, S3 Sp—1 So

Setiap baris dari matriks tersebut merupakan pergeseran sekali (satu entri) dari
entri-entri baris sebelumnya dan setiap kolomnya merupakan pergeseran sekali
(satu entri) dari entri-entri kolom sebelumnya.

3. METODE PENELITIAN

Penulisan dilakukan melalui studi literatur. Prosedur yang digunakan dalam
penelitian ini adalah membuktikan sifat-sifat dari operasi matriks sirkulan
simetris, membuktikan solusi tunggal dari sistem persamaan linier menggunakan
invers matriks, dan membuktikan invers matriks dari dua tipe khusus matriks
sirkulan simetris atas skew field.

4. HASIL DAN PEMBAHASAN
4.1 Matriks Sirkulan Simetris

Matriks sirkulan simetris adalah suatu matriks persegi berukuran n xn
dengan bentuk umum sebagai berikut.

|' Wy W, W, Wh_2 Wh_1 '|
| W1 W, Wy Wno1  Wo |
Whsn = I i C - I
l W2 Wpo1 Wo oo Wy Wn—3J
W1 Wo Wi e Wpo3 W2
dinotasikan dengan W =S8.(wWy wy; Wy - Wnp2 Wy_1)[9].

Setiap baris dari matriks tersebut merupakan pergeseran ke kiri sekali (satu entri)
dari entri-entri baris sebelumnya dan setiap kolomnya merupakan pergeseran
sekali (satu entri) dari entri-entri kolom sebelumnya.
Ada beberapa sifat-sifat yang harus diperhatikan pada operasi matriks
sirkulan simetris, diantaranya adalah sebagai berikut:
1. D?**1=p dan D?¢ =1, dimana D adalah matriks permutasi yang
merupakan matriks sirkulan simetris.
2. Perkalian dari dua matriks sirkulan simetris adalah matriks sirkulan.
3. Misalkan matriks sirkulan simetris W invertible (dapat dibalik), maka
W~tdan kW (dimana k skalar) adalah matriks sirkulan simetris juga [9].
Bukti:
1. Ambil sebarang matriks D € R, dimana D adalah matriks permutasi yang
merupakan matriks sirkulan simetris
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010 ..0
dengan Dy, =|1 9 0 ?‘
0 0 1 0
a) Akan dibuktikan bahwa p-1=p
Misalkan P(k) adalah proposisi yang menyatakan bahwa D?*~1 = D.
Akan dibuktikan kebenaran proposisi ini dengan dua langkah induksi
sebagai berikut:
(1) Basis induksi
P(1) benar, karena untuk k = 1 diperoleh D?*-1 = p?1-1 = p2-1 = p
(i) Langkah induksi
Misalkan P(k) benar, yaitu mengasumsikan bahwa D?**~1 = D adalah
benar (hipotesis induksi). Akan diperlihatkan bahwa P(k + 1) juga benar,
yaitu D?¢+D-1 = p
Hal ini dapat ditunjukkan sebagai berikut:
DZ(k+1)—1 — D2k+2—1 — DZk—l DZ =D- DZ — D3
010 .. 07[0 1 0 .. 010 010 ..0
=l!99;--9H199--- Hloo lw@;-@
0 0 1 .. 0 0 1 . 001 . 001 .0
Karena langkah (i) dan (ii) telah dlperllhatkan benar maka terbukti bahwa
DZk—l =D
b) Akan dibuktikan bahwa D2k = I
Misalkan P (k) adalah proposisi yang menyatakan bahwa D%k = I. Akan
dibuktikan kebenaran proposisi ini dengan dua langkah induksi sebagai
berikut:
(1) Basis induksi
P(1) benar, karena untuk k = 1 diperoleh D?* = D?*1 =Dp?=D-D

=D

010 . 010 .. 100 ..0
:l100... H100...‘ 010 .. 0‘21
00 1 001 . 000 .. 1

(ii) Langkah induisi.
Misalkan P(k) benar, yaitu mengasumsikan bahwa D?* = I adalah benar
(hipotesis induksi). Akan diperlihatkan bahwa P(k + 1) juga benar, yaitu
DZ(k+1) =]
Hal ini dapat ditunjukkan sebagai berikut:
DZ(k+1) — D2k+2 — DZk DZ =1- DZ

10 0 .. 010 .. 0 1 0 0o .. 0
_ I 01 0 . ‘l 1 0 0 . 0 l 0 0 ‘ l 0 .. 0‘ —
0 0 O oiLto 0 1 0o .. 1

Karena langkah (i) dan (ii) telah diperlihatkan benar, maka terbukti

D*k =1
2. Ambil sebarang matriks G, H € R yang merupakan matriks sirkulan simetris,
90 91 -~ Yn hy, hy .. h,4
ann = g:l g:z :qO ' ann = h;1 h;z flo
In-1 Go ... YGn-2 hn_1 h() hn—Z
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Berdasarkan definisi 2.5.2 maka hasil kali AB adalah

goho + g1hy + -+ gnahy g gohy + ghy + -+ gn_1ho o Gohu1+giho + -+ gy 1hy

GH = | 91fo +gzh1j""'+gohn71 g1l +gzh2.+"'+goho gihn_1 + g2ho + -+ gohyy 2
In-1ho + gohy + -+ gn2hy 1 Gn1hy + gohy + -+ gn2hy .. Gn-1hu 1+ goho + -+ gn2hy

goho + g1hy + -+ gnqhyq gohy + g1y + -+ gu_1hy . Gohu-1+gi1ho + -+ gno1hy
Gohn_1+ g1ho + g2hq + - 9oho + g1hy + g2hy + - g1hu 1 + g2ho + - + goh, 2
Gn-1ho+ -+ gu2hn 1+ gohs +  gn1hy + gohy + -+ gn2hy .. gohot+ -+ gnohy 2+ Gno1hn g

Misal goho + g1hy + g2hy + -+ gy_2hy_2 + gh,_41 = fy
gohi + g1hy + -+ gn_2hy_ 1+ gn_1ho = f1
9n-1hy + gohy + -+ gn_2ho = f>

gihn_1 + g2ho + -+ gohy_z2 = fn2
gohn_1 +g1ho+ g2hy + -+ gn_1hy_2 = fn1

fO fl fn—l
Fan = fn.—l f:O fn.—Z
fi fo o fo

Berdasarkan definisi 2.4.1, maka transpose dari matriks F adalah
fo f1 o faa] [fo faa - fi
FT = fn_—1 f_o fn_—z — f_1 f_o fz
fi f2 . fo fo-1 foz o fo
- Karena perkalian matriks GH = F dan F # FT yang berarti matriks F tidak
simetris, maka terbukti bahwa perkalian dari dua matriks sirkulan simetris
adalah matriks sirkulan.
3. Ambil sebarang matriks W € R yang merupakan matriks sirkulan simetris.

Wy Wy e Wn_1
_ wq Wy Wy

dengan W, = : 2oL
Wn1 Wo ... Wy

dan berdasarkan definisi 2.4.2 karena matriks W simetris maka W = W7,
a) Diketahui bahwa matriks A invertible (dapat dibalik) danWw = WT maka
W—l — (WT)—I — (W—l)T
Sehingga invers dari matriks sirkulan simetris juga merupakan matriks
sirkulan simetris.
b) Ambil sebarang k € R dimana k skalar, berdasarkan definisi 2.4.2 dan definsi
2.5.1 maka

Wy Wy e Wno1
w w Wy
kWhH =kl | "0 T2 .
Wn1 Wo .. Wy
Wy wq e Whoq
—k wq Wy Wy
Wn1 Wo ... Wy
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kWO le kWn_l
= k‘:"l k‘:"z k:w" , selanjutnya
kw, 1 kw, .. kw,_,
Wo Wy - Wua\T kwo kw; .. kw,_{1"
GwyT [k | M1 Wro el ke kwe e kw
Wn1 Wo ... Wy 3] kw,_1 kwy .. kw,_,
kwy kw; .. kw, 4]
- kW1 sz kWO
kw, 1 kw, .. kw,_,]

Karena k(WT) = (kW)T maka terbukti bahwa kW merupakan matriks
sirkulan simetris. =

4.2 Solusi Tunggal dari Sistem Persamaan Linier menggunakan Invers

Matriks
Lemma4.2.1
Diberikan W =S, (wy w; -+ Wn-1). Misalkan W invertible (dapat dibalik),
maka W= =S, (by by .. bn_1) dimana by, by, .., b,_; adalah solusi

tunggal dari sistem persamaan linier

xO 1

X
wl = [0
xn—l O

Bukti:
Diberikan
Wo Wy o Wnog by by .. by
Wosn =| 0 % 7 POdan Wl = B Boo Do
Wno1 Wo ... Wp bp_y by .. by,
adalah matriks simetri sirkulan. Dinotasikan dengan W =S, (W w; -+ Wn-1)
dan W=t =S, (by by .. bp_1). W merupakan matriks invertible (dapat

dibalik). Misal diberikan Sistem persamaan linier dengan n peubah dan n
persamaan dengan W x = b. Maka Sistem persamaan linier mempunyai solusi
tunggal, yaitu

Wx=»b
W-Wx=W-1h

x=W=1b
[ b, by . by1]r1

x = b:l b:z :bo l()‘
-bn—l bO bn—Z 0
* by

x = b:1
L bn—l
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Karena W adalah matriks n X n yang invertible dan matriks b berukuran n X 1,
maka sistem persamaan Wx = b. Sehingga diperoleh bahwa sistem persamaan
linier mempunyai solusi tunggal yaitu by, by, ..., by_1. B

4.3 Invers Matriks dari Dua Tipe Khusus Matriks Sirkulan Simetris atas
Skew Field
Teorema 4.3.1
Misalkan W = S.(p, q, q,-., q, q) danp, qunitdi K. K adalah skew field.
Jika W invertible (dapat dibalik) maka W~ = S.(by, by, ..., b,_;) dimana
by = [-pq~'p +n(q —p) +p] ' [-pq ' — (n — 1]
by =by,=-=by_1=(q—p) " +by
=(@-p) "+ [-pq'p+nlq—p) +p] 7 [-pqt — (n—1)]
Bukti:

Diberikan W = S.(p, q, q, ..., q, q) adalah matriks sirkulan simetris atas skew
[p q q
| 9

e ,;;,J'

Sistem persamaan linier dar | atrlk W adalah
Wx=b

T QR Q
Qv R

field dengan W, ., =

dengan W adalah koefisien.

Untuk menentukan solusi dari sistem persamaan linier dapat dilakukan dengan
cara membentuk matriks yang diperbesar dari sistem persamaan linier dan
melakukan operasi baris elementer pada matriks yang diperbesar tersebut.
Dilakukan operasi baris elementer pada matriks yang diperbesar W dari W
sebagai berikut.

pqqq".qql]
|le a 9 9.. qp 0]
_ la 9 9 9. pqol
W=1:: :: - |
Iqqqp'"qqol
quqq"'qqu
9P q q q4qoy

Baris pertama dikali —1 dan dijumlahkan dengan baris kedua, lakukan juga hal
yang sama pada baris ketlga ken — 2, ke n — 1, dan ke—n untuk memperoleh

[ p q q q q 1'|
la—-p O 0 o w 0 p—q —1|
lg—p O 0 0 .. p—q 0 -—1f
— | ? s S N
lg—-» 0 o p-q= 0 0 -1
lq—p 0 p=¢ 0 = 0 0 —1J
=P p-q 0 o " 0 0 -1

Baris kedua dikali —1 dan dijumlahkan dengan baris ketiga, lakukan juga hal
yang sama pada baris ke n — 2, ke n — 1, dan ke—n untuk memperoleh
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[p a 9 q q q 17
la—p O 0 0 .. 0 p-—q —1f
| o 0 0 0 .. p—qq—-p 0|

—| : : S : : ;|
| o 0 0 p-q= 0 49-r 0|
[ 0 0 p—g 0 = 0 q-p oJ

0 P—q 0 0 = 0 4-P o

Diperoleh sistem persamaan berikut

by +q(by + by, +bs + -+ b,_, +b,_1) =1,
(g =p)bo+ (p — Pby—1 = 1,
(P = @bn—2 + (g —p) bp-1 =0,

(»—q)bs + (@ —p)bp_1 =0,
(»—q)b, + (@ —p) by =0,
“P-q@b;+(q@—p)bp_1 =0

pby + q(by + by + -+ by_1) =1, ()
Sehingga {

(q—p)bo+ (- by, = -1, (%)
P-@b+(@—p)bp-1=0 (kxx)  i=12,..,n—2
Dari persamaan (*x)
(@—p)by + (@ — @by = —1
P —@)bpy =1+ (p— @by
bp-1 =(q—p)~ ' + b
Dari persamaan ()
=@ bi+(@—p)by-1=0
P—bi=(@—qbry
b; = qn_1 i=12,...,.n—2
Dari persamaan ()
pby +q(by + by, + -+ b,_1) =1
pby + q[(n—1)((q —p) ™" +by)] =1
pby +q[(n — 1) (g —p)™' +q[(n — 1by)] =1
[p+q(n—1]by =1- q[(n—1(qg—p)7"]
[p+qn—D]  [p+qn—Dlby= [p+qn—D] = q[(n—D(@—-p) ] [p+qn—-1D]*
b= [p+qn—D]7 = q[(n-D(@-p) 1 [p+qn-D]™
by = [-pq~'p+nlq —p) +p] ' [-pq™' — (n—1)]
Maka diperoleh :
by = [-pq~'p +nlq —p) + p] ' [-pq™' — (n—1)]
by =b, =--=by,_1=(q _P)_l + by
=(q-p) '+ [-pg'p +nlg—p) +pl [-pg™' — (n—1)]
Sehingga,
W1 = S.(by,by, ..., by_y) W

Teorema 4.3.2
Diberikan W = S.(p, p+q, p+2q..,p+ (n—1)q) dan p, q unit di K
K adalah skew field. Jika W invertible (dapat dibalik) maka
w1 = S.(by, by, ..., bp,_;) dimana

by =[N0 (@ +iQ]™ —by — = by

by =b, = =b,, =n" X (p+ip]™"
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ooy = A+ ¢ [EEL G +i] + A+ 24+ @0 —2) @I + i) ).
Bukti:

Diberikan W = S.(p, p +q, p + 2q ...,p + (n — 1)q) adalah matriks sirkulan
simetris atas skew field

P ptq p+2q - p+m-—1)q
+ +2
dengan 4,,=| P17 P pHa P
p+Mm—1)q p p+q - p+(n-—2)q
Sistem persamaan linier dari matriks A adalah
Wx=b
Xo 1
w xl _ 0
xn—l 0

A adalah koefisien.
Untuk menentukan solusi dari sistem persamaan linier dapat dilakukan dengan
cara membentuk matriks yang diperbesar dari sistem persamaan linier dan
melakukan operasi baris elementer pada matriks yang diperbesar tersebut.
Dilakukan operasi baris elementer pada matriks yang diperbesar W dari W
sebagai berrikut.

p ptq p+2q -~ p+(n—1q 1
w=| Pte ptZ pt3q p 0

p+@m—1q p p+q p+(ﬁ—2)q 0
Baris pertama dikali —1 dan dijumlahkan dengan baris kedua kemudian dibagi g
untuk memperoleh

1 1 1 . 1 1 EiS @ +ip]™
| pta p+2q p+3q =~ p+n-1)q p 0
p+(n—1)q p p+q w p+(m—=3)q p+n-2)q 0

Baris pertama dikali - (p + q) dan dijumlahkan dengan baris kedua kemudian
dibagi q, lakukan juga hal yang sama pada baris ketiga dan ke—n untuk

memperoleh
M1 1 -~ 1 1 [ + i)™ ]
|o 1 2 - n=2 -1 —(1+q ') (p+lq)]1|
—10 0 0 o 0 -2 (P_‘HQ)] |
lo “n 0 - 0 0 ~[Zp + i) J

Sehingga diperoleh sistem persamaan berikut:
by + by + -+ by_y = [X15 (P+lQ)]
by +2b, + -+ (n — 2)bn_z bp, = —(1 +q ' p) X + i)
—nb,_, = —=[X50(p + ig)] !

—nb; = —[X5(p + i)™,
Dilakukan penyederhanaan untuk memperoleh

bo+ by + -+ byq = X0 (0 + i)™, (*)
b1 + 2bz +o+(n— 2)bn 2= by =—-(1+q” p)[Z o+ i (%)
= _[Zl= (p+ lQ)] ) j=12,. -2 (%)
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Dari persamaan (xxx)
—nb; = =[5 + i)™

nb; = X5 (@ + ig)]™

b; = n YRS +ig)] ! j=12,..,n-2
Dari persamaan (x*), misal x = n [X* ' (p +iq)]™*
by + 2by + -+ (n—=2)by_y — by = —(1+ ¢ 'P)[XI5 (0 +ig)] ™!
X+2x+-+M=2)x—byy =-1+q DI @+ ip]™"
xX(1+2++Mm=2)—bpy=-A+q "D @+ ip]™"
by =A+q "D+ + x(A+2+ -+ (—2))
by_1 = A +q "R+ + A+2++ —-2) WX +ip]™)
Dari persamaan (*)
by + by + -+ by = [E[55 (0 + i)l ™

by =DM dp+ig)l™*—by— - — by
Maka diperoleh,
by =DM dp+ig)l™* —by— - — by
by = by = = by, = n (0 + )]

bpr =0 +qg i@+l '+ A +2+ -+ —2) n U+ i]™).
Sehingga
W~ = S.(by,by,..,by_y) ®

5. KESIMPULAN

1) Matriks sirkulan simetris adalah suatu matriks sirkulan yang baris (atau
kolomnya) merupakan pergeseran ke kiri sekali (satu entri) dari baris (atau
kolom) sebelumnya.

2) Perkalian dari dua matriks sirkulan simetris adalah matriks sirkulan.

3) Invers dari matriks sirkulan simetris adalah matriks sirkulan simetris juga.

4) Setiap matriks sirkulan simetris atas skew field memiliki invers sehingga
berlaku Ww -t =w-lw =I.
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	dinotasikan dengan W = ,𝑺-𝒄. (,,𝒘-𝟎.-,𝒘-𝟏.-,𝒘-𝟐   . ,…-,,𝒘-𝒏−𝟐.    𝒘-𝒏−𝟏...) [9] .
	Ada beberapa sifat-sifat yang harus diperhatikan pada operasi matriks sirkulan simetris, diantaranya adalah sebagai berikut:
	1. ,𝑫-𝟐𝒌−𝟏.=𝑫 dan ,𝑫-𝟐𝒌.=𝑰, dimana 𝑫 adalah matriks permutasi yang merupakan matriks sirkulan simetris.
	2. Perkalian dari dua matriks sirkulan simetris adalah matriks sirkulan.
	Bukti:
	1. Ambil sebarang matriks 𝑫∈𝑹, dimana 𝑫 adalah matriks permutasi yang merupakan matriks sirkulan simetris
	dengan  ,𝑫-𝒏×𝒏.= , ,𝟎-,𝟏-𝟎.-,…-𝟎.-𝟏-,𝟎-𝟎.-,…-𝟎.-,⋮-𝟎.-,,⋮-⋮.-,𝟎-𝟏..-,,⋱-….-,⋮-𝟎....
	a) Akan dibuktikan bahwa ,𝑫-𝟐𝒌−𝟏.=𝑫
	Misalkan 𝑷(𝒌) adalah proposisi yang menyatakan bahwa  ,𝑫-𝟐𝒌−𝟏.=𝑫. Akan dibuktikan kebenaran proposisi ini dengan dua langkah induksi sebagai berikut:
	(i) Basis induksi
	𝑷(𝟏) benar, karena untuk 𝒌=𝟏 diperoleh  ,𝑫-𝟐𝒌−𝟏.=,𝑫-𝟐∙𝟏−𝟏.=,𝑫-𝟐−𝟏.=𝑫
	(ii) Langkah induksi
	Misalkan 𝑷(𝒌) benar, yaitu mengasumsikan bahwa ,𝑫-𝟐𝒌−𝟏.=𝑫 adalah benar (hipotesis induksi). Akan diperlihatkan bahwa 𝑷(𝒌+𝟏) juga benar, yaitu  ,𝑫-𝟐(𝒌+𝟏)−𝟏.=𝑫
	Hal ini dapat ditunjukkan sebagai berikut:
	,𝑫-𝟐(𝒌+𝟏)−𝟏.=,𝑫-𝟐𝒌+𝟐−𝟏.=,𝑫-𝟐𝒌−𝟏.,∙𝑫-𝟐.=,𝑫∙𝑫-𝟐.=,𝑫-𝟑.
	=, ,𝟎-,𝟏-𝟎.-,…-𝟎.-𝟏-,𝟎-𝟎.-,…-𝟎.-,⋮-𝟎.-,,⋮-⋮.-,𝟎-𝟏..-,,⋱-….-,⋮-𝟎...., ,𝟎-,𝟏-𝟎.-,…-𝟎.-𝟏-,𝟎-𝟎.-,…-𝟎.-,⋮-𝟎.-,,⋮-⋮.-,𝟎-𝟏..-,,⋱-….-,⋮-𝟎...., ,𝟎-,𝟏-𝟎.-,…-𝟎.-𝟏-,𝟎-𝟎.-,…-𝟎.-,⋮-𝟎.-,,⋮-⋮.-,𝟎-𝟏..-,,⋱-….-,⋮-𝟎.... =,...
	Karena langkah (𝒊) dan (𝒊𝒊) telah diperlihatkan benar, maka terbukti bahwa ,𝑫-𝟐𝒌−𝟏.=𝑫
	b) Akan dibuktikan bahwa ,𝑫-𝟐𝒌.=𝑰
	Misalkan 𝑷(𝒌) adalah proposisi yang menyatakan bahwa  ,𝑫-𝟐𝒌.=𝑰. Akan dibuktikan kebenaran proposisi ini dengan dua langkah induksi sebagai berikut:
	(i) Basis induksi
	𝑷(𝟏) benar, karena untuk 𝒌=𝟏 diperoleh ,𝑫-𝟐𝒌.=,𝑫-𝟐∙𝟏.=,𝑫-𝟐.=𝑫∙𝑫
	=, ,𝟎-,𝟏-𝟎.-,…-𝟎.-𝟏-,𝟎-𝟎.-,…-𝟎.-,⋮-𝟎.-,,⋮-⋮.-,𝟎-𝟏..-,,⋱-….-,⋮-𝟎....,,𝟎-,𝟏-𝟎.-,…-𝟎.-𝟏-,𝟎-𝟎.-,…-𝟎.-,⋮-𝟎.-,,⋮-⋮.-,𝟎-𝟏..-,,⋱-….-,⋮-𝟎.... =,  ,𝟏-,𝟎-𝟎.-,…-𝟎.-𝟎-,𝟏-𝟎.-,…-𝟎.-,⋮-𝟎.-,,⋮-⋮.-,𝟎-𝟎..-,,⋱-….-,⋮-𝟏....=𝑰
	(ii) Langkah induksi
	Misalkan 𝑷(𝒌) benar, yaitu mengasumsikan bahwa ,𝑫-𝟐𝒌.=𝑰 adalah benar (hipotesis induksi). Akan diperlihatkan bahwa 𝑷(𝒌+𝟏) juga benar, yaitu
	,𝑫-𝟐(𝒌+𝟏).=𝑰
	Hal ini dapat ditunjukkan sebagai berikut:
	,𝑫-𝟐,𝒌+𝟏..=,𝑫-𝟐𝒌+𝟐.=,𝑫-𝟐𝒌.∙,𝑫-𝟐.=𝑰∙,𝑫-𝟐.
	=,  ,𝟏-,𝟎-𝟎.-,…-𝟎.-𝟎-,𝟏-𝟎.-,…-𝟎.-,⋮-𝟎.-,,⋮-⋮.-,𝟎-𝟎..-,,⋱-….-,⋮-𝟏....,    ,𝟎-,𝟏-𝟎.-,…-𝟎.-𝟏-,𝟎-𝟎.-,…-𝟎.-,⋮-𝟎.-,,⋮-⋮.-,𝟎-𝟏..-,,⋱-….-,⋮-𝟎....,  ,𝟎-,𝟏-𝟎.-,…-𝟎.-𝟏-,𝟎-𝟎.-,…-𝟎.-,⋮-𝟎.-,,⋮-⋮.-,𝟎-𝟏..-,,⋱-….-,⋮-𝟎....=, ,𝟏-,𝟎...
	Karena langkah (𝒊) dan (𝒊𝒊) telah diperlihatkan benar, maka terbukti ,𝑫-𝟐𝒌.=𝑰
	2. Ambil sebarang matriks 𝑮, 𝑯∈𝑹 yang merupakan matriks sirkulan simetris,
	,𝑮-𝒏×𝒏.= ,  ,,𝒈-𝟎.-,𝒈-𝟏.-,…-,𝒈-𝒏−𝟏..-,𝒈-𝟏.-,𝒈-𝟐.-,…   -,𝒈-𝟎..-,⋮-,𝒈-𝒏−𝟏..-,⋮-,𝒈-𝟎..-,,⋱-….-,⋮-,𝒈-𝒏−𝟐.... . , ,𝑯-𝒏×𝒏. = , ,,𝒉-𝟎.-,𝒉-𝟏.-,…-,𝒉-𝒏−𝟏..-,𝒉-𝟏.-,𝒉-𝟐.-,…   -,𝒉-𝟎..-,⋮-,𝒉-𝒏−𝟏..-,⋮-,𝒉-𝟎..-,,⋱-….-,⋮-,𝒉...
	Berdasarkan definisi 2.5.2 maka hasil kali 𝑨𝑩 adalah
	𝑮𝑯=,,,𝒈-𝟎.,𝒉-𝟎.+,𝒈-𝟏.,𝒉-𝟏.+…+,𝒈-𝒏−𝟏.,𝒉-𝒏−𝟏.-,𝒈-𝟎.,𝒉-𝟏.+𝒈,𝒉-𝟐.+…+,𝒈-𝒏−𝟏.,𝒉-𝟎.-,…-    ,𝒈-𝟎.,𝒉-𝒏−𝟏.+,𝒈-𝟏.,𝒉-𝟎.+…+,𝒈-𝒏−𝟏.,𝒉-𝒏−𝟐..-,𝒈-𝟏.,𝒉-𝟎.+,𝒈-𝟐.,𝒉-𝟏.+…+,𝒈-𝟎.,𝒉-𝒏−𝟏.-,𝒈-𝟏.,𝒉-𝟏.+,𝒈-𝟐.,𝒉-𝟐.+…+...
	= ,,,𝒈-𝟎.,𝒉-𝟎.+,𝒈-𝟏.,𝒉-𝟏.+…+,𝒈-𝒏−𝟏.,𝒉-𝒏−𝟏.-,𝒈-𝟎.,𝒉-𝟏.+,𝒈-𝟏.,𝒉-𝟐.+…+,𝒈-𝒏−𝟏.,𝒉-𝟎.-,…-    ,𝒈-𝟎.,𝒉-𝒏−𝟏.+,𝒈-𝟏.,𝒉-𝟎.+…+,𝒈-𝒏−𝟏.,𝒉-𝒏−𝟐..-,𝒈-𝟎.,𝒉-𝒏−𝟏.+,𝒈-𝟏.,𝒉-𝟎.+,𝒈-𝟐.,𝒉-𝟏.+…-,𝒈-𝟎.,𝒉-𝟎.+,𝒈-...
	Misal  ,𝒈-𝟎.,𝒉-𝟎.+,𝒈-𝟏.,𝒉-𝟏.+,𝒈-𝟐.,𝒉-𝟐.+…+,𝒈-𝒏−𝟐.,𝒉-𝒏−𝟐.+𝒈,𝒉-𝒏−𝟏.=,𝒇-𝟎.
	,𝒈-𝟎.,𝒉-𝟏.+,𝒈-𝟏.,𝒉-𝟐.+…+,𝒈-𝒏−𝟐.,𝒉-𝒏−𝟏.+,𝒈-𝒏−𝟏.,𝒉-𝟎.=,𝒇-𝟏.
	,𝒈-𝒏−𝟏.,𝒉-𝟐.+,𝒈-𝟎.,𝒉-𝟐.+…+,𝒈-𝒏−𝟐.,𝒉-𝟎.=,𝒇-𝟐.
	⋮
	,𝒈-𝟏.,𝒉-𝒏−𝟏.+,𝒈-𝟐.,𝒉-𝟎.+…+,𝒈-𝟎.,𝒉-𝒏−𝟐.=,𝒇-𝒏−𝟐.
	,,𝒈-𝟎.,𝒉-𝒏−𝟏.+,𝒈-𝟏.,𝒉-𝟎.+,𝒈-𝟐.,𝒉-𝟏.+…+,𝒈-𝒏−𝟏.,𝒉-𝒏−𝟐.=𝒇-𝒏−𝟏.
	,𝑭-𝒏×𝒏. = ,,,𝒇-𝟎.-,𝒇-𝟏.-,…-,𝒇-𝒏−𝟏..-,𝒇-𝒏−𝟏.-,𝒇-𝟎.-,…-,𝒇-𝒏−𝟐..-,⋮-,𝒇-𝟏..-,⋮-,𝒇-𝟐..-,,⋱  -….-,⋮-,𝒇-𝟎.....
	Berdasarkan definisi 2.4.1, maka transpose dari matriks  𝑭 adalah
	,𝑭-𝑻. = ,,,,𝒇-𝟎.-,𝒇-𝟏.-,…-,𝒇-𝒏−𝟏..-,𝒇-𝒏−𝟏.-,𝒇-𝟎.-,…-,𝒇-𝒏−𝟐..-,⋮-,𝒇-𝟏..-,⋮-,𝒇-𝟐..-,,⋱  -….-,⋮-,𝒇-𝟎.....-𝑻.= ,,,𝒇-𝟎.-,𝒇-𝒏−𝟏.-,…-,𝒇-𝟏..-,𝒇-𝟏.-,𝒇-𝟎.-,…   -,𝒇-𝟐..-,⋮-,𝒇-𝒏−𝟏..-,⋮-,𝒇-𝒏−𝟐..-,,⋱-….-,⋮-,𝒇-𝟎.....
	∴ Karena perkalian matriks 𝑮𝑯=𝑭 dan ,𝑭≠𝑭-𝑻. yang berarti matriks F tidak simetris, maka terbukti bahwa perkalian dari dua matriks sirkulan simetris adalah matriks sirkulan.
	3. Ambil sebarang matriks 𝑾∈𝑹 yang merupakan matriks sirkulan simetris.
	dengan ,𝑾-𝒏×𝒏.= ,  ,,𝒘-𝟎.-,𝒘-𝟏.-,…-,𝒘-𝒏−𝟏..-,𝒘-𝟏.-,𝒘-𝟐.-,…   -,𝒘-𝟎..-,⋮-,𝒘-𝒏−𝟏..-,⋮-,𝒘-𝟎..-,,⋱-….-,⋮-,𝒘-𝒏−𝟐.... .
	dan berdasarkan definisi 2.4.2 karena matriks W simetris maka ,𝑾=𝑾-𝑻..
	a) Diketahui bahwa matriks A invertible (dapat dibalik) dan,𝑾=𝑾-𝑻. maka
	,𝑾-−𝟏.= ,,,,(𝑾-𝑻.)-−𝟏.=(𝑾-−𝟏.)-𝑻.
	Sehingga invers dari matriks sirkulan simetris juga merupakan matriks sirkulan simetris.
	b) Ambil sebarang 𝒌 𝝐 𝑹 dimana 𝒌 skalar, berdasarkan definisi 2.4.2 dan definsi 2.5.1 maka
	,𝒌(𝑾-𝑻.)=,𝒌  ,,,𝒘-𝟎.-,𝒘-𝟏.-,…-,𝒘-𝒏−𝟏..-,𝒘-𝟏.-,𝒘-𝟐.-,…   -,𝒘-𝟎..-,⋮-,𝒘-𝒏−𝟏..-,⋮-,𝒘-𝟎..-,,⋱-….-,⋮-,𝒘-𝒏−𝟐.....-𝑻.
	=𝒌,,,𝒘-𝟎.-,𝒘-𝟏.-,…-,𝒘-𝒏−𝟏..-,𝒘-𝟏.-,𝒘-𝟐.-,…   -,𝒘-𝟎..-,⋮-,𝒘-𝒏−𝟏..-,⋮-,𝒘-𝟎..-,,⋱-….-,⋮-,𝒘-𝒏−𝟐.....
	=,,𝒌,𝒘-𝟎.-,𝒌𝒘-𝟏.-,…-,𝒌𝒘-𝒏−𝟏..-,𝒌𝒘-𝟏.-𝒌,𝒘-𝟐.-,…   -,𝒌𝒘-𝟎..-,⋮-,𝒌𝒘-𝒏−𝟏..-,⋮-𝒌,𝒘-𝟎..-,,⋱-….-,⋮-𝒌,𝒘-𝒏−𝟐....., selanjutnya
	, ,𝒌𝑾.-𝑻.= ,𝒌 ,,,𝒘-𝟎.-,𝒘-𝟏.-,…-,𝒘-𝒏−𝟏..-,𝒘-𝟏.-,𝒘-𝟐.-,…   -,𝒘-𝟎..-,⋮-,𝒘-𝒏−𝟏..-,⋮-,𝒘-𝟎..-,,⋱-….-,⋮-,𝒘-𝒏−𝟐.....-    𝑻.=,,,𝒌,𝒘-𝟎.-,𝒌𝒘-𝟏.-,…-,𝒌𝒘-𝒏−𝟏..-,𝒌𝒘-𝟏.-𝒌,𝒘-𝟐.-,…   -,𝒌𝒘-𝟎..-,⋮-,𝒌𝒘-𝒏−𝟏..-,⋮-𝒌,𝒘-𝟎...
	=,,𝒌,𝒘-𝟎.-,𝒌𝒘-𝟏.-,…-,𝒌𝒘-𝒏−𝟏..-,𝒌𝒘-𝟏.-𝒌,𝒘-𝟐.-,…   -,𝒌𝒘-𝟎..-,⋮-,𝒌𝒘-𝒏−𝟏..-,⋮-𝒌,𝒘-𝟎..-,,⋱-….-,⋮-𝒌,𝒘-𝒏−𝟐.....

