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ABSTRAK

Dalam tulisan ini akan dibahas ideal near-ring, ideal fuzzy near-ring yang meliputi
hubungan antara ideal near-ring dan ideal fuzzy near-ring.
Kata kunci: Near-ring, ideal, ideal fuzzy.

1. PENDAHULUAN

Near-ring yang dikontruksi oleh Pilz (1983), Clay (1992) dan Kandasamy (2002),
merupakan salah satu perluasan dari ring, dimana beberapa aksioma yang ada pada ring
tidak harus diberlakukan pada near-ring. Operasi pertama (aditif) pada near-ring sebarang
tidak harus komutatif, dan terhadap operasi pertama (aditif) dan kedua (multiplikatif),
cukup dipenuhi salah satu sifat distributif kiri atau kanan.

Seiring dengan perkembangan zaman, penelitian pada near-ring tidak hanya berkisar
pada strukturnya tetapi mulai memadukan dengan teori lain, diantaranya dengan himpunan
fuzzy yang diperkenalkan oleh Zadeh pada tahun 1965, seperti penelitian yang dilakukan
oleh Abou-Zaid (1991).

Abou-Zaid (1991) melakukan fuzzyfikasi pada struktur near-ring, sehingga
melahirkan definisi near-ring fuzzy, subnear-ring fuzzy, ideal fuzzy near-ring yang
meliputi ideal prima fuzzy dan mendefinisikan ideal yang dibangun oleh satu elemen di
near-ring secara detail.

Penelitian yang dilakukan oleh Abou-Zaid, memberikan ide bagi penulis untuk
meneliti hubungaan antara ideal near-ring dan ideal fuzzy near-ring, sehingga buku dan
jurnal tentang near-ring, ideal near-ring, near-ring fuzzy, dan ideal fuzzy near-ring yang
ada pada daftar pustaka, akan di jadikan acuan utama dalam mengkaji ideal fuzzy near-ring
yang meliputi hubungan antara ideal near-ring dan ideal fuzzy near-ring.

2. TINJAUAN PUSTAKA
Berikut ini, disajikan definisi dan sifat dari near-ring dan himpunan fuzzy yang
digunakan pada pembahasan ideal fuzzy near-ring.
Definisi 2.1. Himpunan R tidak kosong dengan dua operasi biner + dan . disebut near
ring, jika memenuhi:
(1) ( 1. +) adalah grup (tidak harus grup komutatif),
(2) (7. -) adalah semigrup,
(3) untuk setiap x,y,zeR berlaku salah satu sifat distributif kanan atau kiri
(i). distributif kanan rx+yl-z2=x-24y-z
(ii). distributif kiri crxe{y+z)=x-y+a-z
Selanjutnya yang dimaksud near-ring adalah near-ring kiri, kecuali ada keterangan
lebih lanjut, x-y adalah xy.
Pada near-ring, grupnya tidak harus komutatif terhadap operasi +, maka dalam
mendefinisikan ideal di near-ring subgrupnya harus normal.
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Definisi 2.2. Diberikan ( fi. +. -} adalah near-ring. Subgrup normal 7 di /? disebut ideal di

R, jika
(1). RICI
(2). (r +i)s — rael untuk setiap r, se i dan iel.
Subgrup normal I di [ memenuhi kondisi (1] disebut ideal kiri di R, sedangkan

subgrup normal I di /7 memenuhi kondisi (2] disebut ideal kanan di .

Definisi 2.3. Diberikan X adalah himpunan tidak kosong. Suatu pemetaan p disebut subset
fuzzy di X jika p : X — [0.1]. Selanjutnya himpunan semua subset fuzzy di X dinotasikan
dengan IF(X) dan Image dari p dinotasikan dengan Im(u) := {u(x) | xeX }.

Definisi 2.4. Diberikan sebarang p,v eF(X),maka

(1) n = jika dan hanya jika p(x) = v(x) untuk setiap xeX,

(2) nZo jika dan hanya jika p(x) < v(x) untuk setiap xeX,

(3) (W v)(X) := min{u(x), v(x)} untuk setiap xeX.

Definisi 2.5. Diberikan pelF(X) dan te[0,1]. Level subset (t-cut) di p dinotasikan dengan
e yang didefinisikan dengan, p; := {xeR | u(x) > t}.

Lemma 2.6. Diberikan sebarang p,v eF(X),maka

(1) nSo maka pa=v, untuk setiap a<[0,1]

(2) a < b maka p,=pa untuk setiap a,be[0,1]

(3) n = jika dan hanya jika pa = v, Untuk setiap a<[0,1]

3. METODE PENELITIAN

Penelitian ini dilakukan berdasarkan studi literatur berupa buku-buku dan jurnal-
jurnal ilmiah, khususnya yang berkaitan dengan near-ring, ideal near-ring, near-ring fuzzy
dan ideal fuzzy near-ring.

Pada tahap awal dipelajari konsep-konsep dasar tentang near-ring, subnear-ring, ideal
near-ring. Konsep-konsep dasar ini yang nantinya akan banyak membantu untuk
memahami konstruksi near-ring fuzzy, subnear-ring fuzzy, dan ideal fuzzy near-ring.

Setelah memahami konstruksi near-ring fuzzy, subnear-ring fuzzy, dan ideal fuzzy
near-ring, dibuktikan beberapa lemma dan teorema yang terkait dan ditentukan asumsi-
asumsi sehingga terbentuk sifat baru, yang mendukung pada pembahasan hubungan antara
ideal near-ring dan ideal fuzzy near-ring.

Langkah terakhir, dengan menggunakan lemma-lemma dan teorema-teorema yang
saling terkait, maka diperoleh hubungan antara ideal near-ring dan ideal fuzzy near-ring.

4. HASIL DAN PEMBAHASAN

4.1. IDEAL FUZZY NEAR-RING

Definisi 4.1.1. Diberikan near-ring [? dan pelF{ 7). Subset fuzzy u disebut subnear-ring
fuzzy di 7 jika untuk setiap . y € fi berlaku:

(1) pie — y) = min{ule), uly )}, dan

(2) play)>minfule), wiyl}.

Selanjutnya, p disebut ideal fuzzy di i jika p adalah subnear-ring fuzzy di 2 dan untuk
setiap . i, = i berlaku:

(3) H':"] = ul:,-'.n' + =),
(4) ulry) > ply), dan
(5) e + =)y —ay) > plz).
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Suatu p disebut ideal kiri fuzzy di 2 jika memenuhi kondisi (1), (2), (3) dan (4),
sedangkan p disebut ideal kanan fuzzy di [ jika memenuhi kondisi (1), (2), (3) dan (5).
Contoh 4.1.2. Diberikan 2 := {a. b. ¢ «} adalah near-ring seperti pada Contoh 2.1.3. Jika
uelF( f7) dengan p(c) = u(d) < u(b) < u(a), maka dapat ditunjukkan p adalah ideal fuzzy di
R.

Contoh 4.1.3. Diberikan /& := {a.b. e «} adalah near-ring dengan dua operasi biner yang
didefinisikan pada tabel Cayley berikut:

+ | a b c d a b c d
a | a b c d a a a a a
b b a d Cc b a a a a
c c d b a c a a a a
d d Cc a b d a b c d

Jika pelF( f7) dengan u(c) = u(d) < u(b) < u(a), maka dapat ditunjukkan p adalah ideal kiri
fuzzy di 17, tetapi bukan ideal kanan fuzzy di 7, karena ada . «/ € i sedemikian hingga
wilel 4+ by — dd ) = pled — dd )= pla —d) = pla + ) = pie) 1‘,(-1 pih.

Setelah definisi subnear-ring fuzzy dan ideal fuzzy near-ring, berikut diberikan sifat
dari subnear-ring fuzzy.
Lemma 4.1.4. Diberikan near-ring F. Jika p adalah subnear-ring fuzzy di /2, maka untuk
setiap ref?
(1) pitg)> plr), dan
(2) wl—x)=pla)

Setelah sifat dari subnear-ring fuzzy, berikut diberikan sifat dari ideal fuzzy near-
ring.
Lemma 4.1.5. Diberikan near-ring K. Jika p adalah ideal fuzzy di 2, maka untuk setiap
r.yeli
(1) ple + y)=ply + ), dan
(2) ple —y)=p(0g) maka pia) = plyl.

Berikut diberikan sifat dari ideal fuzzy near-ring yang berhubungan dengan level
subset (t-cut) dari p.
Teorema 4.1.6. Diberikan near-ring I? dan uelF{ 7). Level subset u; adalah ideal di 7
untuk setiap te[0,1] jika dan hanya jika p adalah ideal fuzzy di .
Bukti:
(=) Misalkan pelF( ) dan p ideal di I untuk setiap ¢€[0,1]. Akan dibuktikan p ideal
fuzzy di R.
1) Andaikan ada . iy € I sedemikian hingga pirg — i) < min{ulen ), i}

Misalkan t; = %2 [l g — yo) + min{ul g ), piye )}, maka
min{p[.r”], o .rJr,-,]}> fo> Wiy — un) = },L(Xo) >t u(yo) >t H(Xo — yo) <.
Berdasarkan analisa di atas, maka . i€y, dan iy — yo € Ly, Yang mengakibatkan p,

bukan ideal di fi. Kontradiksi dengan . ideal di /7 untuk setiap t+<[0,1] sehingga
pengandaian salah, seharusnya

ula — o) = min{ul), piy)} untuk setiap ., ye fi.
2) (¢) Andaikan ada .. 1, € 7 sedemikian hingga pi ) > plig + 20 — ).
Misalkan iy =% [ulan) + iy + o0 — w0y )], maka
Wwiap ) >t > g + g — wo) = plag) >t A Py + g — ) < fo.
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Berdasarkan analisa di atas, maka rgep,, dan oy, + @y — yegu, Yang
mengakibatkan ., bukan ideal di F. Kontradiksi dengan p ideal di 17 untuk setiap
te[0,1] sehingga pengandaian salah, seharusnya
pia) < wly + o — ), untuk setiap . ye .
(21) Andaikan ada ;. iy € I sedemikian hingga pixp) < wlin + oo — 4.
Misalkan =Yz [uln) + plug + @0 — w)], maka
Ml: Mo g — ) > 1> H':-"'lt-] = H': Yo g — el >t A H':-"'lt-] < 1g.
Berdasarkan analisa di atas, maka i, + 3 — wep, dan xggup,, Yyang
mengakibatkan ., bukan ideal di F?. Kontradiksi dengan p ideal di 17 untuk setiap
te[0,1] sehingga pengandaian salah, seharusnya
wiae) > iy + o — ), untuk setiap ., ye fi.
Berdasarkan () dan (i), maka p{.r) = u(y + & — y) untuk setiap .r. ye fi.
3) Andaikan ada . 1, € [t sedemikian hingga i g ) < wl i ).
Misalkan ;=% g ) + i )], maka
Wi ) > to> plogin) = W) > to A g ) < .
Berdasarkan analisa di atas, maka i, e, dan i€ 1, Yang mengakibatkan p,, bukan
ideal di 7. Kontradiksi dengan . ideal di /7 untuk setiap ¢ <[0,1] sehingga pengandaian
salah, seharusnya pf(.riy) > iy ) untuk setiap ., y e Ii.
4) Andaikan ada . i1y, ip € It sedemikian hingga pi {y + g Jiin — pin ) < wlin ).
Misalkan = Y2 [l (g + do)in — @oue) + u inJ], maka
H(i0)> o >l (ep + o )lin — Tl ) = H('O) >tg Al + i ) — Totio) < to.
Berdasarkan analisa di atas, maka izep,, dan (wy+ ip)yg — Coegly, Yang
mengakibatkan ., bukan ideal di 2. Kontradiksi dengan p; ideal di i untuk setiap
te[0,1] sehingga pengandaian salah, seharusnya
wi (e + i)y — o) > i), untuk setiap . y. ie fi.
Jadi, p ideal fuzzy di R.
(=) Misalkan p ideal fuzzy di /2. Akan dibuktikan . ideal di /2 untuk setiap t<[0,1]
Diambil sebarang te[0,1], maka menurut definisi p; := {xe R | wlx) > t}, Ozew yang
mengakibatkan =R dan p; # .
Mengingat p adalah ideal fuzzy di [?, maka untuk setiap r, =€ [ dan . y e u; berlaku:
1) pix — )= min{ulx), wiy)} > ¢ yang mengakibatkan . — y ey, dengan kata lain (p,
+) adalah subgrup di ( /7. +).
2) wr+r—r)=pulx)>1tyang mengakibatkan r + = — rep;, dengan kata lain (p, +)
subgrup normal di (7. +).
3) wira)>plx) >t yang mengakibatkan r.r e, dengan kata lain /7pC .
4) u[{r+i)s —rs]>ple) >t yang mengakibatkan (v + i )s — rsep.
Jadi, y; ideal di fi. m
Teorema 4.1.7. Diberikan near-ring /. Jika | adalah ideal di /&, maka untuk setiap
te(0,1], ada p ideal fuzzy di [? sedemikian hingga p; = I.
Bukti:
Misalkan pelF( 7] yang didefinisikan dengan,
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() = t. xw el
H= 0, reft-1

dengan t<(0,1]. Akan dibuktikan ada p ideal fuzzy di i sedemikian hingga p; = I.

1)

2)

3)

4)

Diambil sebarang .. ye .
a) Jika . yef? — I, maka p(x) =0 dan uly) =0 sedemikian hingga

wie — ) > 0=min{ulr), piy)}dan play) >0 =piy).
b) Jika ., yel, maka & — y, ryel sedemikian hingga

i — y)=1t=min{ulx), pliy}dan uley)=t=puly).
c) Jikareldan y¢l, maka u(x) =t dan p(y) = 0 sedemikian hingga

pie —y) > 0=min{u(), piy)} dan plry) >0 = piy).
Jadi, pl( — y) > min{ulx), wiy 3 dan play) > piy) untuk setiap +., ye i,
Andaikan pf) < ply + @ — y)untuk suatu ., ye .
Mengingat Im(p) = {0, ¢}, maka

wal=0Apy +r—yj=t = relAay+r—yel
Di lain pihak,
(1. +)subgrup normal di ( /. +) maka [+ — | + (4 + = — y) — [ — y]|el tetapi,
[ —yl+lw+oe—y)—[e—yl=[e+{{—u)+ )]+ (& —y] - [ —u])
=r+0p+0=uxel.

Kontradiksi dengan ¢ sehingga pengandaian salah, seharusnya

uia) > ply + @ — y)untuk setiap . ye Ii.
Selanjutnya, andaikan p(:r) > p(y + @ — i) untuk suatu ., ye .
Mengingat Im(u) = {0, ¢}, maka

=t Aapy+ar—y)=0= relAy+r—yel

Akibatnya, (7. +) bukan subgrup normal di { f7.+). Kontradiksi dengan (/. +) subgrup
normal di { /7. + ) sehingga pengandaian salah, seharusnya

uiae) < uly + @ — y)untuk setiap . ye Ii.
Berdasarkan analisa di atas, maka pi.r) = puly + = — y) untuk setiap . y e fi.
Andaikan p[( + )y — wy] < pit) untuk suatu . y.ie R,
Mengingat Im(p) = {0, ¢}, maka

pile+ijy—ay)=0Aplt)=t = (e + )y —aygl Aiel.

Akibatnya, | bukan ideal di Fi. Kontradiksi dengan | ideal di 3.
Jadi, p( (@ + i)y — ay) > pie) untuk setiap . y. ie K.
Akan dibuktikan p; = .
Berdasarkan definisi u, maka

w={rell|wr)>it}={rel |wri=tvuX)>it}={zell |pr)=1}=1

Jadi, ada p ideal fuzzy di R sedemikian hingga p; =1. m

Selanjutnya akan didefinisikan fungsi karakteristik dari suatu near-ring yang

merupakan kejadian khusus dari teorema di atas, yaitu pada saat { = 1.
Definisi 4.1.8. Diberikan A subset tidak kosong di near-ring i dan y.elF(/7) yang
didefinisikan dengan,

() 1. r£ A
T i=
XAWE) 0. ref- A
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untuk setiap refi. Selanjutnya v, disebut fungsi karakteristik dari A, kecuali ada
keterangan lebih lanjut.

Berikut diberikan sifat dari ideal fuzzy di near-ring [?, yang berhubungan dengan
fungsi karakteristik dari suatu ideal di 7.
Teorema 4.1.9 Diberikan | subset tidak kosong di near-ring /. Fungsi karakteristik dari |
adalah ideal fuzzy di I? jika dan hanya jika | ideal di f.

Bukti:
(=) Misalkan p adalah ideal fuzzy di 12 yang didefinisikan dengan,
)L oxel
Hlx) = {u, reR-I

untuk setiap .re 2. Akan dibuktikan I adalah ideal di f3.
Berdasarkan definisi p, maka py = {ref | i) > 1} = {ze R | plx) = 1} = 1, sehingga
menurut Teorema 4.1.6, | adalah ideal di 7.
(=) Bukti sejalan dengan Teorema 4.1.7. m
Berikut diberikan sifat kesamaan dari dua level subset (t-cut) dari suatu subset
fuzzy di near-ring R.
Teorema 4.1.10. Diberikan ideal fuzzy p di near-ring /2. Dua level subset p,, dan p,, di p
dengan t; < t, adalah sama jika dan hanya jika tidak ada e i sedemikian hingga t; <
pliar) < .
Bukti:
(=) Misalkan p ideal fuzzy di I? dan w,, = w,, dengan t; < t. Akan dibuktikan tidak ada
re i sedemikian hingga t; < pir) < ta.
Andaikan ada .r e I7 sedemikian hingga t; < u(#) < t;, maka
pla)zti Aplr)<tye rep, Aregp.,.

Berdasarkan analisa di atas, maka w, # p.. Kontradiksi dengan p,, = .., sehingga
pengandaian salah, seharusnya tidak ada .re I? sedemikian hingga t; < pf) < ta.
(=) Misalkan p ideal fuzzy di near-ring F¢ dan tidak ada .re /2 sedemikian hingga t; < pi.r)
< tp. Akan dibuktikan p,, = p,, dengan t; < t,.
Dimbil sebarang xep,,, maka u(x) > t; > t; yang mengakibatkan u(x) > ti, yaitu rep,,,
dengan Kkata lain p; Zp,,.
Selanjutnya, diambil sebarang rep,, maka pf.r) > t;. Mengingat () > t; dan tidak ada
relt sedemikian hingga t; < ul#) < tp, maka plx) < t; yang mengakibatkan ui) > t;
sehingga rep,,, dengan kata lain p,, Cp,..
Berdasarkan analisa di atas, maka p,, = p,, dengant; <t;. m

Setelah sifat kesamaan dua level suset (t-cut) dari suatu subset fuzzy di near-ring f,
berikut diberikan sifat dari koleksi ideal di near-ring [ yang identik dengan koleksi semua
level subset p di 1.
Teorema 4.1.11. Diberikan ideal fuzzy p di near-ring R. Jika T} = {4y, 12,0 }
dengan f; < ¢, < ... < {,,, maka koleksi ideal {u; |1 <i < n} di It adalah koleksi semua
level subset di p.
Bukti:
Misalkan p ideal fuzzy di 12, Tw{p) = {i;. 2. .00, } dengan ¢ < t2 < ... < ¢, dan {u: | 1
< i< n} adalah koleksi ideal di /7. Akan dibuktikan untuk setiap te[0,1] ada i€ {1,2, ..., n}
sedemikian hingga = ..
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Mengingat ¢, < #, < ... < f,,, maka tj < ti+1, 1 <i < n — 1 sehingga menurut Lemma 2.6,
Wi, Sp, dalamarti p, 2p,2 . 2
Mengingat p,, := {rell | ple) > t1}, {u:. | L < i < n} adalah koleksi ideal di & dan
Wy 2l ... 2y, Mmaka p,, = R.
Misalkan te[0,1] dan te Im(p).
1) Jikat<t;, maka menurut Lemma 2.6, p; Cp.
Mengingat p,, = & dan p, Cug, maka p = py,.
2) lJikati<t<tygdengan 1 <i<n -1, maka menurut Lemma 2.6, u, , Cp.
Selanjutnya, diambil sebarang .rep; maka pf.) > t.
Andaikan ada e f? sedemikian hingga t < p{i) < tis, maka tj <t < pfi) < tig.
Akibatnya, Im(u) = {t, t1, to, ..., t}. Kontradiksi dengan Im(p) = {ts, to, ..., t,}.
Jadi, tidak ada .re I? sedemikian hingga t < p() < tis.
Selanjutnya,
u() >t dan tidak ada .reR sedemikian hingga t < i) < tisg, maka plx) + ti+q yang
mengakibatkan u( ) > ti.1, yaitu rep,, ,, sehingga ..
Mengingat p, , Cpedan wCpy, ,,, maka pe= .
Jadi, untuk setiap te[0,1] adaie{1,2, ..., n} sedemikian hingga w= ;. =

5. KESIMPULAN
Berdasarkan hasil dan pembahasan pada penelitian maka dapat diambil kesimpulan
bahwa setiap ideal di near-ring adalah ideal fuzzy near-ring dan juga sebaliknya.

DAFTAR PUSTAKA

[1]. Abou-Zaid. S, 1991, On fuzzy subnear-rings and ideals, Fuzzy Sets and Systems, vol.
44, pp. 139-146.

[2]. Clay. J.R, 1992, Nearrings, geneses and applications, Oxford, New York.

[3]. Jun. Y.B, Sapanci. M. and Oztiirk. M.A, 1998, Fuzzy ideal in gamma near-ring, Tr.
J. of Math, vol. 22, no. __, pp. 449-459.

[4]. Kandasamy. W.B.V, 2002, Smarandache near-rings, American Research Press
Rehoboth.

[5]. Kandasamy. W.B.V, 2003, Smarandache fuzzy algebra, American Research Press
Rehoboth.

[6]. Kim. S.D. and Kim. H.S, 1996, On fuzzy ideals of near-rings, Bull. Korean Math.
Soc, vol. 33, no. 4, pp. 593-601.

[7]. Mordeson, J.N, Malik D.S and Kuroki. N, 2003, Fuzzy semigroup, Springer-Verlag,
Berlin Heidelberg.

[8]. Mordeson, J.N, Bhutani. K.R. and Rosenfeld. A, 2005, Fuzzy group theory, Springer-
Verlag, Berlin Heidelberg.

[9]. Pilz. G, 1983, Near-ring, the theory and applications 2" ed., North-Holland
Mathematict Studies, vol. 23, North-Holland, Amsterdam.

19



