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ABSTRAK

Teori little Fermat berhasil digeneralisasi oleh Euler menggunakan fungsi phi Euler, Fungsi phi
Euler ¢p(h) didefinisikan sebagai banyaknya bilangan asli tidak lebih dari h dan saling prima
dengan h. Gupta (1981) mengatakan tidak semua bilangan asli merupakan elemen range ¢».Tujuan
dari penelitian ini adalah menentukan sifat-sifat fungsi phi Euler dan menentukan batas bawah dan
batas atas prapeta suatu bilangan di bawah fungsi phi Euler. Penelitian ini bersifat studi literatur
yaitu dengan mengumpulkan dan mempelajari berbagai referensi yang berkaitan dengan topik
penelitian. Hasil yang diperoleh adalah hubungan bilangan asli dengan peta bilangan tersebut
ketika dikenakan fungsi phi Euler dan batas prapeta fungsi phi Euler, baik batas bawah maupun
batas atas. Batas tersebut dapat digunakan untuk menentukan himpunanprapeta sebuah bilangan di
bawah fungsi phi Euler .

Kata kunci :Fungsi Phi Euler, Prapeta Phi Euler.

1. PENDAHULUAN

Salah satu teori tentang bilangan prima pada teori bilangan yang terkenal
adalah teori little Fermat. Namun, teori tersebut hanya berlaku untuk bilangan
prima. [3] mengatakan pada tahun 1760, Euler mampu membuat generalisasi dari
teori little Fermat untuk semua bilangan asli. Untuk membuat generalisasi
tersebut, Euler menggunakan bantuan sebuah fungsi yang kemudian diberi nama
fungsi phi Euler dan dinotasikan ¢.

Fungsi phi Euler ¢p(h) didefinisikan sebagai banyaknya bilangan asli tidak
lebih dari h dan saling prima dengan h. Untuk menghitung nilai ¢(n) tanpa harus
mendaftarkan bilangan yang memenuhi syarat, diperlukan sebuah formula ¢(n)
yang diperoleh berdasarkan sifat-sifat dari fungsi ¢. Formula ¢(n) juga dapat
digunakan untuk memperoleh sifat-sifat lainnya dari fungsi ¢ [3]. Sebagai sebuah
fungsi, ¢ tentu memiliki himpunan domain dan range. Menurut [5] tidak semua
bilangan asli merupakan elemen range ¢. Salah satu langkah untuk memudahkan
mencari nilai prapeta dari m adalah menentukan batas bawah dan batas atas,
sehingga dapat mempersempit ruang pencarian. Berdasarkan analisa masalah yang
dikaji, maka dibahas sifat-sifat dari fungsi phi Euler dan batas bawah dan batas
atas prapeta suatu bilangan di bawah fungsi phi Euler.

2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Keterbagian

Definisi 2.1.1 [3]

Sebuah bilangan bulat m bisa dibagi habis dengan bilangan bulat k # 0,
disimbolkan k|m, jika ada bilangan bulat ¢ sedemikian sehingga m = kc. Ditulis
k + m untuk menunjukkan bahwa m tidak habis dibagi dengan k.

Teorema 2.1.2 [3]

Untuk semua bilangan bulat k, [, m, memenuhi:
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1. Jika k|l dan m|d, maka km|ld.
2. Jika k|l dan l|m, maka k|m.
3. Jika k|l dan k|m, maka k|(lx + my) untuk sembarang bilangan bulat x dan y.

2.2 Faktor Persekutuan Terbesar

Definisi 2.2.1 [3]

Diberikan k dan [ bilangan bulat, dimana paling tidak salah satu dari keduanya
bukan nol. Faktor persekutuan terbesar dari k dan [, ditulis dengan (k, 1), adalah
bilangan bulat positif w memenuhi pernyataan berikut :

1. w|k dan w|l

2 jikaclkdanc|l,makac <w

2.3 Bilangan Prima

Definisi 2.3.1 [6]

Bilangan prima ialah bilangan asli yang lebih besar dari 1 yang hanya bisa
dibagi dengan bilangan 1 dan bilangan itu sendiri. Bilangan komposit adalah
bilangan asli yang lebih besar dari 1 dan bukan merupakan bilangan prima.
Teorema 2.3.2 [1]

Jikan = {zlpf" adalah faktorisasi prima dari n, d pembagi positif dari n maka
d dapat dinyatakan dalam bentuk d = [Ii_,p;’, dimana 0 <¢; < a; untuk
i=1.2,..,r.

2.4 Kelipatan Persekutuan Terkecil

Definisi 2.4.1 [3]

Diberikan k danl bilangan bulat, dengan paling tidak salah satu dari keduanya
bukan nol. Kelipatan persekutuan terkecil dari k dan !, ditulis dengan [k, (],
adalah bilangan bulat positif v memenuhi pernyataan berikut :

1. klvdanl|v

2. jikak|cdanl|c, makav < c.

Teorema 2.4.2 [3]

Pada bilangan asli b dan d berlaku [b, d](b,d) = bd.

2.5 Fungsi Multiplikatif

Definisi 2.5.1 [6]

Sebuah fungsi yang didefinisikan untuk setiap bilangan bulat positif disebut fungsi
multiplikatif jika f(st) = f(s)f(t) dimana s dant bilangan asli yang saling
prima.

Teorema 2.5.2 [6]

Jika f adalah fungsi multiplikatif dan misal pflpgz - pds adalah faktorisasi

prima dari n, maka f (n) = f(p;")f (p;") = f(05°)-

2.6 Fungsi phi Euler

Definisi 2.6.1 [6]

Misal h bilangan bulat positif. Fungsi phi Euler ¢(h) didefinisikan sebagai
banyaknya bilangan asli tidak lebih dari h yang saling prima dengan h.

Teorema 2.6.2 [6]
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Jika s dan t adalah bilangan bulat positif yang saling prima maka

P (st) = p(s)p (D).

2.7 Himpunan Terbatas

Definisi 2.7.1 [2]

Misal S adalah himpunan tak kosong yang merupakan subset R.

(a) himpunan bilangan S disebut terbatas ke atas jika terdapat bilangan t € R
sedemikian hingga s < t untuk setiap s € S. Semua bilangan yang memenuhi
syarat t dikatakan batas atas S.

(b) himpunan bilangan S disebut terbatas ke bawah jika terdapat bilangan v € R
sedemikian hingga v < s untuk setiap s € S. Semua bilangan yang memenuhi
syarat v disebut batas bawah S.

(c) sebuah himpunan dikatakan himpunan terbatas jika himpunan tersebut
terbatas ke atas dan terbatas ke bawah. Sebuah himpunan dikatakan
himpunan tak terbatas bila himpunan tersebut tidak terbatas.

3. METODE PENELITIAN

Penelitian dilakukan dengan cara mengumpulkan referensi pendukung yang
berhubungan dengan fungsi phi Euler khususnya sifat-sifat fungsi phi Euler.
Referensi tersebut dipahami, dibahas dan diuraikan sehingga diperoleh sifat-sifat
fungsi phi euler dan batas prapeta fungsi phi euler.

4. HASIL DAN PEMBAHASAN
Teorema 4.1.1 [6]
Jika p adalah bilangan prima dan k adalah bilangan bulat positif, maka

@) =P Hlp-1)
Bukti

Bilangan kelipatan p dan tidak lebih dari p* ada sebanyak p*~! buah, yaitu
p,2p,3p, ..., (*1)p. Sehingga ada sebanyak p* — p*~1 yang tidak lebih dari p*
dan relatif prima dengan p*, dengan kata lain ¢(p*) = p* —pkl =
P Hp-1).m

Teorema 4.1.2 [3]

Jika 112 -+ i *adalah faktorisasi prima dari bilangan asli h, maka ¢(h) bisa
dinyatakan dalam satu bentuk berikut

(D). (rlal_l)(rzaz—l) (rkak—l)(rl -D(r,—-1)..(n,—1)
@. h(1-2)(1-2)~(1-2)

21
(iid). hl_[(rT)

r|h
Bukti
Karena ¢ adalah fungsi multiplikatif maka ¢(h) = ¢ (") (1,2) -+ d(1*)
=" Nr-DEYE-D 3 D@ -
=" )P () - D= 1) (e — 1)
=(r")"R?) .. (rB)A-mHA - A —1gh)
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-(1-2)(1-2)-(-

=h (2 (Z2) - (2 = a[pED) m

1 T Tk
Teorema 4.1.3 [6]
Jika n adalah bilangan bulat positif, maka Y4, ¢(d) = n
Bukti
Bilangan dari 1 sampai n dibagi ke dalam kelas-kelas. Bilangan m dimasukkan ke
dalam kelas C, jika dan hanya jika (m,n) = d. Karena (m,n) = d jika dan hanya

jika (%g) = 1. Sehingga Bilangan bulat m dimasukkan ke kelas C; jika dan

hanya jika (%S) = 1. Jadi diperoleh Banyaknya bilangan di dalam kelas C,
adalah sebanyak bilangan bulat positif tidak lebih dari g dan relatif prima dengan

S. Berdasarkan definisi 2.6.1 maka terdapat ¢ (S) buah bilangan dalam kelas C,.

Karena bilangan 1 sampai n dibagi ke dalam ke dalam kelas yang saling disjoin
dan setiap bilangan hanya dimasukkan ke dalam tepat 1 kelas, maka jumlah

elemen dari kelas-kelas yang berbeda adalah n. akibatnya .4, ¢ (g) =n.
Karena d adalah sebarang bilangan yang membagi n, bilangan S juga yang

membagi n, maka ¥ g, $(d) =Yapn ¢ (g) =n.m
Teorema 4.1.4 [3]
Jika n bilangan bulat positif lebih besar dari 1, maka jumlah bilangan bulat
positif tidak lebih dari n dan relatif prima dengan n adalah %n ‘p(n).
Bukti
Misalkan d;, dy, ..., dg(ny adalah bilangan-bilangan bulat positif tidak lebih dari n
dan relatif prima dengan n. Karena (d,n) = 1 jika dan hanya jika (n —d,n) = 1,
maka bilangan-bilangan n —d;,n —dy,..,n —dgp) sama dengan bilangan-
bilangan d4, dy, ..., d ). S€hingga

di+dy++dpy =(m—dp)+t(m—dy) ++n—depw)

=¢pm) n—(dy +d, + -+ dpwm)

sehingga (dy + d, + - + dgpm)) = %ng{)(n).l
Teorema 4.1.5 [5]
Jika n > 3, maka ¢(n) adalah bilangan genap.
Bukti
Misal pypy? -+ py* adalah faktorisasi prima dari n. Karena fungsi ¢ adalah
fungsi multiplikatif maka ¢(n) = ¢(py*)d(py2) - ¢(pi*) = [Tz, ¢(p;").
Berdasarkan teorema 4.1.1 diketahui bahwa ¢(p) = pi ' (p; — 1). Karena
diberikan n > 3 maka pasti memenuhi 1 dari 2 kondisi berikut. Kondisi 1, jika n
memiliki faktor prima ganjil. Misal p; adalah bilangan prima ganjil maka
o (p) = pf~ ' (p; — 1) adalah bilangan genap karena (p; — 1) genap, sehingga
¢(n) juga adalah bilangan genap. Kondisi 2, Jika n tidak memiliki faktor prima
ganjil maka n = 2/ dengan j > 2. Sehingga ¢(2/) =2/71(2-1) =2/ juga
bilangan genap. Akibatnya ¢ (n) adalah bilangan genap untuk n > 3. m
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Akibat 4.1.6 [5]

Jika n adalah bilangan bulat positif, maka peta dari n dibawah fungsi phi Euler
adalah 1 atau bilangan genap, sehingga dipastikan tidak ada bilangan bulat x
yang memenuhi ¢(x) = 2t + 1,t > 1.

Bukti

Diketahui ¢(1) = ¢(2) = 1 dan berdasarkan teorema 4.1.5 ¢(n) adalah bilangan
genap untuk n > 3. Sehingga peta dari n dibawah fungsi phi Euler adalah 1 atau
bilangan genap. m

Teorema 4.1.7 [5]

Jika p adalah bilangan prima dengan n = pm, maka ¢(n) = (p — 1)¢p(m) untuk
(p,m) = 1,dan ¢(n) = p¢p(m) untuk (p, m) # 1.

Bukti

Jika (p,m) =1 maka berdasarkan teorema 2.6.2 ¢(n) = dp(p)¢p(m) =
(p — Dp(m). Jika (p,m) # 1, maka (p,m) =p. Karena (p,m) =p maka
berdasarkan definisi 2.2.1 p|m. Sehingga m dapat ditulis sebagai p®d, dengan
a>1dan (p,d) = 1. Karena (p,d) = 1 maka (p%, d) = (p**1,d) = 1. Karena
(p?%, d) = 1 maka berdasarkan teorema 2.6.2 dan teorema 4.1.1

p(m) = p(p°d) = pDB(A). Jadi $(d) = LT3 = —EL—. Bilangan n
dapat dijabarkan menjadi n = pm = p(p?d) = p**tld. Karena (p?*t1,d) =1
dengan p bilangan prima maka berdasarkan teorema 2.6.2, teorema 4.1.1 dan

o(d) = % diperoleh

pe1)(p-1
— a+1 — a+1 — a _ ¢(m) —
dp(n) =dp(@“d) = (@ He(d) = PM)(p-1 D=1 pp(m). m
Akibat 4.1.8 [5]

Jika m adalah bilangan bulat positif, m adalah bilangan ganjil jika dan hanya
jika ¢(2m) = p(m).

Bukti

(=) diketahui m adalah bilangan ganyjil

Akan ditunjukkan ¢ (2m) = ¢p(m)

Karena m adalah bilangan ganjil maka (2,m)= 1. Sehingga ¢(2m) =
¢(2)p(m) =1-$p(m) = $(m)

(&) diketahui ¢ (2m) = ¢p(m)

Akan ditunjukkan m adalah bilangan ganjil

Andaikan m adalah bilangan genap maka m = 2t. Sehingga (2,m) =2 # 1.
Berdasarkan teorema 4.1.7, ¢(2m) = 2¢(m) # ¢(m). Hal ini kontradiksi
dengan yang diketahui, seharusnya m adalah bilangan ganjil. m

Teorema 4.1.9 [6]

Jika n memiliki faktor prima ganjil sebanyak k buah, maka 2%|¢(n).

Bukti

Karena n memiliki k faktor prima ganjil, maka n dapat ditulis sebagai

20pP1p22 .. p%k dengan a = 0 dan b; = 1 untuk i = 1,2, ..., k. Karena fungsi ¢

adalah fungsi multiplikatif maka @(n) = p(2)P(PY)P(p22) -+ P (pr¥).
Berdasarkan teorema 4.1.5 maka (/)(pl.b") adalah bilangan genap untuk i =

1,2, ..., k, sehingga 2|¢(p’?). Karena 2|¢(p;?) untuk i = 1,2, ..., k, berdasarkan
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teorema 2.1.2(1) maka 25102 p(p22) -+ P (pr¥). Karena
2% (p")p(p22) - p(p2*¥), 2%|0 dan ¢(2%) adalah bilangan bulat maka
berdasarkan teorema 2.1.2 (3)

26102 p(pr*) b (p52) -+ d(P*) + (2% - 0

= 21629 (py*)p(p22) - d(pi*) = 2*|p(n). m
Teorema 4.1.10 [6]

Jika m|n dengan m, n adalah bilangan positif maka ¢(m)|¢(n).
Bukti

Misal n = p{'p,? - ..-p,", karena m|n maka berdasarkan teorema 2.3.2 m =
D1'Dy2 * Py dimana 0 < ¢; < a; untuk i = 1,2,..,7. Misal ¢; = 0 untuk
i=12,..,jdanc; > 1untuki =j+1,j+2,..,r maka

— . C1..C2 . Cj+1_Cj+2 Cr _ Cj+1_ Cj+z = Cr
m=pyipst . DDy ey = Pipg p,p,+1p,+2 ot Dy
c c c

— j+1 j+2 . _ j+1 ]+2 .
=1-1-..-1- jr1Ej+2 pT =Pji1Pjya " pT

Berdasarkan teorema 4.1.2

o) =) (0 )@= 1) e (or = D) = [T 0 D Tea(pi — 1)

dan

T T
c -1 L
o = (05 7) - G )P - ) =D = [ [of™ [ [@i- D
i=j+1 i=j+1

o) _ M@ DM@
¢(m) H{=j+1(pCi_1)H: ]+1(pi 1)

=@ D Ty D L~ D

= [1os @) iy 0 ) Ty (o = 1)

Karena 0<c¢; <a; untuk i=12,..,j+1,j+2,..,r maka a; —c; = 0.

sehingga  T1/_y(p{" ™) TTiz s (0 ) T1_y (e — 1) = &2 bilangan  bulat.

Karena ;’( ) bilangan bulat maka berdasarkan definisi 2.1.1 ¢(m)|¢p(n).m
Teorema 4. 1 11 [6]
Jika (a,b) = d dan [a, b] = ¢ maka ¢p(a)p(b) = ¢ (d)¢p(c)
Bukti
Misalkan P; adalah himpunan bilangan prima yang membagi a, dan P, adalah
himpunan bilangan prima yang membagi b. Jika p; €(P; N P;) dan p, €
(PuP,) maka pgld dan pclc. Karena n(P)+n(P) =n(P;UP)+
n(P]- N Pk) dan juga elemen pada himpunan tersebut saling identik maka

pj—1 Pr—1 pa—1 pc—1
Hp]EP](;_]) HpkEPk(;_k) = deE(PjnPk)(;_d) HPCE(PjUPk)(p_C)
Berdasarkan teorema 2.4.2 ab = (a, b)[a, b] = dc, jadi

—1 — —1 —

P@P(b) = allyer,E)b per, (5 -) = ab np,.ep,(”;—]_) Mprer <)

Maka

Pk
=dc dee(P]nPk)( ) HpCE(P]UPk)( )
1
= d[pgepjnrp o) ¢ H,,Ce(pjum(” )= B)P). m
Teorema 4.2.1 [5]
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Setiap himpunan tak kosong ¢~'(m),maka ¢ " (m) terbatas ke atas dan terbatas
ke bawah

Bukti

Misalkan untuk sebarang p;ipy? - p* =n€ ¢~t(m), maka ¢(n) =m
Berdasarkan definisi 2.6.1 ¢(n) tidak lebih dari n. Sehingga ¢(n) <n=m <
n. Karena m < n maka berdasarkan definisi 2.7.1 m adalah batas bawah dari
¢~ '(m). Karena pf Dyt p“ = n maka berdasarkan teorema 4.1.2

m=¢®m) =p;* Py T (o~ D2~ 1) (o — 1)

Sehingga jika diberikan n dan p|n maka (p — 1)|m. Namun jika diberikan m dan
(p — 1)|m belum dapat dipastikan p|n. contohnya ¢(7) = 6, diketahui (3 — 1)|6

namun 3 t 7. Akibatnya ]'[p|n( ) < [le- 1)|m( )

¢7(1n) ppn (” E _HP|n( )— M- 1)|m( )

Sehinggan < ¢ () [1(,- 1)|m(_) =m[]p- 1)|m(L)
Karena n < m[],- 1)|m( ) maka berdasarkan definisi 2.7.1 m[],- 1)|m( )

adalah batas atas dari ¢~ *(m). Jadi ¢ '(m) terbatas ke atas dan terbatas ke
bawah. m
Akibat 4.2.2 [5]

Jika g adalah elemen ganjil terbesar dari himpunan ¢ '(m), maka

Bukti
Karena g € ¢ ~1(m) maka ¢(q) = m. Berdasarkan akibat 4.8 jika q ganjil maka
¢(2q) = p(q) = m Sehingga 2q € ¢~ 1(m). Berdasarkan teorema 4.12,

2q <m[]e- 1)|m( -)- Sehingga q <= > - 1)|m( D). .

5. KESIMPULAN
Kesimpulan yang diperoleh dari penilitian ini adalah
1. Sifat-sifat fungsi phi Euler terkandung dalam teorema berikut:
a. Jika p bilangan prima, k bilangan bulat positif maka

o) = Hp -1
b. Jika r;"*r,2 --- ,'¥ adalah faktorisasi prima dari bilangan bulat positif h.
maka

oW = (" NEED) . F N - DO =D (e — 1)

- h(l—z)(l—;) (1-2)
:hnr|h(%)

¢. Jika n bilangan bulat positif dan d faktor positif n maka ¥4, ¢(d) = n
d. Jika n bilangan bulat positif lebih besar dari 1, maka jumlah bilangan bulat

positif tidak lebih dari n dan relatif prima dengan n adalah %n ‘p(n)
e. Jikan = 3 maka ¢(n) adalah bilangan genap
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f. Jika n adalah suatu bilangan bulat positif maka peta dari n dibawah fungsi
phi Euler adalah 1 atau bilangan genap

g. Jika p adalah bilangan prima dengan n =pm, maka
¢(n)=(p-—-1¢p(m) untuk (p,m) =1, dan ¢(n)=pep(m) untuk
(pm) =1

h. Jika m bilangan bulat positif, maka m adalah bilangan ganjil jika dan hanya
jika ¢(2m) = ¢p(m)

i. Jika n memiliki faktor prima ganjil sebanyak k buah, maka 2%|¢(n)

J- Jika m|n dengan m, n adalah bilangan positif maka ¢ (m)|¢(n)

k. Jika FPB (a,b) = d dan KPK [a, b] = ¢ maka ¢(a)¢p(b) = ¢p(d)p(c)

. Batas bawah dan batas atas prapeta bilangan positif m di bawah fungsi phi

Euler adalah sebagai berikut:

a. m adalah batas bawah dari ¢~ (m)

b. ml'[(p_mm(ﬁ) adalah batas atas dari ¢~'(m) dengan p adalah bilangan
prima

c. Jika g adalah elemen ganijil terbesar dari himpunan ¢~*(m), maka
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