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ABSTRAK

Transformasi Laplace adalah metode transformasi yang digunakan untuk menyelesaikan
persamaan diferensial. Transformasi Laplace pertama kali diperkenalkan oleh Pierre Simon
Marquas De Laplace,seorang matematikawan Perancis dan seorang guru besar di Paris. Selain
transformasi Laplace, juga terdapat suatu transformasi yaitu transformasi Elzaki yang merupakan
transformasi khusus dari transformasi Laplace. Transformasi Elzaki diperkenalkan oleh Tarig M.
Elzaki untuk mencari solusi persamaaan diferensial biasa. Pada umumnya kedua transformasi
tersebut digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial linier,
dalamproses transformasinya menggunakan integral dengan batasan dari 0 sampai . Tidak seperti
pada transformasi Elzaki, transformasi Laplace tidak mempunyai perkalian operator integral
dengan variabel v. Tujuan dari penelitian ini adalah mencari hubungan antara transformasi
Laplace dengan transformasi Elzaki. Hasil dari penelitian ini menunjukkan bahwa transformasi
Elzaki dari suatu fungsi f(t) memiliki hubungan dengan transformasi Laplace yaitu T(v) =
vF G) sedangkan untuk transformasi Laplacenya F(s) = sT G) dengan T (v) dan F(s) berturut-

turut adalah transformasi Elzaki dan Laplace dari f(t). Berdasarkan hubungan di atas dapat
diperoleh sifat-sifat transformasi Elzaki yang bersesuaian dengan transformasi Laplace.

Kata kunci: Persamaan diferensial linier, transformasi Laplace, transformasi Elzaki

1. PENDAHULUAN

Transformasi Laplace adalah metode transformasi yang digunakan untuk
menyelesaikan persamaan diferensial. Transformasi Laplace pertama kali
diperkenalkan oleh Pierre Simon Marquas De Laplace seorang matematikawan
Perancis dan seorang guru besar di Paris. Selaintransformasi Laplace juga terdapat
suatu transformasi yaitu transformasi Elzaki. Transformasi Elzaki diperkenalkan
oleh Tarig M. Elzaki untuk mencari solusi persamaaan diferensial linier.

Pada umumnya kedua transformasi di atas dapat digunakan untuk
menyelesaikan persamaan diferensial linier. Adapun kesamaannya yaitu kedua
transformasinya menggunakan integral dengan batasan dari 0 sampai o. Pada
transformasi Laplace tidak ada perkalian operator integral dengan variabel v,
sedangkan untuk transformasi Elzaki terdapat perkalian integral dengan variabel
v. Berdasarkan uraian di atas peneliti tertarik untuk mempelajari lebih dalam
tentang hubungan antara kedua transformasi ini.
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2. TINJAUAN PUSTAKA
2.1 Transformasi Laplace

Berikut ini Definisi Transformasi Laplace:
Definisi 1.1[5]
Misalkan f(t) suatu fungsi dari t yang tertentu untuk t > 0. Transformasi
Laplace dari f(t), yang dinyatakan oleh L{f(t)}, didefinisikan sebagai

L{f(t)}=F(s) = fO°° e Stf(t)dt dengan parameter s adalah riil.

Diberikan definisi eksistensi dari hasil transformasi Laplace

Definisi 1.2[4]

Sebuah fungsi f berorde eksponensial jika terdapat konstanta a, t, > 0 dan
M > 0 sedemikian sehingga |f(t)| < Me®", untuk setiap t > t, dengan f(t)
terdefinisi.

Selanjutnya diberikan sifat linier dan turunan fungsi,

Teorema 1.3 [5]

Jika c; dan c, adalah sebarang konstanta sedangkan f;(t) dan f,(t) adalah
fungsi-fungsi dengan transformasi Laplacenya masing-masing F;(s) dan F,(s),
maka

Lici f1(®) + c2f2(0)} = a1 L{fi(O} + . L{f2(0)} = 1 F1(5) + ¢ F(5).

Teorema 1.4 [5]
Diberikan f(t) adalah fungsi kontinu untuk 0 <t < N dan berorde eksponensial
untuk t > N sedangkan f'(t) adalah kontinu sepotong-sepotong untuk 0 <t <

N. Jika L{f (£)} = F(s) maka L{f'(£)} = sF(s) — £(0).

Teorema 1.5[4]
Diberikan f(t) fungsi kontinu yang mempunyai turunan ke (n — 1) dinotasikan

D) untuk t >0 dan diasumsikan £(t), f'(t),...,f® D (t) semuanya
berorde eksponensial e~%¢. Andaikan f(™(t) adalah kontinu sepotong-potong
untuk 0 < t < b. Jika L{f ™(t)} ada untuk s > a maka L{f ™ ()} = s"F(s) —
sPF(0) = smTRf1O) — o — f7D((),

Berikut Definisi inver transformasi Laplace

Definisi 1.6[5]

Transformasi Laplace fungsi f(t) adalah F(s), yaitu jika L{f(t)} = F(s), maka
f(t) disebut invers transformasi Laplace dari F(s), ditulis dengan f(t) =

L YF(s)}.

Sifat konvolusi
Definisi 1.7[4]
Diberikanfdangmerupakan fungsi yang kontinu sepotong-sepotong pada interval
tertutup berhingga 0 < t < b dan berorde eksponensial. Fungsi konvolusi
dinotasikan dengan f g dan didefinisikan sebagai berikut f(t) x g(t) =

[, F(Dg(t - Ddx.

13



Arie Wijaya, Yuni Yulida, Thresye- Hubungan Transformasi Laplace dengan
Transformasi El Zaki

Teoremal.8[4]
Diberikan f dan g merupakan fungsi yang kontinu sepotong-sepotong pada
interval tertutup berhingga 0 < t < b dan berorde eksponensial e% maka

L{f x g} = L{f}L{g}untuk s > a.

2.2 Transformasi Elzaki
Berikut diberikan definisi serta sifat Transformasi Elzaki
Definisi 1.9[3]
Transformasi Elzaki didefinisikan untuk fungsi berorde eksponensial yang

diberikan pada fungsi-fungsi dalam himpunan A yang didefinisikan oleh:
Itl

A={f:R->R|3IM, ky,k, >0,|f(t)] < Me"i, untuk setiap t € R}
fungsi yang diberikan dalam himpunan A dengan konstanta M harus banyaknya
bilangan terbatas ,k,, k, banyaknya boleh terbatas atau tidak terbatas.

Definisi 1.10[2]
Transformasi Elzaki ditunjukkan dengan operator E(.) ,didefinisikan dengan

oo _t
persamaan integral E[f ()] =T(v) = v [, f(t)e vdt, ky Sv <k, t =0
variabel yang akan ditransformasi dan variabel variabel hasil transformasi.

Teoremal.11[3]
Diberikan T (v) adalah transformasi Elzaki dari [E (f(t)) = T(v)], maka:

M) ELf' 0] ="2-vf(0)
(i) E[f"(0)] = "2 - £(0) - vf'(0).

T(v)

v
3. METODE PENELITIAN

Penelitian ini dilakukan dengan cara studi literatur dari berbagai sumber,

baik buku maupun jurnal yang menunjang dan relevan dengan tinjauan yang
dilakukan.  Prosedurpenelitianakan di  mulaidenganmengumpulkan  dan
mempelajari bahan-bahan mengenai transformasi Laplace, transformasi Elzaki,
persamaan diferensial biasa, persamaan diferensial biasa orde satu dan orde n;
mencari hubungan antara transformasi Laplace dengan transformasi Elzaki; dan
penerapannya dalam menentukan solusi persamaan diferensial biasa linier.

4. HASIL DAN PEMBAHASAN
4.1 Hubungan antara Transformasi Laplace dan Elzaki

Berikut diberikan beberapa teorema yang menunjukkan hubungan
transformasi Laplace dengan transformasi Elzaki. Tetapi sebelumnya akan
diberikan Teorema 4.1.1
Teorema4.1.1

Diberikan T (v) adalah transformasi Elzaki dari f (t), E[f(t)] = T (v).
: _(ft-1),t=1 _ =

Jika g(t) = {0 b <1 maka E[g(t)] = ev T (v).

Bukti: Berdasarkan Definisi 1.10, diperoleh
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[oe)

E[g(®)] = v f g(D)e vdt = v

0

f g(t)e‘ﬁdt+ f g(t)e‘idt]

= vf f(t—r)e_gdt

Misalkan t = A + rmaka dt = dA, dlperoleh

A+‘r)

E[g(0)] —vff(,1+r—r)e -(59) dl—vff(/l)e ;

= e_Evf f(/l)e_id/l
Berdasarkan Definisi 1.10 diperoleh E[g(t)] = e_%T(U).I

Teorema 4.1.2
Diberikan f(t)eA dengan transformasi LaplaceF(s), maka transformasi Elzaki

T (v)dari f(t) diberikan dengan T (v) = vF (%)
Bukti: Berdasarkan Definisi 1.10 diperoleh T(v) = vfooof(t)e_gdt dan

berdasarkan Definisi 1.1, maka diperoleh T (v) = vF (%) .|

Akibat 4.1.3
Diberikan f(t) yang memiliki F(s) dan T(v) berturut-turut merupakan

transformasi Laplace dan Elzaki, maka F(s) = sT G)

Bukti: Berdasarkan Teorema 4.1.2, dan misalkan s = % diperoleh
1 1 1

T(—)=—F(s)<:>F(s) =ST<—>.I
S S S

3.2 Transformasi Elzaki pada Turunan dan Integral

Pada transformasi Laplace terdapat transformasi terhadap turunan maupun
integral fungsi f(t), demikian juga pada transformasi Elzaki yang akan disajikan
dalam teorema-teorema berikut:
Teorema4.2.1
Diberikan F'(s) dan T'(v)berturut-turut adalah transformasi Laplace dan Elzaki
dari turunan f(t), maka:

i) T ="2-vf(0)

(i) TW@)=—F-Sigv2 " r®0) nx=1
Dimana T™ (v) dan F(”)(s) adalah transformasi Elzaki dan Laplace dari
turunan ke n dari fungsi £ (t) dengan notasi f ™ (t).
Bukti:

(i) Berdasarkan Teorema 1.4, diketahui F'(s) = sF(s) — f(0)
Maka berdasarkanTeorema 4.1.2
T'(v)

e )~ )r0] -T2

T(v)
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(if) BerdasarkanTeorema 1.5, transformasi Laplace dari f ™ (t)
L{F™®)} = s"F(s) = s"* f(0) = s™2f'(0) — - — f(*7D(0)
Atau dapat dltulls dengan F™ (s) = s"F(s) — Ypza sn+D ) ()
Misalkan s = ;, diperoleh

1 K
P ()=
Dan karena berdasarkan Teorema 4.1.2
TM(v) = vF™ (1) maka

L0 110 sy L o 10 (w) = T2y 3 om0 )

v v ph k= Ovn (k+1)
T( ) n—1
PN T(n)( ) — Z vz—n+kf(k)(0) m
k=0

Teorema 4.2.2
Diberikan T'(v) dan F’(s) merupakan transformasi Elzaki dan Laplace dari h(t),

dengan h(t) = [, f(7) dr, maka T'(v) = E[h(t)] = vT (v).

Bukti: Berdasarkan Teorema 1.4 diperoleh

L{h'(t)} = sH(s) — h(0) = sH(s)

Karena diketahui L{h(t)} = F'(s) dan L{f(t)} = F(s),

sedangkan h(t) = fotf(r) dt maka h'(t) = f(t) sehingga diperoleh
LI} = LIF (O} & sH(s) = F(s) & H(s) =2, H(s) = L{h()}.

Sehingga diperoleh F'(s) = L{h(t)} = @ akibatnya berdasarkan Teorema 3.1.2
1 1 1

T'(v) = vF' (—) =v [UF (—)] = v?F (—) =vT(v).m
v v v

Teorema 4.2.3

Diberikan T(v) adalah transformasi Elzaki dari fungsi f(t) maka:

(i) E[tf (O] = v2 52— vT (v)
v d T()

(DE[t*f (O] = v*—
Bukti:
(i) Dari Definisi 1.10 dan turunan pertama terhadap v diperoleh

dT dlr .
div) == [f vf(t)e_ﬁdt]
0

= f % [ve_ﬁf(t)dt]
0

=f%e‘§(tf(t))dt+f e_éf(t)dt

0

dT(v) _ 01 1
G = ;E[tf(:l;](‘*‘);E[f(t)] oo
& Eltf (O] = v? ==~ vE[f(0)] = v* === vT (v).
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(it) Dari Definisi 1.10 dan turunan kedua terhadap v diperoleh

d?*T d? - t
dv(zv) = Z[f vf(t)e_Edt]

— [ve vf(t)dt]

av[ e v(tf(t))dt] f faf(t)dt]

e‘E(tzf(t))dt— —e‘E(tf(t))dt+ —e‘E(tf(t))dt

0

—e v(tzf(t))dt

v3
da’Tt(w) _ E[t%f(t
4

0 JJadi E[¢2f (6)] = v* 12,

Teorema 4.2.4
Jika E[f(t)] = T(v) maka

(i) ELtf (0] = v? = ["2 = vf (0)] - v [52 - v (0)]

(i) E[tf"(6)] = [”"’ = () = vf' ()] = v [52 = £(0) - vf'(0)]

(ii) E[£ (0] = v* = [E2 — £(0) - vf'(0)]
Bukti:
(i) Berdasarkan Teorema 4.2.3 (i) diperoleh

E[tf'(0)] = —() —vT'(v)

- Z80-ro] 2]

(i) BerdasarkanTeorema 4.2.3 (i) diperoleh

. _L,dT"(v) .
E[tf"(8)] = v2 — =~ vT"(v)
d T(v)
= f(O)l—vl —f(0) —vf’ (O)l
(iii) BerdasarkanTeorema 4.2.3 (ii) diperoleh
E[e2 _ 4d2T"(v) B d? T(v)
[ (0] = vt —= = vt | = f(0) -

Teorema 3.2.5
Diberikan f(t)eA dengan transformasi Elzaki T (v), maka E[e% f(t)] =

(1= anr [ =]
Bukti: Berdasarkan Definisi 1.10 diperoleh
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E[f()] = T(w) = v f (e sdt

Misalkan t = vw maka dt = v dw, sehingga
E[f(vw)] = T(v) = v? j fow)e™ dw
0

Atau dapat ditulis E[f (v)] = T(v) = v? [” f(vt)e™" dt
Sehingga E[e® f(t)] = v? fooof(vt)e_a”te_tdt = v? fooof(vt)e_(l_a”)tdt
Misalkan w = (1 — av)tmaka dw = (1 — av)dt, sehingga
@ d
E[eatf(t)] — vzf f(v w )e_w w
0

2

- 1 i av_[0 f (1 lim;v) e rdw

2 @
=(1—-av) l(l—v—av)zfo f (1 —av W) e‘WdWl

=(1—av)T[1_vav].l

1—av

Teorema 4.2.6

Diberikan f(t) dan g(t) yang didefinisikan dalam himpunan A berturut-turut
memiliki transformasi Laplace F(s)danG(s)dan transformasi Elzaki M(v) dan
N(v) , maka transformasi Elzaki dari konvolusi f dan g (f*g)(t) =
fowf(t)g(t — 7)dt diberikan oleh E[(f * g)(t)] = iM(v)N(v).

Bukti: Berdasarkan Teorema 1.8 diketahui bahwa L[(f * g)] = F(s)G(s)
Dengan menggunakan Teorema 4.1.2 diperoleh E[(f * g)(t)] = vL[(f * g)(t)].

Dan berdasarkan Teorema 4.1.2 diperoleh M(v) = vF (%) dan N(v) = vG (%)

Misalkan % = s, maka diperoleh F(s) = @ dan G(s) = @
sehingga

M(v)N
EI + )(0) = vEI(f * )] = vF(S)G(s) = v[ 1o |

= lM(v)N(v). [
v

5. KESIMPULAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan maka dapat ditarik kesimpulan bahwa
hubungan transformasi Laplace dan Elzaki adalah:
1. Transformasi Elzaki dari suatu fungsi f(t) memiliki hubungan dengan

transformasi Laplace yaitu T(v) = vF (%) dengan v = %
2. Transformasi Laplace dari suatu fungsi f(t) memiliki hubungan dengan
transformasi Elzaki yaitu F(s) = sT G)

3. Fungsi-fungsi khusus dari transformasi Laplace juga dapat diselesaikan dengan
transformasi Elzaki dan berdasarkan kesimpulan 1 dan 2 diperoleh sifat-sifat
transformasi Elzaki seperti halnya sifat-sifat pada transformasi Laplace, seperti
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transformasi terhadap turunan, integral, pergeseran, perkalian dengan t, dan
konvolusi.

DAFTAR PUSTAKA

[1] Elzaki, T. M. 2012. Homotopy perturbation and Elzaki transform for solving
nonlinier partial differential equations. Mathematical Theory and Modeling.
ISSN 2224-5804, Vol. 2, No. 3

[2] Elzaki, T. M. 2011. On the connections between Laplace and Elzaki
transforms. Advances in Theoretical and Applied Mathematics. ISSN 0973-
4554, Number 1, pp. 1-10

[3] Elzaki, T. M. 2011. The New Integral Transform “Elzaki transform”.Global
Journal of Pure and Applied Mathematics. ISSN 0973-1768, Number 1, pp.
57-64.

[4] Ross, S. L. 1984. Differential Equations. Third Edition. John Wiley & Sons.
New York.

[5] Spiegel, M. R. 1999. Seri Buku Schaum Teori dan Soal-soal Transformasi
Laplace (Alih  Bahasa Pantur Silabandan Hans Wospakrik).Erlangga.
Jakarta.

19



