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Abstract. In this paper, we described about Musielak-Orlicz function spaces of Bochner
type. It has been obtained that Musielak-Orlicz function space Ly(p, X) of Bochner
type becomes a Banach space. It is described also about P-convexity of Musielak-Orlicz
function space Ly (p, X) of Bochner type. It is proved that the Musielak-Orlicz function
space Ly(p, X) of Bochner type is P-convex if and only if both spaces L, and X are
P-convex.
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1. Pendahuluan

Ruang Orlicz diperkenalkan pertama kali pada tahun 1931 oleh W. Orlicz. Teori
ruang Orlicz mempunyai peranan yang sangat penting dan telah banyak diterapkan
ke dalam berbagai cabang matematika, salah satunya pada masalah Optimal Control.
Pengembangan dan penyempurnaan dari ruang Orlicz sendiri juga mngalami
kemajuan yang sangat pesat, salah satunya adalah Musielak dan Orlicz yang
mengembangkan suatu ruang fungsi yang dibangkitkan oleh modular yang
mempunyai sifat konveks. Dalam hal ini, I,(f) = [, ¢ (¢, | f(t)| x) di yang merupakan
modular konveks membangkitkan ruang fungsi Musielak-Orlicz type Bochner

Lo(p, X) = {f € LXT,X) : | f()lIx € Lo},

yang juga merupakan ruang Banach.

Sifat kekonvekan pada ruang Banach dan sifat refleksif juga telah banyak
dikembangkan oleh banyak matematikawan. Ye Yining, He Miaohong dan R.
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Pluciennik (1991) di dalam tulisannya yang berjudul ” P-convexity and reflexivity of
Orlicz spaces” menyatakan bahwa sifat refleksif dan sifat P-konveks pada ruang Orlicz
adalah ekuivalen. Hal yang sama juga terjadi pada ruang fungsi Musielak-Orlicz
maupun ruang barisan Musielak-Orlicz.

2. Tinjauan Pustaka

2.1. Pengertian Dasar

Definisi 2.1. Suatu himpunan X tak kosong disebut ruang linier (ruang vektor)
atas lapangan R jika memenuhi

L1. (X,4) merupakan grup abelian

L2. Untuk x,y € X dan «, B € R berlaku ax € X dan
alr+y) =ar+ ay
(a+ Bz =ax+ Py
(af)z = a(pzx)

lx = x dengan 1 merupakan elemen satuan pada R

Definisi 2.2. Diberikan ruang linier X. Fungsi || - || : X — R disebut norma jika

B1. ||z|| > 0 untk setiap x € X
|z|| = 0 jika dan hanya jika x =0

B2. ||az|| = |al||z|| untuk setiap x € X dan o € R
B3. ||z +y|| < |lz]] + ||ly|| untuk setiap x,y € X

Ruang linier X yang dilengkapi dengan suatu norma || - || disebut ruang bernorma
dan dilambangkan dengan (X, || - ||). Selanjutnya, jika normanya sudah tertentu, maka
ruang bernorma cukup ditulis X saja. Setiap ruang bernorma (X, ||-||) merupakan ruang
metrik terhadap d(x,y) = ||z — y||,z,y € X. Pada pembahasan selanjutnya, ukuran
dan integral yang digunakan adalah ukuran dan integral Lebesgue, kecuali disebutkan
lain.

Definisi 2.3. Diberikan ruang bernorma (X, || - ||).

(i). Barisan {x,} C X dikatakan konvergen ke x € X jika untuk setiap ¢ > 0
terdapat bilangan asli ng sehingga untuk bilangan asli n > ng berlaku ||z, —z|| < e.
Barisan {x,} konvergen ke x dinotasikankan dengan ||z, —x| — 0, untuk n — oo

atau lim xz,, = x.
n—oo

(i1). Barisan {x,} C X dikatakan terbatas jika terdapat bilangan M > 0 sehingga
|znl| < M untuk setiap bilangan asli n.
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(111). Barisan {xz,} C X disebut barisan Cauchy jika untuk setiap ¢ > 0 terdapat
bilangan asli ng dengan sifat untuk setiap dua bilangan asli m.n > ng berlaku
|zn — xm]| <e.

Teorema 2.4. Diberikan ruang bernorma (X, | - ||). Jika barisan {x,} C X konvergen
maka {x,} merupakan barisan cauchy.

Teorema 2.5. Diberikan ruang bernorma (X, | - ). Jika barisan {x,} C X barisan
cauchy maka {x,} terbatas.

Akibat 2.6. Diberikan ruang bernorma (X, | - ). Jika barisan {z,} C X konvergen
maka {x,} terbatas.

Definisi 2.7. Ruang bernorma (X, ||-||) dikatakan lengkap jika setiap barisan cauchy
di dalam X konvergen. Sedangkan ruang bernorma (X,| - ||) disebut ruang Banach
jika (X, - |I) lenghap.

2.2. Ruang Lebesgue

Definisi 2.8. Diberikan himpunan T # 0 dan himpunan kuasa T, ditulis 27,
didefinisikan 27 = {A : A C T}. Keluarga himpunan ¥ C 27 disebut aljabar
himpunan jika

1. AeX = Ace X
2. ABeX=AUBeX
Selanjutnya, ¥ C 2T disebut aljabar-o jika

1. X aljabar, dan
2. Al,AQ...EEjUAiEE

Definisi 2.9. Diberikan f :T — R* fungsi terukur-p. Fungsi f dikatakan terintegral

Lebesgue terhadap ukuran-p (atau dikatakan terintegral-p ), jika terdapat barisan

fungsi sederhana {f,} sehingga f.(x) — f(x), h.d. pada x € T dan untuk setiap

e > 0 terdapat bilangan n sehingga [|fi(x) — f;(x)| p(dz) < e untuk setiap i,5 > n.
T

Selanjutnya, nilai hingga dart lim [ f,(z)p(dz) disebut integral Lebesgue dari fungsi
n_)OOT
[ dan dinotasikan dengan [ f(x)p(dz) atau [ fdu.
T T

Diberikan himpunan terukur X. Koleksi semua fungsi terukur-p dari X ke R*
dinotasikan dengan M (X). Dengan menggunakan sifat-sifat terukur, dapat ditunjukkan
bahwa M (X) merupakan ruang linear. Untuk 1 < p < oo, didefinisikan LP(X) = {f €
M(X) | [x|f[Pdp < oo}. Dengan kata lain, LP(X) merupakan koleksi semua fungsi
terukur f € M(X), sehingga |f|P terintegral-u pada X.
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Diberikan fungsi f bernilai riil diperluas pada himpunan terukur X. Bilangan
real M dikatakan batas essensial untuk fungsi f jika |f(z)] < M h.d pada X.
Fungsi f dikatakan terbatas essensial jika f mempunyai batas essensial. Dengan
kata lain, fungsi f terbatas essensial pada X jika f terbatas, kecuali pada himpunan
dengan ukuran nol. Selanjutnya, supremum essensial f pada FE didefinisikan
sebagai
esssup{|f(zx)]:x € X} =M < 3JA C X, u(A) =0 > sup{|f(z)| : 2 € X — A} = M.
Himpunan semua fungsi terukur yang terbatas essensial pada X didefinisikan sebagai
L>®(X), dengan L>®(X) = {f : esssup{|f(z)|:x € X} < oo} Dapat ditunjukkan
bahwa LP(X) dengan 1 < p < oo, merupakan ruang linear. Ruang LP(X), dengan
1 < p < oo disebut ruang Lebesgue Umum.

2.3. Ruang Bermodular

Definisi 2.10. Diberikan sebarang ruang linier T' atas lapangan R. Fungsi non negatif
p:T —[0,00) disebut modular pada T jika untuk setiap x,y € T berlaku:

(M1) p(x) =0 x =10
(M2) p(—x) = p(x)
(M3) p(ax + By) < p(z) + ply) jika o, B € [0,1] dengan o+ 5 =1

Ruang linter T yang dilengkapi dengan suatu modular disebut ruang modular dan
dilambangkan dengan (T, p)

Suatu B C Y, dengan Y ruang linier, disebut himpunan konveks jika untuk
setiap x,y € B dan «,5 € [0,1] dengan «a + = 1, berlaku ax + Sy € B. Fungsi
f : B — R dikatakan konveks, jika B konveks dan untuk setiap x,y € B dan o, €
[0,1] dengan o+ 3 = 1, berlaku f(ax + By) < af(z) + Bf(y). Selanjutnya, modular p
dikatakan memenuhi sifat konveks jika p merupakan fungsi konveks. Pada pembahasan
selanjutnya, yang dimaksud modular adalah modular yang memenuhi sifat konveks,
kecuali bila dinyatakan lain.

Teorema 2.11. (i) Jika aj,ay € R dengan 0 < a1 < ay maka p(agz) < plasr)
untuk setiap x € X.

(i1) Jika p(x) < e untuk setiap € > 0, maka v =0

3. Ruang Fungsi Musielak-Orlicz type Bochner

3.1. Ruang Fungsi Musielak-Orlicz type Bochner

Definisi 3.1. Diberikan sebarang ruang linier T. Fungsi ¢ : T x R — [0,00) disebut
fungsi Musielak - Orlicz jika:
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1. ¢(t,u) =0 & u =0 untuk setiap t € T
o(t, —u) = o(t, u)
o(t,-) fungsi kontinu
&
(-
(

¢
7. @%Ojﬁkau%O]mdaT

t,-) tak naik pada (0, 00)

,u) terukur untuk setiap u € R

S T e e

t,-) konveks

Untuk fungsi Musielak-Orlicz ¢, didefinisikan fungsi I : L° — [0,00) dengan
= [¢(t, f(t)) dp untuk setiap f € L°. Dapat ditunjukkan bahwa fungsi I,
T

merupakan modular konveks. Kemudian, didefinisikan ruang fungsi Musielak-Orlicz
Ly, dengan
Ly={f€L’: I(cf) < oo untuk suatu ¢ > 0}

Dapat ditunjukkan bahwa ruang fungsi Musielak-Orlicz Ly merupakan ruang linear.
Fungsi Musielak-Orlicz ¢ dan ¢ dikatakan saling berkomplemen jika |xy| < ¢(z)+1(y)
untuk setiap x,y € R.
Selanjutnya, untuk setiap fungsi Musielak-Orlicz ¢ , didefinisikan fungsi ¢* : T x
R — [0,00), dengan ¢*(t,v) = sup {u|v| — ¢(t,u)}, untuk setiap v € R dan t € T.
u>0

Dapat ditunjukkan bahwa fungsi ¢* juga merupakan fungsi Musielak-Orlicz.
Definisi 3.2. Fungsi Musielak - Orlicz ¢ dikatakan memenuhi kondisi-As , ditulis

¢ € Ay, jika terdapat konstanta k > 0 dan ug > 0 sehingga ¢(t,2u) < ko(t,u) , untuk
setiap t € T dan u > uyg.

Selanjutnya, didefinisikan suatu fungsi ]:75 : LT, X) — (0,00), dengan
Fof) = [ (e 1 @) ]x)d wntnke setiap £ € 2°(7. X)
T

Dapat ditunjukkan bahwa fungsi —7¢ merupakan modular. Untuk fungsi Musielak-Orlicz
¢, didefinisikan Lg(u, X) = {f € LT, X) : ||f(-)|lx € Ly}. Dapat ditunjukkan bahwa
L4(p, X) merupakan ruang linear. Didefinisikan || - || : Lg(p, X) — R, dengan || f|| =
IfC)xly  untuk setiap f € Lg(p, X). Dapat ditunjukkan bahwa (Lg(p, X), || - [])
merupakan ruang bernorma.

Teorema 3.3. Ruang bernorma (Ly(p, X), | - ||) merupakan ruang Banach.

Selanjutnya, ruang fungsi (L, (p, X), || - ||) disebut ruang fungsi Musielak - Orlicz
type Bochner.
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3.2. Sifat P-konveks pada Ruang Fungsi Musielak-Orlicz Type Bochner

Definisi 3.4. Diberikan ruang bernorma (X, | - ||x). Himpunan S(X) = {z € X :
|z||x = 1} disebut luasan dengan pusat O dan himpunan S(X) = {z € X :
|z||x <1} disebut bola satuan tertutup.

Definisi 3.5. Ruang Banach X disebut refleksif jika untuk suatu € > 0 terdapat §
sehingga ||z — y|| < e, untuk z,y € U(X) dengan ||3(z +y)|| > 1 — 0.

Definisi 3.6. Ruang linear bernorma X dikatakan P-konveks, jika terdapat € > 0 dan
n € N sehingga untuk setiap x1,xo, . .., x, € S(X), berlaku '¢m1n< lzi—z;|lx <2(1—¢).
1FE]LISN

Lemma 3.7. Ruang Banach X P-konveks jika dan hanya jika terdapat ng € N dan
d > 0 sehingga untuk setiap x1,xs,...,x, € X — {0} terdapat bilangan bulat i, jo
sehingga berlaku

< Izigllx + llzsollx (1 200 min{{|;, [| x, ijon})
x 2 il x + [[250]l0

Teorema 3.8. Untuk setiap fungsi Musielak- Orlz’czq? berlaku, jika ¢* € 9o maka untuk
sebarang a > 1 terdapat & > 1 sehingga ¢ (t, %u) < %gb(t, u) untuk setiapu € Rt € T.

Lig — Ljo
2

Lemma 3.9. Diketahui ¢ dan ¢* memenuhi kondisi Ay. Untuk setiap ¢ € (0,1)

terdapat fungsi terukur he : T — R dengan I,(h.) < €, bilangan a(e) € (0,1) dan

v = ~(a(e)) € (0,1) sedemikian sehingga p untuk h.d. t € T berlaku

) (t, %) < 1_TW|¢(zf,u) + ¢(t,v)| untuk setiap u > h.(t) dan |ﬁ| <a.

Lemma 3.10. Jika ¢ € Ay , maka untuk setiap € € (0,1) terdapat barisan tak naik

dari  himpunan-himpunan  terukur yang berukuran hingga {B%},  sehingga

M(T— U B%) = 0 dan wuntuk setiap m € N terdapat ki, > 2 sehingga
m=1

o(t,2u) < kS o(t,u) untuk p h.d., t € BS dan untuk setiap u > af(t) , dimana f dari

kondisi As.

Lemma 3.11. Jika ¢ € Ay, maka untuk setiap € € (0,1) terdapat fungsi terukur
ge : T — RT dan k. > 2 sehingga I.(g9-) < € dan ¢(t,2u) < k.p(t,u) untuk p h.d.,
teT, danu> g(t).

Teorema 3.12. Jika ruang Banach X P-konveks, maka X refleksif.

Teorema 3.13. Diketahui ¢ fungsi Musielak-Orlicz dan X ruang Banach. Maka
pernyataan-pernyataan berikut ekuivalen:

(a). Lg(p, X) P-konveks
(b). Ly dan X P-Konveks
(c). Ly refleksif dan X P-Konveks
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(d). X P-konveks, ¢ € Ay dan ¢* € Ay

Bukti. (a) = (b) Diketahui Ly (p, X') P-konveks. Karena ruang L, dan X embedded
isometrically terhadap Ls(p, X) dan sifat P-konveks juga berlaku pada subruang, maka
diperoleh Ly dan X P-konveks.

(b) = (c) Diketahui Ly dan X P-konveks. Menurut teorema 3.12, diperoleh L,
refleksif.

(¢) = (d) Sifat refleksif pada ruang fungsi Musielak-Orlicz L, ekuivalen dengan
¢ € Ay dan ¢? € A, .

(d) = (a) Diketahui X P-konveks, ¢ € A, dan ¢* € A. Dapat dipilih ng € N.
Kemudian, untuk setiap ¢ € T didefinisikan f(¢) = max{h 1 (t),gﬁ(t)}, dimana

4dng
1

fungsi h_i dan g1 adalah fungsi terukur dengan ¢ = . Akibatnya, I,(f) <
n0 70

4ng ° 2ng °

Dipilih @ = a. Karena ¢ € A, maka diperoleh I, (é f) < oo . Dipilih himpunan

B¢, sehingga memenuhi [ ¢ (t, @) du < ﬁ Dipilih [ € N sehingga é < 2.

Terdapat bilangan kg, > 2 sehingga ¢ (t,1v) < (kfno)l ¢(t,v) untuk g h.d t € B?
1

ketika v > af(t). Kemudian, dipilih ¥ = u dan m = B(a,mg) = Bmy- Diperoleoh
mQ

P(t,au) > Bpm,o(t,u), untuk p-h.d t € By, , dan untuk setiap u > f(¢). Selanjutnya,
didapat ¢ (¢, 1v) < (k.)'¢(t,v) untuk p-hd ¢ € T, dan v > f(t), dimana k. = k.

0
Dengan cara yang sama, diperoleh ¢(t,au) > fo(t,u) , untuk p-h.d ¢ € T ,dan untuk

: f®)
setlap u > —~.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa terdapat bilangan r; € (0, 1) sehingga untuk
setiap x1, xa, ..., T,, anggota ruang Banach X dan untuk ph.d.t € T diperoleh

>3 o X) <™ LS ot ).
=1

=1 =1

ZL‘i—JZj

2

— : . @)
dengan T); = {t eT: 12@%0{“%”)(} > }

Diambil  z1,29,...,Zp,. Misal k&  adalah  indeks  sehingga
[zl x = maxi<i<ng { |2l x }-

||-'Ei1HX < a. Karena ||:l’:k'|| 2
|k || x

. Dimisalkan terdapat i; € {1,2,3...,n0}\{k} sehingga
@ > f(t) untuk pu, h.d.t € Ty, maka diperoleh

Tiy — Tk i [1x + llzllx
() = o)
1
< A= @0 zalx) + o lllx).

Berdasarkan sifat kekonveksan dari ¢(t, ) untuk u — h.d.t € T , diperoleh
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no no

—Z g
ot ||~ 5 lx) < lx) = 5 (@ llwallx)
=1 =1
+¢ (T, |kl x)
< lx) —
. —
— t
og (@ (109 (& [[zl1x))
< il x) ——Z (t, [zl x)
o (1- Z £l x)
—_= xz
2 TL() Ng — — X
untuk p — h.d.t € TM
I1. Diasumsikan bahwa untuk semua i # k berlaku ”m”” X > q. Maka ||z;]] > 0,
untuk setiap ¢ # k. Dapat diambil iy, jo. Dan diasumsikan bahwa a < ”; Hf{ < %
Jo

Di lain pihak, dipunyai

i1l x I toll X [I4joll x . tollx o 114joll x
[k min{|| @il x » [|75ll x } o min{{@i [ x o |2 }

g0l — max{llas | 2o llx b ]l x

a >

Sehingga kontradiksi. Selanjutnya, diperoleh

Liy — Ljg

2

<(1_ 20a HiUz'OHX"‘ijoHX _
< 14+a 2

Berdasarkan sifat kekonveksan dari ¢(t,j untuk g — h.d.t € T, diperoleh

o

Lig — Ljg
2

X) %(1 o Oé) (¢(t, HJZ'Z'O“X) + ¢(t7 ijo”X))
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dengan o = fj—‘; € (0,1). Akibatnya, diperoleh

no no Ti— 2 o
> o(n)|"54] ) < 1) = So i)
=1 =1
o
_§¢ (ta ||xj0||X)
< llx) — ad (t, allzkl x)
< lx) — (nod)(kaHx))
< x) — Z¢t [EABY)
ng— 1 2a
. 02 (1 nt )Zw Ja:]1x)
untuk u.h.d.t € TM
Didefinisikan r, = max{l — ﬁ, 1— no(z%ﬁ_ 1)}. Maka dapat ditentukan

bilangan 7, € (0,1) sehingga berlaku Z Z ¢ (t,

) < (¢, [l x)

untuk setiap zi,x9,...,7,, anggota ruang Banach X dan untuk W — h dt € By,
memenuhi max {|z:]] X} > f(t). Maka terbukti benar dengan
AN

B { ¥ 20, }
ro =max< 1 — 1= .
no(no — 1) n()(n() — 1)

Diambil fi, fa, ..., fn, € S(Lg(p, X)) dan didefinisikan

E={teT: ZQW, I fi(O)lx)} > noo(t, f(t))

Jelas bahwa 122};0{“fl(t)\|x} > f(t) untuk setiap t € E. Selanjutnya himpunan E
dibagi menjadi dua himpunan bagian berikut: E; = {t € T": 12?50{Hfi(t)“x} > @}
,dan Fy = {t € T : max {||fl( Nx}t < @} Didefinisikan himpunan FEs; dan FEy
sebagai berikut E21 = L, N By, dan Ey» = E\Bj,. Diperoleh,

”Z"Z¢( SO X) < n%)( ; );Qa(t, 1£:(t)llx), untuk p-hd. ¢ € By U By,

i=11=
dengan r = max{ry,r2}. Jelas bahwa r € (0,1). Selanjutnya, dari definisi himpunan
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o ~
E dan fungsi f, diperoleh Y Is(fixr\p) < 3. Diambil ¢ € Ey, maka diperoleh
i=1

> Tulfinn,) = Z / o, A LEO1 0

< [E ap, 090 B 1O

1<i<

f(@)
A Gy

m» 1
= /T\Ba Ogb( e <2

no no ~ no
Diperoleh ;Lb(fiXT\(EluEgl)) = ;Id)(fiXT\E) + ;[¢(fiXE22) < 1. Karena Hfl” =1
untuk ¢ = 1,2,...,n dan ¢ € Ay, maka T(b(fz) =1 untuk ¢ = 1,2,...,n9. Akibatnya,

no ~

> Is(fiXp, o, ) = o — 1. Diperoleh
i=1

S YL (56-5)) = S35 (50 H)enen

=1 j=1 =1 j=1

no Mo
+ZZ]¢ ( fJ XE1UE21>

=1 j=1

1 ’n,O "0 ~
n_O ( 2 ) ; [¢ (fiXT\(E1UE21)>
no
r o T

IN

< (%) [Zi;) () - ZE (fixEluEm)]
() 20 )

- () [1 L i@ <fixEluE21)]

() (- (s
dengan p =+

Jadi, terdapat i1,71 € {1,2,...,n0} sehingga .E, (%(fil — fjl)) < 1 — p. Akibatnya,
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karena ¢ € A,, diperoleh H%(fn — fjl)H < (1 —q)p, dengan 0 < ¢(p) < 1. Diperoleh
bahwa ruang Lg(u, X') P-konveks. O

4. Penutup

Di dalam pembahasan telah dibuktikan bahwa I, = [, (¢, f(t))dpu merupakan
modular konveks. Modular ini membangkitkan ruang fungsi Musielak-Orlicz L, = {f €
LY : I,(cf) < oo untuk ¢ > 0}. Selanjutnya, untuk setiap fungsi Musielak - Orlicz ¢,
didefinisikan fungsi ¢* (¢, v) = sup{u|v|—¢(t,u)}, yang juga merupakan fungsi Musielak-

u>0

Orlicz dan fungsi ¢* disebut fungsi komplemen dari ¢. Selanjutnya telah ditunjukkan
pula bahwa Iy = [ ¢(t, || f(t)||)dp merupakan modular. Modular ini membangkitkan

ruang fungsi Musielak-Orlicz type Bochner Lg(p, X) = {f € LYT, X) : |fOllx € Lo}
Lebih lanjut, Lg(p, X) merupakan ruang Banach terhadap ||f|| = HHf()Htzb untuk
setiap f € Ly(p, X). Dalam kaitannya dengan sifat P-konveks, ditemukan bahwa ruang
fungsi Musielak-Orlicz Ly(pt, X) type Bochner P-konveks jika dan hanya jika ruang Ly
dan X keduanya P-konveks. Selanjutnya, juga diperoleh bahwa sifat refleksifitas pada

ruang Lg(u, X) ekuivalen dengan sifat P-konveks.
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