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ABSTRACT- The solution of the Dirac equation in the presence of the electromagnetic field on the one-

dimensional barrier potential is studied. The energy spectrum and the eigenfunction of the Dirac equation

obtained by solving the Dirac equation and we introduced annihilation and creation operators for the

Hamiltonian has an identical form in the harmonic oscillator. Regions I and III separated by a potential
barrier characterized by the gap energy with the eigenfunctions as a sinusoidal function, and region II has
the form of an exponent function. We found the eigenfunction involved positive and negative energy moves

exponentially when passed through a barrier.
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PENDAHULUAN

Semenjak kemunculannya pada tahun 2005,
penelitian tentang graphene saat ini sudah sangat
maju dan berkembang pesat bahkan sudah
banyak diaplikasikan untuk produk-produk
seperti baterai, material cerdas dan lain-lain.
Tidak hanya fisikawan eksperimental yang terus
melakukan penelitian dan mengembangkan
graphene tetapi juga mendorong para fisikawan
teoritik ikut terlibat dalam memberikan perhatian
khusus terhadap pengembangan material
tersebut. Hal ini dikarenakan struktur alamiah
dan perilaku graphene tersusun dari atom-atom
secara yang mikroskopis menunjukkan bahwa
adanya bukti-bukti fenomena partikel relativistik
seperti anomali kuantum efek Hall (Gusynin &
Sharapov, 2005; Novoselov et al., 2005; Titheridge,
1985), serta penerapan elektrodinamika kuantum
pada graphene (Katsnelson & Novoselov, 2007).
itu, karakteristik partikel relativistik
graphene dimodelkan sebagai partikel fermion
dalam potensial penghalang 2-dimensi dikenal
sebagai fenomena Klein tunneling yang pertama
kali dirumuskan oleh seorang fisikawan Swedia

Selain

Oskar Klein pada tahun 1929 (Katsnelson et al.,,
2006; Bai & Zhang, 2007; Zeb et al., 2008). Selain
itu, penelitian graphene sudah sejak
dikembangkan dalam ranah elektrodinamika
kuantum (Klein, 1927; Calogeracos & Dombey,
1999; Itzykson & Zuber, 1926).

Dalam fisika kuantum kita mengenal istilah
yang menggambarkan
bagaimana sebuah partikel kadang-kadang
dapat melewati sebuah penghalang yang pada
keadaan normalnya akan menghalangi mereka.
Semakin lebar penghalang, maka semakin kecil
kemungkinan sebuah partikel dapat melewati
penghalang tersebut. Namun demikian, hal ini
ternyata tidak berlaku bagi sebuah elektron yang
bergerak dalam graphene. Dalam beberapa
situasi, elektron dalam graphene bahkan dapat
melintasi penghalang ini begitu saja seolah-olah
penghalang itu tidak ada sama sekali (Jellal et al.,
2014; Mekkaoui et al., 2015).

Pada penelitian ini dimodelkan secara
teoritis bagaimana penggambaran partikel
fermion pengaruh
elektromagnetik dengan penghalang energi gap

lama

penerowongan

dalam medan
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t' yang digambarkan dengan persamaan Dirac.
Berangkat dari penelitian sebelumnya yang
mengkaji kasus potensial penghalang dua
dimensi dalam pengaruh medan magnet
(Choubabi et al., 2010), maka dalam penelitian
ini diperluas untuk kasus potensial penghalang
satu dimensi dalam pengaruh medan magnet
dan medan listrik (elektromagnetik) konstan
pada Hamiltoniannya. Selanjutnya, mencari
wakilan fungsi eigenspinor sebagai solusi
persamaan Dirac secara analitik dan
menentukan spektrum energinya untuk kasus

potensial penghalang satu dimensi.

METODE PENELITIAN

Metode dalam penelitian ini dilakukan
secara analitik dengan mengkonstruksi model
matematis dan memperoleh penyelesaian
yang merepresentasikan kasus potensial
penghalang satu dimensi dari partikel fermion
dalam pengaruh medan elektromagnetik.

Perilaku partikel fermion lebih lanjut dikaji
melalui persamaan Dirac dengan beberapa
tahapan. Pertama, memperumum bentuk
Hamiltonian pengaruh
elektromagnetik ~ dengan
wakilan suku medan listrik dan magnet pada

dalam medan

menambahkan

bentuk Hamiltoniannya. Kedua, memodelkan
sistem potensial penghalang satu dimensi dari
partikel fermion dengan potensial penghalang
tertentu dan mencari penyelesaiannya dengan
pendekatan kasus osilator harmonik. Dalam
kasus ini model potensial, terbagi menjadi 3
daerah dimana daerah I dan III tanpa potensial
penghalang sementara daerah II dengan
potensial penghalang sebesar energi gap t'.
Terakhir, dari persamaan Dirac tersebut
diperoleh solusi eigenspinor sebagai fungsi
eigennya dan representasi spektrum energi
sebagai nilai eigen.

HASIL DAN PEMBAHASAN
A. Persamaan Dirac

Persamaan Dirac untuk partikel fermion
dengan massa m adalah

oY
ih—=H 1
Mot BY M
Hp merupakan Hamiltonian Dirac. Secara

umum dapat dituliskan sebagai (Bhattacharya,

2007)

Hg = ca.p + fmc? )
dengan p = —ihV adalah operator momentum
dari fermion bermuatan serta a dan B
konstanta ~ yang  memenuhi
antikomutasi a? = % = 1. Jika Persamaan (2)
disubstitusikan ke Persamaan (1) dan
mengalikan kedua ruas dengan f/hc maka
diperoleh

i3 0
ga—f = (~iap.v + %) ¥ 3)

kita definisikan nilai y yaitu
yO = B' yl = aiﬁ
dengan relasi (James D Bjorken, 1964)
_ 1 0 _ 0 g;
ﬁ_(o _1) “i_(al- 0)

sehingga Persamaan (3) dituliskan sebagai

hubungan

, 0
(lhy“ P mc) Yx)=0 (4)
Persamaan (4) vyang dikenal sebagai
persamaan Dirac.
B. Persamaan  Dirac  dalam  Medan

Elektromagnetik
Pengaruh medan elektromagnetik pada
persamaan Dirac mensyaratkan transformasi

.. 0 .. 0
—_—— — —
th—— = ih——e¢, dengan

p-op-— EA dan
= dan 9, = (32 Klei
A, =(¢p,—A) dan 0, = (ZE'V) (Kleinert,

2016). Bentuk Persamaan Dirac (1) mengikuti
transformasi tersebut adalah

. a e

[(lha - e¢)) —a;c (p - EA) &)

— ,Bmcz] P=0
dengan p = —ihV operator momentum fermion
bermuatan yang bergerak dalam pengaruh
medan eksternal potensial elektromagnetik.
Secara umum pada limit tertentu solusi fungsi
gelombang 1 yang memenuhi Persamaan (5)

adalah
i(px—Et) —i(px—Et)

Yp=wple " +uy(ple 7
kedua suku solusi di atas (eksponensial positif
dan negatif) terkait dengan solusi partikel
(eksponensial ~ positif)y dan  anti-partikel
(eksponesial negatif). Kita tinjau solusi
sederhana untuk partikel fermion (eksponensial
positif), dari Persamaan (5) diperoleh

[ca(~inv - SA) +pme? +ep|p=Ep  (6)
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dengan Y = (;)/) dinyatakan dalam bentuk

spinor-4. Persamaan (6) dituliskan dalam
bentuk matrik

ed + mc? co (—ihV - ;A) v
co (—ihV - ;A) e¢p — mc? (W)
= (o G ?

dengan v dan w terdiri dari dua komponen
vektor yang menggambarkan dua partikel
yang memiliki keadaan spin up dan spin
E'=E—mc?® merupakan energi
elektron pada level di atas energi diam. Secara
eksplisit dari Persamaan (7) diperoleh relasi

e
epv+co (—ihV—EA)W =E'v (8)

down.

(—'hV—eA) + (edp — 2mc?)

co|—i - v+ (ep — 2mc*)w )
=E'w.

dari Persamaan (9) diperoleh juga kaitan

fungsi eigen spinor v dan w yaitu

o (~ihv - SA) v (10)

w= c
E, +mc? —ep

dengan E; = E' + mc?. Dengan langkah yang
sama dari Persamaan (8) diperoleh

1 . e
T meZ _e¢c0(—th—2A)w (11)
selanjutnya dengan
Persamaan (10) ke Persamaan (11) dan E' =
E — mc? diperoleh

(E—mc? —e¢) =

v =

mensubstitusikan

1
— X
E+mc?—e¢p (12)

e \12
[ca (—th - EA)]
Persamaan (12) dalam bentuk relativistik
(mc? » e¢), untuk bentuk non-relativistik
diperoleh dengan asumsi mc? «< e.
Sementara itu suku kedua pada
Persamaan (12) menghasilkan

o (~inv—Sa)] = (p-24) L op

sehingga diperoleh
1 e \?
" _Z _ 13
E'= > (p . A) uB + e (13)

dengan p = % adalah momen magnetik Bohr
(Kleinert, 2016). Kita ambil nilai gauge Landau
A = B(0,x,0) sehingga

e ps3 p-— ;Bx
o(p— EA) = o . (14)
ps+ + ;Bx —DP3

dengan p; =p; *ip,. Dari Persamaan (11)

dan (14) diperoleh bentuk spinor dari

CP3
[ E-+mc?—ed
v= cpy + eBx (15)
E_+mc? —ed
1
untuk w = ( 0), dan
cp_ —eBx
E_+mc?—e
v= me (16)

E_+mc?—e¢
untuk w = ((1)) Bentuk fungsi eigen untuk

energi negatif adalah

1
/ 0
Cp3

u =N| E ¥t me2 - ep (17)
\ cpy + eBx
E_+mc? —ep
0
[ 1
@ cp_ —eBx
u =N|E_+mcz_e¢ . (18)
—CP3
E_+mc?—ed

dengan metode yang sama bentuk fungsi
eigen untuk energi positif adalah

CP3
E, +mc? —e¢
cp+ +eBx (19)
E, + mc?—ed
_n
untuk v = (O) dan
cp_ —eBx
| E, —mc?—ed
w = cDs (20)
E, —mc?—e¢
untuk v = (O) sehingga
1
cp_ —eBx
/E+ —mc? —e¢
u® =N| P 21
E, —mc? —ed
1
0
CP3
E, +mc?—e¢
u® =N | cps +eBx (22)
E, +mc?—ed

Vo

C. Model Potensial
Dimensi
Pada bagian ini akan dikaji solusi
persamaan Dirac terhadap partikel fermion

Penghalang Satu
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dalam pengaruh medan elektromagnetik
untuk model potensial penghalang satu
dimensi. Sebelumnya sudah dikaji perilaku
partikel fermion hanya dalam pengaruh
medan magnet saja (Choubabi et al., 2010),
namun pada bahasan kali ini akan diperluas
pengaruh medan elektromagnetik  dari
sumbangan medan magnet maupun medan
listrik secara khusus kemudian akan dicari
solusi fungsi gelombang untuk model
penghalang.

V(x)

4

\

0 - W

Gambar 1 potensial penghalang satu dimensi

Dalam kasus ini kita bagi menjadi 3
daerah bagian yaitu daerah I, II, dan III
dimana partikel I dan III memiliki sifat yang
hampir sama (lihat Gambar 1). Perbedaan dari
bentuk Hamiltonian daerah II dibandingkan
dengan daerah I dan III adalah perbedaan
potensial.

Daerah I dan 111

Pada pembahasan di daerah I dan III
merujuk pada penelitian sebelumnya (Jellal et
al., 2012). Hamiltonian dari fermion berspin
nol pada daerah I dan III dengan pengaruh
medan elektromagnetik dinyatakan sebagai

1

Hél) =vp 0T + 0yeEx; +EguBBa3 (23)
dengan vy ~ 10°m/s yang dikenal sebagai
kecepatan Fermi, ¢ = (0y,0;) adalah matrik
Pauli, dan up adalah magneton Bohr. Anggap
potensial vektor dalam gauge Landau adalah
A(xq1,x;3) = (Bx3,0), komponen momentum

. = 2 E rd .
konjugat 7 = p — - A sehingga Persamaan (23)
dalam bentuk matriks
HEP

( 0

eBx, ieEx,

p1—ip, —

_ c vy
= . eBx, ieEx, (24)
Prtipy———+—— 0
c Uf
1
+EQM3503
ieE = ieE
dengan mengatur { =1+— dan ¢ =1-—
VFB VrB

maka

h
o 0 p1—ip2 — l_zfxz
_ B
Hp™ =vy h_
p1+ipz — l_zfxz 0 (25)
B
1
+ 59#3303

dimana [} = \/% adalah panjang magnetik.

Untuk mendiagonalisasi Persamaan (25)
perlu dikenalkan operator anihilasi dan kreasi
yaitu

lp < .fl§ )
a=——|ip; —p, —i=&
2 pP1 — D2 lé 2 6
l h _
at = _B<_ip1 —p2t i—zscx2>
B

2 L
kedua operator tersebut memenuhi aturan
komutasi sehingga Persamaan (25) diubah
menjadi bentuk matrik
1 gugB  ihwga®
Hy = 2 27

1
—ihwa — > gugB
wr =2 1;—; merupakan frekuensi siklotron.

Hamiltonian pada Persamaan (27) memenuhi

relasi
HPy = e (28)
dengan pemisahan variabel (xy,x;) =

@(x;)e*1*1 dimana ¢(x,) merupakan fungsi
eigen spinor

o= (jg)

Dari Persamaan (27) dan (28) maka diperoleh
kaitan
1
ihwea' |@,) = (e — > 9usB ) lo1)
(29)

, 1
—ihwga |pq1) = (6 + 59#38) lp2)

Jika |¢,) disubstitusikan ke |¢;) maka
2

1
[EZ - (EQ#BB) - hzwia*a] lp1) =0

dengan nilai energi yang bentuknya seperti
osilator harmonik memenubhi (Griffiths, 2005)

1 2
€ny = i\](zguBB) + nhlwi, (30)

n=01.2,..
nilai eigennya berupa energi positif dan energi
positif. Fungsi eigen u untuk energi positif
adalah

oy (@)’
lpT) = |n) = |0) (31)
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substitusikan Persamaan (26) ke (31) maka

h _ n
n (‘im —p2t+ il_2§x2>
B

+y _ lg
(32)
dari Persamaan (29) diperoleh
ihwia
lp3) = ——F——=In) (33)

(6+ + %gusB)
selanjutnya  Persamaan (26) dan (31)
disubstitusikan ke Persamaan (33) diperoleh
fungsi eigen

lp7) = —i In—1) (34)

atau dalam fungsi eigen spinor

+
+\ Uy |n) )
lon) = (—iu,ﬂn 1y (35)
dengan nilai ujf sebagai
(1, i \
1 z9usB
W=+ 4778 (36)

2 - 1 2
(EguBB) + nh?w?
Untuk nilai energi negatif (30) dengan
pendekatan yang sama diperoleh fungsi eigen
\_ (iuf In+ 1))
lon) = ( 0 1) (37)
sehingga solusi fungsi eigen untuk daerah I
dan III

Uy |n)
—iusln—-1 )
lp(xpxz) = <l;:;nllln+ 1))\ elkiX1 (38)
Uy |n)

Daerah 11

Daerah 2 kita identifikasikan dari partikel
fermion dengan potensial penghalang t'
(memiliki energi gap t') dalam pengaruh
elektromagnetik. Bentuk
Hamiltoniannya memperumum
Hamiltonian pada daerah 1 yaitu Persamaan
(23) sehingga diperoleh

medan
dengan

1
HP =v;3 7 + 0,eEx, + t'o3 + S 9usBos  (39)

bentuk matriks Persamaan (39)

HY

, . eBx, ieEx,

t P —1p2 — -
- ¢ Vs
=P ] eBx, ieEx, , (40)
p1t+ip, — + —t

c vy

+59upBo;

2

dengan cara yang semisal dengan sebelumnya
selanjutnya Persamaan (40) didiagonalisasi
dengan menggunakan operator anihilasi dan
kreasi dan selanjutnya diperoleh matrik
sebagai berikut

1 .
t' +§guBB ihwgat

HE = (41)
—ihwga t' —EguBB

Hamiltonian Persamaan (41) memenuhi relasi

HPY = (e — V) (42)

solusi yang mungkin adalah

Y(x1,x2) = P(xz)ehr™

ot =(jo1)

Dari Persamaan (41) dan (42) diperoleh relasi
1
ihwga® |@;) = (6’ —t' = 59#38) lp1)

dengan

) , ., 1 43
—ihwya @) = (e -t +§guBB) [@2) (43)

dengan €' = € — V. Dari Persamaan (43), |¢,)
disubstitusikan ke |¢;) menjadi

[(e’ —-t)? - GgusB)z

atau

- hzw,zca*a] lp) =0

1 2
€n, =t + \/(EguBB) + nh?w?

n=012,.. (44)
merupakan spektrum energi dari nilai eigen
yang memiliki bentuk seperti osilator
harmonic (Griffiths, 2005). Oleh karena itu
bentuk fungsi eigen sebagai berikut

lpy) = In >
. Chos \"
Ip\" (_lp1 —p2t lgfxz) (45)
N (E> 2™"n! 10)
dan
ihwia
lp3) =— 1 [n)
(e’ +t' + EguBB)
1
€ —t'—5gugB
lo3) = —i ( 79455) In—1). (46)

! ! 1
(E +t +7 guBB)
Fungsi eigen spinor untuk energi positif (44)
adalah
+
+y — Vp (1) )
lon) (—iv,nn _ 1 (47)
dengan nilai v adalah
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1
t'+ > B
2948 (48)

v:l—r = li
2 1 2
\/(791133) + nh2w?
sementara untuk energi negatif dengan
pendekatan yang sama diperoleh fungsi eigen
spinor yaitu

o) = (ivﬁr n+ 1))

(49)

vn )
sehingga solusi fungsi eigen untuk daerah II
adalah
/ vn [n)
| =ivfin—-1) Gxs
PY(xy, x2) = \wﬁ, m+1)y |€ - OO
vn |n)
KESIMPULAN

Pada penelitian ini telah berhasil
diformulasikan solusi dari persamaan Dirac
yang menggambarkan
fermion yang diwakili fungsi eigen dan
spektrum energi sebagai nilai eigen.

Penyelesaian pada daerah I dan III
dengan memperkenalkan operator anihilasi

perilaku  partikel

dan kreasi seperti pada kasus osilator
harmonik telah menghasilkan spektrum energi
sebagai nilai eigen pada Persamaan (31). Nilai
spektrum energi bernilai positif dan negatif
dengan fungsi eigen yang ditunjukkan pada
Persamaan (39). Pada daerah II spectrum
energy yang dihasilkan juga bernilai positif
dan negatif ditunjukkan Persamaan (46)
dengan fungsi seperti  pada
Persamaan (52).

Daerah 1 dan 3 jika dibandingkan dengan
daerah 2 memiliki perbedaan yaitu bentuk

eigennya

spektrum energi pada daerah 2 memiliki
bentuk yang lebih umum dan jika
diaproksimasikan dengan menghilangkan
penghalang (t' = 0) maka akan didapati nilai
spektrum energi mirip dengan daerah 1 dan 3.
Selain itu, bentuk fungsi eigen pada daerah 1
dan 3 memiliki bentuk sinusoidal sedangkan
pada daerah 2 bentuknya eksponensial
imajiner.
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