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Abstrak: Banyak permasalahan yang melibatkan teori sistem dan teori kontrol serta
aplikasinya. Beberapa referensi teori yang mengaplikasikan teori kontrol ke dalam
masalah inventori. Masalah klasik dalam masalah inventori adalah bagaimana mengatur
perubahan permintaan konsumen pada sebuah produk barang jadi. Selain mengalami
penurunan ternyata inventori juga bisa mengalami peningkatan, biasanya inventori yang
mengalami peningkatan adalah terjadi pada inventori dikarenakan adanya proses
produksi yang berlangsung secara terus menerus sedangkan permintaan sedikit. Pada
saat proses produksi berlangsung secara terus menerus menyebabkan bertambahnya
jumlah inventori. Hal ini mengakibatkan terjadinya peningkatan jumlah inventori.
Masalah ini salah satunya dapat dimodelkan dan diselesaikan dengan menggunakan

teknik kontrol optimal

Kata Kunci: peningkatan inventori, kontrol optimal.

PENDAHULUAN

Masalah inventori termasuk
salah satu masalah yang berkembang
secara pesat. Selain mengalami
penurunan ternyata inventori juga bisa
mengalami

peningkatan, biasanya

inventori yang mengalami
peningkatan terjadi pada inventori
akibat adanya proses produksi yang
berlangsung secara terus menerus.
Pada saat proses produksi
berlangsung secara terus menerus

menyebabkan bertambahnya jumlah

inventori. Hal ini mengakibatkan
terjadinya peningkatan jumlah
inventori. Dalam penelitian ini
dibahas model matematika dari

masalah inventori yang mengalami

peningkatan serta bagaimana

menyelesaikan bentuk model inventori
tersebut menggunakan teknik optimal

kontrol.

Pembentukan Model

Model ini didasarkan pada
sistem Inventori produk barang pada
saat terjadi peningkatan inventori.

Peningkatan inventori disebabkan
karena adanya inventori awal dan
kemudian

adanya penambahan

inventori, sedangkan  permintaan
terhadap inventori masih belum ada.
Panjang perencaannya dinyatakan
dengan T dengan asumsi, fase waktu
dari 0 hingga T tingkat inventorinya
semakin meningkat. Perlu dicatat
bahwa waktu dibutuhkan cara untuk
Berikut ini

menentukan nilainya.
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notasi yang digunakan untuk
menggambarkan sistem dinamik dari
inventori yang ada:

I(t) =tingkat fungsi Inventori

P(t) = nilai produksi rata-rata fungsi

lo = tingkat nilai awal inventori

m(t) = Rata-rata fungsi kenaikan

Juga diketahui tingkat inventori

berkembang dari waktu ke waktu
berdasarkan

persamaan Statenya.

Fungsi m(t) vyaitu rata-rata fungsi
kenaikan dikarenakan adanya tingkat
produksi maka Inventori akan semakin

bertambabh.

( ,//‘ /"’“
/ — So / V

/

t dt Time

Gambar 1. Grafik fungsi kenaikan m(t)

Inventori semakin meningkat

seiring semakin bertambahnya
produksi, ketersediaan Inventori awal
kenaikan

dan rata-rata  fungsi

meskipun adanya demand atau
permintaan tapi masih dalam tingkat
yang rendah sehingga diperoleh
persamaan 1.

I=P@®)+m@)+ I,t) t e[0,T] (1)
Untuk menjamin tingkat inventori
bertambah dari waktu O hingga T
maka lebih lanjut memenuhi syarat

persamaan 2.

Pt)+m)+ I,(t) >0 t €[0,T] (2)

Untuk membangun harga fungsi
objektif, maka diasumsikan bahwa
tingkat inventori tujuan dan rata-rata
produksi tujuan berupa himpunan dan
akhirnya mendatangkan selisih dari
tujuan. Untuk dapat menuliskan fungsi
tujuan secara eksplisit dikenalkan
beberapa notasi tambahan berikut ini,
yaitu P = tingkat produksi tujuan, [ =
tingkat inventori tujuan, h = koefisien
biaya penyimpanan, k = koefisien
biaya produksi dan A = konstanta
Untuk

memberikan kenaikan hasil indeks

nonnegative biaya diskon.

maka kita minimumkan

: h ~Z ok A2
rzr)lzl(r)l{] = fOT (5(1—1) +>(P-P) dt)} (3)
Persamaan (1) hingga (3) merupakan
batasan nonnegatif,

Pt)=z0 te€[0,T] (4)

PEMBAHASAN

Dalam model pencampuran

konstrain dari pertidaksamaan

melibatkan kedua kontrol dan variable

state. Kemudian menggunakan

maximum  principle  untuk  solusi

masalah, dengan menggunakan fungsi
yang kontinu dan kontinu sepotong-
sepotong diketahui A differensiabel,
fungsi

juga merupakan fungsi

kontinu dan  kontinu  sepotong-
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sepotong. Fungsi Hamiltonian

didefenisikan oleh:
H=—(201-1) +5(P-P)") +29 )
dimana
g=P+ml t €[0,T] (6)
dan fungsi Lagrangenya adalah
h ~2 K N2
L=—2[2(-1) +3(P-P)|+

A+wg; t€[0,T] (7)
Syarat perlu untuk kondisi optimal

diberikan dengan

Ho=0 (8)
Li=-2 9
Lp=0 (10)
u=0,ug =0 (11)
Kondisi ini bergantung pada dua

differensial yang bergantung pada
keadaan ¢ € [0T]. Jika ditinjau kasus
keadaant € [0,T], maka diperoleh
sebagai berikut:

Pada kasus kondisi (pers.8) akan

diperoleh
h 2k 2
H= —(E(I—f) +E(P—P) )+/1(P+VI);
teflo,7] (12)
Hp = 0 dan diperoleh
~ A B
—k(P-P)+21=0; p =(P-P)
P=24p (13)
Kondisi (pers. 9) ekivalen dengan
L| =- /.1,
L=—2]2(1 )+ —13)2] +
T o202 2

t €[0,T] (14)

berarti

(A+w)(P +mi)

Maka
“A==h(I-T)+m(A+w
A=h(I-1)-V(2+w) (15
Kondisi (10) adalah ekivalen dengan
Lp = O berarti
—k(P—P)+(A2+p) =0
(A+p) =k(P-P) (16)
Kondisi (11) dengan (3) diimplikasikan
u = 0. Karena itu (13) dan (1) ketika

t € [0,t;] menghasilkan

maka

u=0,ug =20
Dari bentuk (1) pada saat t € [0,T]
[=P+m+1 t €[0,T]

dari persamaan (13)

1 A
P =C+P

Sehingga akan diperoleh

[=2+P+ml (17)
Dengan mengkombinasikan
[=2+P+m+1 (17) dan i= h(1-1)-
m( A+ u) (15) diperoleh sebagai berikut:

Dengan menurunkan (17) diperoleh

I= % +P+ml+mi
serta mensubsitusi nilai—nilai
persamaan di atas
A=h(I=-1)—m(A+p)
dan [ = %+ P+ml
i= h(I-D-m(A+u)
- k
dan dari (1+ p) = k(P — P), pers. (18)

menjadi:

+B+ml+m(+P+ml) (18)
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1'_%1_m21_m1=—%f—mP+mP+f’+m%+mﬁ) (19)

+ P atau

>

Dengan menggunakan P =

&>

= P — P ke persamaan 19

[—21—m?[ =1l = -2 —mP +mP + P +m(P—P ) +mP diperoleh

I'—(%+m2+m)1 = a,(t)

dengan ay(t) = —%IA +mP + P

Untuk menentukan nilai optimal tingkat
inventori dan rata-rata produksi optimal
tingkat inventori dan rata-rata produksi
optimal, kita harus memperoleh solusi
dari (20). Dalam sebagian besar kasus,
akan sangat tidak mungkin menentukan
solusi persamaan differensial dari (20).

Namun akan diamati dua kasus dalam

bentuk solusi eksplisit dan akan
diuraikan kejadian dalam  bentuk
khusus. Dalam kasus umum

persamaan differensial dari (20) dapat

diselesaikan dengan cara numerik.

Fungsi m adalah konstanta

Ketika fungsi m adalah dalam
bentuk konstanta maka persamaan
differensial dari (20) adalah

P-(E+m?)I=ai(®) te[0T] (21)

Maka akan diperoleh persamaan

differensial orde dua vyang dapat
diselesaikan dengan cara memisalkan
y = eSt maka y'= seSt dan y'"'= s2eSt.

Persamaan karakteristik (21) diperoleh:

t €[0,T] (20)

52—(%+m2)=0

dan akar-akar persamaan yang

diperoleh

h
;'I‘ m?2 dan

/h
r,=—r=—|-+m?

Sehingga solusi dari (20) diberikan

rn=r=

dengan bentuk:
1(t) = Cire™ + Cie7 "+ Q,(t) t€[0,T](22)
Dimana Q,(t) dan Q,(t) merupakan

tambahan dari (20),

dengan menggunakan kondisi I(0) = lo

solusi maka
dan I(t1) = M, dan diperoleh:
Untuk nilai t € [0, T],
1(0) = C11€™ + C1,e7™° + Q1(0) = lo
Maka
lo = C;1(1) + C12(1) + Q,(0)
I(t)) = C1e™ + Cpe™ ™ + Q4 (t40),
Sehingga

M = Cie™ + Crpe™™ + Q4 (ty)
Nilai C;; dan (;, dapat ditentukan
dengan menggunakan cara matriks

seperti berikut:

(M =(r ) (E)+(29)
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dengan menggunakan sifat matriks DetB=e¢ "1 — ™1
A = BX + C dapat diketahui nilai X, makaX:#B (adj B)(A - C)

det
. _ 1 _
yaitu X = B*(A - C) Maka diperoleh:

(6)= s (50 () - (290)
(E0)= (75, )09

(611> 1 (e—rt1 (Io = Q:(0) — (M — Q1(t1))
Ci2 e T — e\~ (15 — Q;(0) + I — Q,(0)

Nilai

Cry = Q1(t1)—M+((Io—Q,(0)e"t1) dan Crp = —(Q1(t1)—M)+((Ig—Q1(0)—e~"t1)

e~ Tt1— Tty e~ Tt1— Tty

Sehingga secara umum diperoleh

C.. = (=171 (Q1(¢)=M)+((1o—=Q1 (0)-1(jDe"'1)
1j —

e—rtl — ertl

denganj=1,2.
Berdasarkan persamaan [ = %+ P +VIuntuk ¢ € [0,T] serta (22) akan diperoleh
A = K(I — P — mlI) sehingga
A =K@Cpie™ —1rCoe ™+ Q1(t)) — P —m(Cyie™ + Croe ™+ Q,(t)))  t€[0,T]
A =K((rCrie™ —1Cipe™™ + Q1(1)) — P — (nCyre™ + mCipe ™™ + mQ, (1))
A=K ((rClle” —rCpye "t + Ql(t)) — P —mCye" —mCpe~" —mQ,(t)
A =K(Ci1(r —m)e™ — Cip(r + m)e 7t +Q; — P —mQ,) t€[0,T]
dan diperoleh
A=Kx(Ci1(r —m)e™ — Ci,(r + m)e "+ Q; — P —mQ,) t€[0,T] (23)
Berarti dengan menggunakan I(t1) = M, A(T) = 0, akan memberikan :
1(t) = Cpe™ + Cope ™1 + Qy(t) = M
MT) = Cpy(m —1)e™ + Cpp(m +1r)e T — Q,(t)) + P — D + mQ,(t)) =0
Sehingga dengan menggunakan persamaan matriks diperoleh

()= (i Smeres et ) (€04 e s 2o 4 mosces)

Berarti
Tty Tty C M Q2(ty)
((m f e’ (m Jer r)e‘”l) (C2221> - (0) B (— Qx(ty) + 132—1D + sz(t1)>
€1 1 ( JeTTh —eTTh M — Q,(t1)
(sz) - (e”l)((m + r)e‘”l) —(em1)((m —r)ert) (—T?Y:Ire)enl eertl ) ( Q,(t)—P+D - sz(t1))
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Sehingga akan diperoleh

Cor =€ 1 [M — Cype™ "1 — Q,(ty)]

- )4
22 — (m-r)e"T—e(T-2t)r

Dimanay = [Q,(t;) — M](r — v)eT=97" — G, (T)+P + D(T) + mQ,(T)

Sehingga dari (23) dapat disubsitusikan ke persamaan P = % + P dan diperoleh nilai

P(t) = P+ (Ciy(r —m)e™ — Cpp(r + m)e ™ + Q; — P — mQy)

t €[0,T]

Sedangkan fungsi Q, dan Q, dapat dihitung nilainya ketika harga fungsi D diketahui.

Fungsi %+m2 + m adalah konstan

Pada saat nilai fungsi %+m2 +

m adalah konstan, bentuk dari solusi
diperoleh berdasarkan nilai konstannya
positif atau negatif, akan dibahas

solusinya dalam dua kondisi tersebut.
Kondisi 1 Fungsi %+ m? +m adalah
konstan positif.
Berarti %+ m? +m =k’ (24)
Sehingga persamaan diffrensial dari
(20) akan berubah menjadi

I— (k) =ay(t) t€[0,T]  (25)
Catatan bahwa untuk menyelesaikan
(23), perlu menghitung m terlebih

dahulu untuk mendapatkan solusi (24)

dan (25). Solusi (25) tergantung dari

jenis konstan dari k2 —% .

Mari Kita tinjau bentuk ky* -3

bentuk positif. Andaikan kita ambil

2 h _ -
kl _;_ay

maka  penyelesaian
persamaan (25) menjadi:

. 2 n
m?+im=k -~

m? + m = a®
sehingga bentuknya menjadi

d d
£ = g2 —m? atau —=— = dt

dat a?-m?2

Bentuk tersebut dapat diselesaikan

dam

dengan cara = dt

(a—-m)(a+m)

Dengan mengintegralkan kedua ruas

diperoleh
f dm — t
(a—m)(a+m)
Bentuk integral ruas kiri dapat
diselesaikan dengan cara
A B 1
a-m a+m_(a—m)(a+m)
(A+B)a+m(A-B) _ 1
(a—m)(a+m) - (a-m)(a+m)

Sehingga A+B = % dan A - B = 0 akan

dan B = — >
2

diperoleh nilai A = =
2a a
selanjutnya disubsitusikan kembali ke

persamaan integralnya menjad:

f dm _ f A + B dm: t

(a-m)(a+m) - (a-m) (a+m)

1 1
t=zf

(a-m)

B

(a+m) dm

1
dv—zf

1 1
t= an(a —m) —an(a+ m)

1
_1 (a-m) _ a-m\za
t= 2a In (a+m) ataut= an (a+m) l
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Maka diperoleh a-m = (a+m)(e?% )
a—v=ae’ +me??
a— ae? = me?* +m
a(l —e?*) =m(e?* +1)
i 1_eZat
Sehingga m(t) = A ey

Maka diperoleh rata-rata kenaikan

1_62at

produksi adalah m(t) = a

e2atyg

KESIMPULAN DAN SARAN
Model

peningkatan

Inventori saat terjadi
inventori, biasanya
disebabkan karena adanya inventori
kemudian

awal dan terjadinya

penambahan inventori  sedangkan

permintaan terhadap inventori masih
sedikit, diketahui

dengan panjang

perencaannya adalah T dari model

Inventori  diperoleh tingkat fungsi
Inventori serta rata-rata kenaikan
produksi.
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