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BILANGAN DOMINASI EDGE-VERTEX DAN VERTEX-EDGE PADA GRAF LINTASAN,
CYCLE, CENTIPEDE DAN MASING-MASING MIDDLE GRAPHNYA

Evi Utami, Evi Noviani, Fransiskus Fran

INTISARI

Sebuah himpunan D € V, D adalah himpunan dominasi pada graf G = (V, E) jika semua simpul yang
tidak berada pada himpunan D bertetangga sedikitnya dengan satu simpul dari D dan kardinalitas
minimum dari D disebut bilangan dominasi (y(G)). Ada banyak jenis bilangan dominasi yang telah
dikembangkan diantaranya bilangan dominasi edge-vertex dan bilangan dominasi vertex-edge. Sebuah
himpunan S; € E(G) adalah himpunan dominasi edge-vertex jika untuk semua simpul pada G ada sisi e €
S, sedemikian sehingga e mendominasi v dan kardinalitas minimum dari S; disebut bilangan dominasi
edge-vertex (y,,(G)). Sebuah himpunan S, € V(G) adalah himpunan dominasi vertex-edge jika untuk
semua sisi pada G ada simpul v € S, sedemikian sehingga v mendominasi e dan kardinalitas minimum
dari S, disebut bilangan dominasi vertex-edge (y,. (G)). Hasil dari penelitian diperoleh bilangan dominasi
edge-vertex pada graf lintasan, cycle dan centipede serta pada middle graph dari graf tersebut yaitu

yev(Pn) = E]’ Yev(cn) = E]v yev(PJ) = [2]1 Yev(M(Pn)) = E]! )/ev(M(Cn)) = [g] dan Vev(M(Pr:)) =n.
Bilangan dominasi vertex-edge pada graf lintasan, cycle dan centipede serta pada middle graph dari graf
tersebut yaitu Yve (Pn) = [nT_llv Yve (Cn) = E]' Yve (Pr:) = E]! Yve (M(Pn)) = [nT_ll! Yve (M(Cn)) = E] dan
Yoe M) = 2]

Kata Kunci: bilangan dominasi, edge-vertex, vertex-edge, graf lintasan, cycle, centipede

PENDAHULUAN

Salah satu cabang ilmu matematika yang bermanfaat dan dapat menyelesaikan suatu kasus seperti
membuat struktur organisasi dan rangkaian lisrik adalah teori graf. Teori graf pertama kali diperkenalkan
oleh seorang matematikawan Swiss yang bernama Leonhard Euler pada tahun 1736 untuk
menyelesaikan masalah jembatan Konigsberg [1]. Topik yang dibahas dalam teori graf salah satunya
yaitu himpunan dominasi. Himpunan dominasi adalah suatu himpunan bagian D dari himpunan simpul
V(G) dengan simpul-simpul yang tidak berada di D bertetangga dengan minimal satu simpul di D.
Kardinalitas minimum dari himpunan dominasi disebut dengan bilangan dominasi (domination number)
dan dilambangkan dengan y(G) [2]. Pada kehidupan sehari-hari, himpunan dominasi dapat diterapkan
sebagai contoh pemberhentian rute bus sekolah [3]. Dalam penelitian tersebut himpunan dominasi
digambarkan sebagai titik-titik mana saja pemberhentian bus sekolah ditentukan. Sebagian besar rute
bus sekolah beroperasi berdasarkan acuan tertentu. Biasanya aturan tersebut berupaya agar setiap anak
berjalan tidak jauh ke tempat pemberhentian bus.

Terdapat beberapa topik mengenai bilangan dominasi diantaranya yaitu bilangan dominasi edge-
vertex dan bilangan dominasi vertex-edge. Bilangan dominasi edge-vertex pada graf G adalah
kardinalitas minimum dari himpunan dominasi edge-vertex pada G dan dinotasikan sebagai y,,, (G) [4].
Bilangan dominasi vertex-edge adalah kardinalitas minimum dari himpunan dominasi vertex-edge pada
G dan dinotasikan sebagai y,,. (G) [5]. Pada penelitian [4] dan [5] telah dibahas bilangan dominasi edge-
vertex dan vertex-edge pada graf lintasan, cycle dan centipede. Pada penelitian ini mengembangkan
penelitian sebelumnya dengan membuat graf baru dari graf lintasan, cycle dan centipede menggunakan
konsep middle graph. Middle graph pada graf G yang dinotasikan M(G) adalah graf yang himpunan
simpulnya adalah V(G) U E(G) dan dua simpul bertetangga jika dan hanya jika keduanya adalah sisi
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yang bertetangga pada G atau satu simpul pada G dan yang lainnya bersisian dengan sisinya [6]. Jadi
penelitian ini mencari formula bilangan dominasi edge-vertex dan vertex-edge pada graf lintasan, cycle
dan centipede serta pada middle graph dari graf-graf tersebut.

MIDDLE GRAPH

Graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V, E), ditulis dengan notasi G = (V, E), yang
dalam hal ini V adalah himpunan tidak-kosong dari simpul-simpul (vertices) dan E adalah himpunan
sisi (edges) yang menghubungkan sepasang simpul [1]. Dalam penelitian ini simpul pada graf
dinyatakan dengan u; atau v; untuk i € N. Sedangkan sisi yang menghubungkan simpul u dengan simpul
v dinyatakan dengan pasangan (u, v).

Beberapa istilah yang berkaitan dengan graf yang digunakan dalam penelitian ini yaitu bertetangga
(adjacent), bersisian (incident) dan derajat [1]. Dua buah simpul pada graf tak berarah G dikatakan
bertetangga bila keduanya terhubung langsung dengan sebuah sisi. Dengan kata lain, u bertetangga
dengan v jika (u, v) adalah sebuah sisi pada graf G. Untuk sembarang sisi e = (u, v), sisi e dikatakan
bersisian dengan simpul u dan v. Derajat suatu simpul pada graf tak berarah adalah jumlah sisi yang
bersisian dengan simpul tersebut. Dinotasikan sebagai d (v) yang menyatakan derajat simpul v.

Suatu graf dapat dibuat graf baru dengan menggunakan konsep middle graph. Berikut definisi terkait
middle graph.
Definisi 1 [7] Middle graph pada graf G yang dinotasikan M (G) adalah graf yang himpunan simpulnya
adalah V(M(G)) = V(G) U E(G). Dua simpul bertetangga jika dan hanya jika :
(i) e, € V(M(G)) bertetangga dengan e, € V(M(G)) karena sisi e, = v;v; € E(G) dan sisi e, =
v;v, € E(G) bersisian pada simpul yang sama di graf G.
(i) v; € V(M(G)) bertetangga dengan e, € V(M(G)) karenasisi e, = v;v; € E(G) bersisian dengan
simpul v; € V(G).
Bentuk middle graph dapat dilihat pada Gambar 1.
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Gambar 1 (a) Graf G dan (b) Graf M(G)

Pada Gambar 1, dapat dilihat perbedaan dari graf G dan middle graph dari G. Gambar 1 (a) merupakan
graf awal atau graf G dan Gambar 1 (b) merupakan graf baru yang membentuk middle graph dari graf
G.

BILANGAN DOMINASI
Secara historis, masalah dominasi mulai dipelajari dari tahun 1950 oleh Hedetniemi dan Laskar [2].

Definisi 2 [2] Diketahui graf G = (V, E). Misalkan D merupakan subset dari V. Jika setiap simpul dari
V' — D saling bertetangga sedikitnya dengan satu simpul dari D, maka D dikatakan himpunan dominasi
pada graf G. Bilangan dominasi dinotasikan dengan y(G) adalah kardinalitas minimum dari sebuah
himpunan dominasi.
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Contoh 3 Misalkan diberikan graf G seperti pada Gambar 2 dengan simpul warna hijau adalah simpul
pada himpunan dominasi. Selanjutnya akan ditentukan bilangan dominasi pada graf G tersebut.
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Gambar 2 Bilangan Dominasi pada Graf G

Pada Gambar 2 dapat dipilih beberapa kemungkinan himpunan dominasi pada graf G yaitu {v,, v3, v,},
{v1,v3,vs, 7}, {v1,v4} dan {v,, v,}. Berdasarkan beberapa kemungkinan, dapat ditentukan bilangan
dominasi pada graf G dengan kardinalitas minimum 2. Jadi bilangan dominasi pada graf G yaitu 2.

BILANGAN DOMINASI EDGE-VERTEX DAN VERTEX-EDGE
Salah satu pengembangan dari bilangan dominasi yaitu bilangan dominasi edge-vertex.
Definisi 4 [4] Diberikan graf G = (V, E), sebuah sisi e = (u,v) € E(G) mendominasi sebuah simpul
w € V(G) jika:
(i) u = w atau v = w (w bersisian dengan €) atau
(ii) (u, w) atau (v, w) adalah sebuah sisi di G (w bertetangga dengan u atau v).

Definisi 5 [4] Suatu himpunan S € E(G) adalah himpunan dominasi edge-vertex dari G (atau
himpunan dominasi-ev), jika untuk semua simpul v € V(G), terdapat sisi e € S sedemikian sehingga e
mendominasi v. Bilangan dominasi-ev pada graf G didefinisikan sebagai kardinalitas minimum dari
himpunan dominasi-ev pada G dan dinotasikan sebagai y,,, (G).

Pengembangan selanjutnya terkait bilangan dominasi yaitu bilangan dominasi vertex-edge.
Definisi 6 [5] Suatu himpunan simpul di G dikatakan sebuah himpunan dominasi vertex-edge, jika untuk
semua sisi e € E(G) terdapat simpul v € S sedemikian sehingga v mendominasi e. Simpul u € V(G)
mendominasi sebuah sisi (v, w) € E(G) jika:
(i) u = v atau u = w (u bersisian degan (v, w))
(ii) (u, v) atau (u, w) adalah sisi di G (u bersisian dengan sisi yang bertetangga dengan vw).
Kardinalitas minimum dari himpunan dominasi vertex-edge disebut bilangan dominasi vertex-edge pada
G dan dinotasikan sebagai y,,.(G) [5].

BILANGAN DOMINASI EDGE-VERTEX DAN VERTEX-EDGE PADA P,
Graf lintasan dengan jumlah simpul berbeda memiliki pola bilangan dominasi edge-vertex dan
vertex-edge pada graf lintasan, diperoleh lemma berikut :

Lemma 7 [8] Jika P, adalah graf lintasan maka yy. (P,)= [714;1] ,n> 1.

Untuk selanjutnya diperoleh formula bilangan dominasi edge-vertex pada graf lintasan.
Lemma 8 [4] Jika P, adalah graf lintasan maka y,, (P,) = E]

Contoh 9 Diberikan graf lintasan dengan 3 simpul dan 2 sisi.
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Gambar 3 Graf P53

Dari Gambar 3 dapat dilihat himpunan dominasi vertex-edge pada graf P; vyaitu {v,} dengan
v, mendominasi sisi {(v;,v,), (v, v3)}sehingga diperoleh y,.(P;) = 1. Himpunan dominasi edge-
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vertex pada graf P; yaitu {(v;, v,)} dengan (v,, v,) mendominasi simpul {v,, v,, v3} sehingga diperoleh
Yev (P3) =1

BILANGAN DOMINASI EDGE-VERTEX DAN VERTEX-EDGE PADA C,,
Graf cycle dengan jumlah simpul berbeda memiliki pola bilangan dominasi edge-vertex dan vertex-
edge pada graf cycle, diperoleh proposisi dan lemma berikut :

Proposisi 10 Jika C,, adalah graf cycle maka y,,.(C,) = E]

Bukti : Diberikan graf cycle (C,) dengan n simpul. Berdasarkan definisi graf cycle diketahui jumlah
sisi sama dengan jumlah simpul sehingga himpunan simpul V (C,)={v, v, v3, ..., vy}, himpunan sisi
E(C,) = {(v1,v,), (V3,v3), (V3,v4), ., (Wn_1, V), (v, v1)} dan derajat setiap simpulnya adalah 2.
Ambil v; € V(C,) dengan i = 3,4,...,n — 2 sehingga v; mendominasi sisi {(v;_, v;_1), (vi_1, i),
(vi, viz1), (Vi41, Vig2) ]} karena berdasarkan definisi bilangan dominasi vertex-edge v; bersisian dengan
{(vi_1,vy), (v, v;41)} dan v; bersisian dengan sisi yang bertetangga dengan {(v;_1, v;), (v;, vi+1)} yaitu
{(wi_2,vi_1), (i1, vi42)}. Akibatnya setiap simpul bisa mendominasi maksimal 4 sisi disekitarnya.
Untuk v; lainnya, tidak bisa mendominasi lebih dari 4 sisi. Oleh karena itu dapat dipilih salah satu
himpunan dominasi vertex-edge pada C, vaitu {v,,vs, v, ...,v4[%]_3} sehingga diperoleh y,.(C,) <

E] Selanjutnya akan ditunjukkan bilangan dominasi vertex-edge minimum pada graf cycle adalah
Yoe (C)= E] Andai y,,(C,)= E] — 1, maka terdapat E] — 1 simpul yang merupakan kardinalitas

minimum dari himpunan dominasi vertex-edge pada graf cycle. Jika terdapat E] — 1 simpul pada

himpunan dominasi vertex-edge yang dipilih sembarang, maka mengakibatkan terdapat minimal satu
sisi pada graf C,, tidak terdominasi. Untuk n = 4t — 1 maka terdapat 3 sisi tidak terdominasi, untuk n =
4t maka terdapat 4 sisi tidak terdominasi, untuk n = 4t + 1 maka terdapat satu sisi tidak terdominasi
dan untuk n = 4t 4+ 2 maka terdapat 2 sisi tidak terdominasi dengan t € N. Hal tersebut bertentangan

dengan Definisi 6, dengan kata lain haruslah y,,. (C,)= E] Jadi dapat disimpulkan bilangan dominasi
vertex-edge pada graf cycle yaitu y,,. (C,)= E] [

Untuk selanjutnya diperoleh formula bilangan dominasi edge-vertex pada graf cycle.

Lemma 11 [9] Jika C,, adalah graf cycle maka y,, (C,) = E]

Contoh 12 Diberikan graf cycle dengan 3 simpul dan 3 sisi.

VU3
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Gambar 4 Graf C;

Dari Gambar 4 dapat dilihat himpunan dominasi vertex-edge pada graf C; yaitu {v;} dengan v,
mendominasi sisi {(vq,v,), (v4, v3), (v1,v3)} sehingga diperoleh y,.(C3) = 1. Himpunan dominasi
edge-vertex pada graf C; yaitu {(v,,v,)} dengan (v;,v,) mendominasi simpul {v;,v,,v5} sehingga
diperoleh y,,,(C3) = 1.

BILANGAN DOMINASI EDGE-VERTEX DAN VERTEX-EDGE PADA P;,
Graf centipede dengan jumlah simpul berbeda memiliki pola bilangan dominasi edge-vertex dan
vertex-edge pada graf centipede, diperoleh proposisi dan lemma berikut :
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Proposisi 13 Jika P;adalah graf centipede maka y,. (B} = E]

Bukti : Diberikan graf centipede (P;) dengan n-salinan graf P,. Berdasarkan definisi graf centipede
diketahui jumlah sisi sama dengan 2n — 1 dan jumlah simpul sama dengan 2n sehingga himpunan
simpul V(By) = {vy, V3, V3, ..., Van }, himpunan sisi E(By) = {(vq v,), (v, vs), (W3 V4), ., (Van_1 Van)}
dan derajat simpul ganjil adalah 1, derajat simpul genap adalah 3 kecuali simpul {v,, v,,}adalah 2.
Ambil v; € V(P;) dengani = 6,8, ...,n — 6, i genap dan v; simpul dengan derajat tertinggi sehingga
v; mendominasi sisi {(vi_4, Vi—2), (Wi—3,Vi—2), (Wi—2, V1), (Wi—1,v1), (Wi Vis2), i1, Vi),
(Vi42,Visa)} karena berdasarkan definisi bilangan dominasi vertex-edge v; bersisian dengan
{(vi_p, vp), (vi_q,vy), (v;,vi42)} dan v; bersisian dengan sisi yang bertetangga dengan {(v;_,, v;),
(Wi-1,v1), (i, vi12)} Yaitu {(Vig, vi—2), i3, Vi-2), (Viv1,Vivz), (Wir2, Viva)}. Akibatnya setiap
simpul bisa mendominasi maksimal 7 sisi disekitarnya. Untuk v; lainnya, tidak bisa mendominasi lebih
dari 7 sisi. Oleh karena itu dapat dipilih salah satu himpunan dominasi vertex-edge pada P, yaitu

(i) untukn = 3t + 1, t € N maka himpunan dominasi vertex-edge yaitu {v,, vg, v14, ...,v6[31_4},
3

(if) untuk n lainnya maka himpunan dominasi vertex-edge yaitu {v,, v1¢, V16, ...,U6[E]_2}.
3

Sehingga diperoleh bilangan dominasi vertex-edge y,.(B;) < E] Selanjutnya akan ditunjukkan
bilangan dominasi vertex-edge minimum pada graf centipede adalah y,,.(Py)= E] Andai y,.(B)=
E] — 1, maka terdapat E] — 1 simpul yang merupakan kardinalitas minimum dari himpunan dominasi

vertex-edge pada graf centipede. Jika terdapat E] — 1 simpul pada himpunan dominasi vertex-edge yang
dipilih sembarang, bisa dipilih pada simpul yang mendominasi paling minimum yaitu 2 sisi sampai yang
paling maksimum vyaitu 7 sisi maka mengakibatkan terdapat minimal satu sisi pada graf P, tidak
terdominasi. Untuk n = 3t — 1 maka terdapat 2 sisi tidak terdominasi, untuk n = 3t maka terdapat 4
sisi tidak terdominasi dan untuk n = 3t + 1 maka terdapat satu sisi tidak terdominasi. Hal tersebut

bertentangan dengan Definisi 6, dengan kata lain haruslah y,.(B;)= E] Jadi dapat disimpulkan
bilangan dominasi vertex-edge pada graf centipede yaitu y,.(Py;)= [g]-

Untuk selanjutnya diperoleh formula bilangan dominasi edge-vertex pada graf centipede.

Lemma 14 [4] Jika B, adalah graf centipede maka y,,, (B;) = [g]

Contoh 15 Diberikan graf centipede dengan 2 salinan dan 3 sisi.

Gambar 5 Graf P;

Dari Gambar 5 dapat dilihat himpunan dominasi vertex-edge pada graf P; yaitu {v,} dengan v,
mendominasi sisi {(vq,v,), (vy,v4), (v3,v4)} sehingga diperoleh y,.(P;) = 1. Himpunan dominasi
edge-vertex pada graf P; yaitu {(v,,v,)} dengan (v,, v,) mendominasi simpul {v;, v,, v3, v,} sehingga

diperoleh y,,(P;) = 1.
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BILANGAN DOMINASI EDGE-VERTEX DAN VERTEX-EDGE PADA M(P,,)

Middle graph dari graf lintasan dengan jumlah simpul berbeda memiliki pola bilangan dominasi
edge-vertex dan vertex-edge, diperoleh proposisi berikut :
Proposisi 16 Jika M (P,) adalah middle graph dari graf lintasan maka y,(M(B,)) = [nT_l :
Bukti : Diberikan graf lintasan (B,) dengan n simpul. Berdasarkan definisi middle graph dapat
diketahui jumlah sisi dari M(B,) sama dengan 3n — 4 dan jumlah simpul sama dengan 2n — 1 sehingga
himpunan simpul V(M(P,)) = {vy,uy, V2, Uz, -, Un_1, ¥} dan himpunan sisi E(M(P,)) = {(vy,uy),
(2, uy), (ug, up), (2, uz), (W3, uz), .., (Wno1, Un—1), (Vn, Un_1)}. Derajat simpul {v,,v3, vy, ..., Vy—1}
adalah 2 kecuali {v;, v, } derajat simpulnya adalah 1 dan derajat simpul {u,, us, u,, ..., u,_,} adalah 4
kecuali {u,, u,_,} derajat simpulnya adalah 3. Ambil u; € V(M(B,)) dengan i = 3,4, ...,n — 3 dan u;
merupakan simpul dengan derajat tertinggi sehingga u; mendominasi sisi {(u;_,, w;_1), (vi_1,ui_1),
(wi—y,w), Wy ui—1), W w), (W i), Wi, W), Wiy, Uign), (Wipn, Uirz), (Vigz, wig1)} karena
berdasarkan definisi bilangan dominasi vertex-edge u; bersisian dengan
{(ui_q, wy), (Wi, wy), (ug, wiq), (Wie1,u;)} dan w; bersisian dengan sisi yang bertetangga dengan
{Qui—n,w), Wi, w), (W wipn), Wi, u)d} yaitu {(wi—z, wi—1), Wimg,wi-1), Wi ui-1), Wigr, Uiga),
(Wiz1,Uiy2), (Wirn, u;41)}. Akibatnya setiap simpul bisa mendominasi maksimal 10 sisi disekitarnya.
Untuk u; lainnya, tidak bisa mendominasi lebih dari 10 sisi. Oleh karena itu dapat dipilih salah satu
himpunan dominasi vertex-edge pada M (B,) yaitu

(i) untukn =3t — 1, t € N maka himpunan dominasi vertex-edge yaitu {uy, uy, u,, ...,u3[n_—1]_2},
3

(if) untuk n lainnya maka himpunan dominasi vertex-edge yaitu {u,, us, ug, ...,u3[n_—1]_1}.
3

Sehingga diperoleh bilangan dominasi vertex-edge y,.(M(P,)) < [nT_l] Selanjutnya akan ditunjukkan
bilangan dominasi vertex-edge minimum pada middle graph dari graf lintasan adalah y,,.(M(P,))=
[nT_l] Andai y,.(M(P,))= [nT_l] — 1, maka terdapat [nT_l] — 1 simpul yang merupakan kardinalitas
minimum dari himpunan dominasi vertex-edge pada middle graph dari graf lintasan. Jika terdapat
["T_l — 1 simpul pada himpunan dominasi vertex-edge yang dipilih sembarang, bisa dipilih pada simpul
yang mendominasi paling minimum yaitu 3 sisi sampai yang paling maksimum yaitu 10 sisi maka
mengakibatkan terdapat minimal satu sisi pada graf M (P,) tidak terdominasi. Untuk n = 3t — 1 maka

terdapat 2 sisi tidak terdominasi, untuk n = 3t maka terdapat 4 sisi tidak terdominasi dan untuk n =
3t + 1 maka terdapat 7 sisi tidak terdominasi. Hal tersebut bertentangan dengan Definsii 6, dengan kata

lain haruslah y,.(M(P,))= [nT_l] Jadi dapat disimpulkan bilangan dominasi vertex-edge pada middle

graph dari graf lintasan yaitu y,,. (M (P,))= [nT_l] [
Untuk selanjutnya diperoleh formula bilangan dominasi edge-vertex pada graf M (P,).
n

Proposisi 17 Jika M (P,) adalah middle graph dari graf lintasan maka y,,, (M(Pn)) = H

Bukti : Ambil (u;, u;4+1) € E(M(P,)) dengan i = 2,3,4,...,n— 3 dan (u;,u;,1) Sisi dengan derajat
simpul penghubung tertinggi sehingga (u;, u;4+,) mendominasi simpul {u;_q, v;, U;, Vis1, Uis1s Vigo
u; 4+, + karena berdasarkan definisi bilangan dominasi edge-vertex (u;, u;4) bersisian dengan {u;, u; 1}
dan (u;, u;41) bertetangga dengan simpul {u;, u; 41} Yaitu {u;_1, v;, Vi41, Vis2, Ui+2}. Akibatnya setiap
sisi bisa mendominasi maksimal 7 simpul disekitarnya. Untuk (u;,u;,;) lainnya, tidak bisa
mendominasi lebih dari 7 simpul. Oleh karena itu dapat dipilih salah satu himpunan dominasi edge-
vertex pada M (B,) yaitu
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(i) untuk n=3t—1, teN maka himpunan dominasi edge-vertex vyaitu {(v{,uy)}U
(Ca(faa) Ha(f5}-a) e
(ii) untuk n = 3t, teN maka himpunan dominasi edge-vertex yaitu
{(uq, up), (uy, us), (uy, ug), ..., (u3[g]_2, u3[g]_1)},
3 3
(iii) untuk n=3t+1, teN maka himpunan dominasi edge-vertex vyaitu {(v{,u;)}U
U, ([n ,U_([n .
(a2 a)-0)?
Sehingga diperoleh bilangan dominasi edge-vertex y.,(M(B,)) < E] . Selanjutnya akan ditunjukkan
bilangan dominasi vertex-edge minimum pada middle graph dari graf lintasan adalah Yev(M(Pn)FE]-

Andai y,,(M(P,))= E] — 1, maka terdapat E] — 1 sisi yang merupakan kardinalitas minimum dari

himpunan dominasi edge-vertex pada middle graph dari graf lintasan. Jika terdapat E] — 1 sisi pada
himpunan dominasi edge-vertex yang dipilih sembarang, bisa dipilih pada sisi yang mendominasi paling
minimum yaitu 4 simpul sampai yang paling maksimum yaitu 7 simpul maka mengakibatkan terdapat
minimal satu simpul pada graf M (B,) tidak terdominasi. Untuk n = 3t — 1 maka terdapat 2 simpul tidak
terdominasi, untuk n = 3t maka terdapat 4 simpul tidak terdominasi dan untuk n = 3t + 1 maka
terdapat satu simpul tidak terdominasi. Hal tersebut bertentangan dengan Definsii 5, dengan kata lain

haruslah ye,,(M(Pn))z[g]. Jadi dapat disimpulkan bilangan dominasi edge-vertex pada middle graph

dari graf lintasan yaitu yev(M(Pn))zE]. [

BILANGAN DOMINASI EDGE-VERTEX DAN VERTEX-EDGE PADA M(C,,)

Middle graph dari graf cycle dengan jumlah simpul berbeda memiliki pola bilangan dominasi edge-
vertex dan vertex-edge, diperoleh proposisi berikut :
Proposisi 18 Jika M(C,) adalah middle graph dari graf cycle maka y,.(M(C,)) = E]
Bukti : Diberikan graf cycle (C,,) dengan n simpul. Berdasarkan definisi middle graph dapat diketahui
jumlah sisi dari M(C,,) sama dengan 3n dan jumlah simpul sama dengan 2n sehingga himpunan simpul
V(M(Cp)) = {vy,uy, 3, Uy, ., U, up} dan himpunan sisi (M(C,)) = {(vy,uy), (ug, uy), (V5 uz),
(uy, v3), oo, (W, up), (uy, v1)}. Derajat simpul {vy,v,,vs,...,v,} adalah 2 dan derajat simpul
{us, uy, us, ..., u, } adalah 4. Ambil u; € V(M(C,)) dengan i = 3,4, ...,n — 2 dan u; simpul dengan
derajat tertinggi sehingga w; mendominasi sisi {(w;_5, uj—1), (Wi_1, ui—1), (wi—1, v), (Wi—1, up), (i, uyp),
(Ui, vig1), W uipr), Wis, Uis1), (Wit Visz), (Wip1,uis2)} karena berdasarkan definisi bilangan
dominasi vertex-edge u; bersisian {(u;_q, u;), (v;, u;), (i, vi41), (u;, u;41)} dan u; bersisian dengan sisi
yang bertetangga dengan {(u;-1, u;), (vi, w0, (i, viva), (Wi wiea)} Yaitu {(ui—z, ui—1), Wimg, ui-1),
(Ui—1,v1), Wiz, Uig1), Wig1,Vige), (Uip1,Uis2)}. Akibatnya setiap simpul bisa mendominasi
maksimal 10 sisi disekitarnya. Untuk u; lainnya, tidak bisa mendominasi lebih dari 10 sisi. Oleh karena
itu dapat dipilih salah satu himpunan dominasi vertex-edge pada M(C,,) yaitu {u,, us, u;, ...,u3[§]_2}

sehingga diperoleh y,,.(M(C,)) < E] Selanjutnya akan ditunjukkan bilangan dominasi vertex-edge
minimum pada middle graph dari graf cycle adalah y,.(M(C,))= E] Andai y,.(M(C,))= E] -1,
maka terdapat E] — 1 simpul yang merupakan kardinalitas minimum dari himpunan dominasi vertex-

edge pada middle graph dari graf cycle. Jika terdapat E] — 1 simpul pada himpunan dominasi vertex-

edge yang dipilih sembarang, bisa dipilih pada simpul yang mendominasi paling minimum yaitu 7 sisi
sampai yang paling maksimum yaitu 10 sisi maka mengakibatkan terdapat minimal satu sisi pada graf
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M (C,) tidak terdominasi. Untuk n = 3t maka terdapat 8 sisi yang tidak terdominasi, untuk n = 3t + 1
maka terdapat 2 sisi yang tidak terdominasi dan untuk n = 3t + 2 maka terdapat 5 sisi yang tidak
terdominasi dengan t € N. Hal tersebut bertentangan dengan Definisi 6, dengan kata lain haruslah

Ve (M(Cp))= E] Jadi dapat disimpulkan bilangan dominasi vertex-edge pada middle graph dari graf

cycle yaitu y,e (M(C,))= E]-

Untuk selanjutnya diperoleh formula bilangan dominasi edge-vertex pada graf M(C,,).

Proposisi 19 Jika M(C,,) adalah middle graph dari graf cycle maka y,, (M(C,)) = E]

Bukti : Ambil (u;, u;4,) € E(M(C,)) dengan i = 2,3,4,...,n— 2 dan (u;, u;,,) Sisi dengan derajat

simpul penghubung tertinggi sehingga (u;, u;41) mendominasi simpul w;_q, Vi, Ui, Vit1, Uit1, Vigzs

u; 4+, } karena berdasarkan definisi bilangan dominasi edge-vertex (u;, u;441) bersisian dengan {u;, u;;}

dan (u;, u;41) bertetangga dengan simpul {u;, u; 41} yaitu {u;_1, v;, Vi41, Vig2, Uir2}. Akibatnya setiap

sisi bisa mendominasi maksimal 7 simpul disekitarnya. Untuk (u;,u;.;) lainnya, tidak bisa

mendominasi lebih dari 7 simpul. Oleh karena itu dapat dipilih salah satu himpunan dominasi edge-

vertex pada M(C,) yaitu

(i) untuk n=3t+1, teN maka himpunan dominasi edge-vertex yaitu
{(uy, uz), (ug, us), (u7,ug), ., (u3[§]_2: uy)},

(if) untuk n lainnya maka himpunan dominasi edge-vertex yaitu
{(ull uz), (u4l uS)l (u7l us)l ey (u3[ﬂ]_21 u3[ﬂ]_1)}-
3 3

Sehingga diperoleh bilangan dominasi edge-vertex y,,(M(C,)) < E] Selanjutnya akan ditunjukkan
bilangan dominasi vertex-edge minimum pada middle graph dari graf cycle adalah y,,(M(C,))= E]
Andai y,,(M(C,))= E] — 1, maka terdapat E] — 1 sisi yang merupakan kardinalitas minimum dari

himpunan dominasi edge-vertex pada middle graph dari graf cycle. Jika terdapat E] — 1 sisi pada
himpunan dominasi edge-vertex yang dipilih sembarang, bisa dipilih pada sisi yang mendominasi paling
minimum yaitu 5 simpul sampai yang paling maksimum yaitu 7 simpul maka mengakibatkan terdapat
minimal satu simpul pada graf M(C,) tidak terdominasi. Untuk n = 3t maka terdapat 5 simpul yang
tidak terdominasi, untuk n = 3t + 1 maka terdapat satu simpul yang tidak terdominasi dan untuk n =
3t + 2 maka terdapat 3 simpul yang tidak terdominasi. Hal tersebut bertentangan dengan Definisi 5,

dengan kata lain haruslah y,,,(M(C,))= E] Jadi dapat disimpulkan bilangan dominasi edge-vertex pada

middle graph dari graf cycle yaitu y,,(M(Cy,))= E] L]

BILANGAN DOMINASI EDGE-VERTEX DAN VERTEX-EDGE PADA M(P;,)
Middle graph dari graf centipede dengan jumlah simpul berbeda memiliki pola bilangan dominasi
edge-vertex dan vertex-edge, diperoleh proposisi berikut :

Proposisi 20 Jika M (P,;) adalah middle graph dari graf centipede maka y,,, (M(P,f)) = E]

Bukti : Diberikan graf cetipede (P,;) dengan n-salinan dari graf P,. Berdasarkan definisi middle graph
dapat diketahui jumlah sisi dari M(P,;) sama dengan 7n — 6 dan jumlah simpul sama dengan 4n — 1
sehingga himpunan simpul V(M(P,;‘)) = {vy, Uy, V3, Uy, oo, Vap—1, Usp—1, V2t dan himpunan sisi
EM(P)) = {(vy,ur), (uq, v2), (ug,uz), (V2,uz), (uz,v3), (Up,vs), (Uz,Us), oy (Wano1,Uzn—1),
(Uzn—1, V2n)}. Derajat simpul {vy, v3, vs, ..., von_1} adalah 1, derajat simpul {v,, v, ..., V2n_»} adalah
3, derajat simpul {v,,v,,} adalah 2, derajat simpul {us,us,...,u,,_3} adalah 4, derajat simpul
{uy, uy,_1} adalah 3, derajat simpul {u,, ug, ..., v2,_4} adalah 6 dan derajat simpul {u,, u,,_,} adalah
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5. Ambil u; € V(M(P,;)) dengan i = 6,8, ...,2n — 6, i genap dan u; simpul dengan derajat tertinggi
sehingga w; mendominasi sisi {(u;_4, Ui—2), (Ui—3,Ui—2), Wiz, Ui—2), (Wimz, Ui—1), (Wi—p, uy),
Wy ui—2), Wimy,wi1), iy, w), W w), W wim1), Wi, w), (Wi Uigr), (Wi tinz), Wiy, W),
Wivz Uir1), Wirs, Wir2), Wiv2, Wivz), Wiva, Uivs), Wiva, Uivz), (Uirz, Uirs)} Karena berdasarkan
definisi bilangan dominasi vertex-edge u; bersisian dengan {(u;_, u;), (ui_1,w;), (i, w;), (Wiga, W),
(ui, uis1), (u;,ui42)} dan w; bersisian dengan sisi yang bertetangga dengan {(u;_,, w;), (wi_1,u;),
Wi, ug), Wi, uy), g, Uir), (W uig2)} yaitu {(u—g, ui—2), Wios, ui—2), Wi—p, Ui—2), (Ui—2, Uj—1),
Wi ui—2), Wim1,Ui—1), Wi Ui—1), Wig1, Ui1), Wik, Wirr), Wi, Uiv2), Wigo, W), (Uigz, Uirs),
(VigarUiz2), (Uiyo, ui44)}. Akibatnya setiap simpul bisa mendominasi maksimal 20 sisi disekitarnya.
Untuk u; lainnya, tidak bisa mendominasi lebih dari 20 sisi. Oleh karena itu dapat dipilih salah satu
himpunan dominasi vertex-edge pada M (B,) yaitu

(i) untuk n genap maka himpunan dominasi vertex-edge yaitu {u,, ug, U1, ...,u4[§]_2},
2

(ii) untuk n ganjil maka himpunan dominasi vertex-edge yaitu {u,} U {u4([2]—1)}'

Sehingga diperoleh bilangan dominasi vertex-edge ¥,.(M(Py)) < E] Selanjutnya akan ditunjukkan
bilangan dominasi vertex-edge minimum pada middle graph dari graf centipede adalah y,. (M (By))=
E] Andai y,,. (M(P))= E] — 1, maka terdapat E] — 1 simpul yang merupakan kardinalitas minimum

dari himpunan dominasi vertex-edge pada middle graph dari graf centipede. Jika terdapat E] — 1 simpul

pada himpunan dominasi vertex-edge yang dipilih sembarang, bisa dipilih pada simpul yang
mendominasi paling minimum vyaitu 3 sisi sampai yang paling maksimum yaitu 20 sisi maka
mengakibatkan terdapat minimal satu sisi pada graf M(P;) tidak terdominasi. Untuk n genap maka
terdapat 4 sisi yang tidak terdominasi dan untuk n ganjil maka terdapat 2 sisi yang tidak terdominasi.

Hal tersebut bertentangan dengan Definisi 6, dengan kata lain haruslah y,.(M(P,))= E] Jadi dapat
disimpulkan bilangan dominasi vertex-edge pada middle graph dari graf centipede yaitu y,.(M(Py))=

HE

Untuk selanjutnya diperoleh formula bilangan dominasi edge-vertex pada graf M (P;).

Proposisi 21 Jika M(P;) adalah middle graph dari graf centipede maka y,,(M(P;)) = n.

Bukti : Ambil (u;, u;4,) € E(M(P;)) dengan i = 4,6,8, ...,2n — 6, i genap dan (u;, u;;,) salah satu
sisi dengan derajat simpul penghubung tertinggi sehingga (u;, u;y,) mendominasi simpul
{Ui_p, Ui_1, Vi, Ui, Uig1, Vieos Uiy, Uiss, Vivs, U4} Karena berdasarkan definisi bilangan dominasi
edge-vertex (u;, u;;,) bersisian dengan {u;,u;;,} dan (u;u;4,) bertetangga dengan simpul
{Ui_2, Ui_1, Vi, Uis1,Vieo, Uiss, Visa Uirs). Akibatnya setiap sisi bisa mendominasi maksimal 10
simpul disekitarnya. Untuk (u;, u;4,) lainnya, tidak bisa mendominasi lebih dari 10 simpul. Oleh karena
itu dapat dipilih salah satu himpunan dominasi edge-vertex pada M(P;) Vvaitu
{(uq, v3), (us, vy), (us, V), ., (Uzn—1,V2,)} Sehingga diperoleh y,,(M(P;)) < n . Selanjutnya akan
ditunjukkan bilangan dominasi vertex-edge minimum pada middle graph dari graf centipede adalah
Yer (M(B;y)= n. Andai y,,(M(P;))= n — 1, maka terdapat n — 1 sisi yang merupakan kardinalitas
minimum dari himpunan dominasi edge-vertex pada middle graph dari graf centipede. Jika terdapat n —
1 sisi pada himpunan dominasi edge-vertex yang dipilih sembarang, bisa dipilih pada sisi yang
mendominasi paling minimum yaitu 4 simpul sampai yang paling maksimum yaitu 10 simpul maka
mengakibatkan terdapat satu simpul pada graf M(P,;) tidak terdominasi. Hal tersebut bertentangan
dengan Definisi 5, dengan kata lain haruslah y,,, (M (B;))= n. Jadi dapat disimpulkan bilangan dominasi
edge-vertex pada middle graph dari graf centipede yaitu y,,(M(P;))=n. m
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KESIMPULAN

Bilangan dominasi edge-vertex adalah kardinalitas minimum dari himpunan dominasi edge-

vertex dan bilangan dominasi vertex-edge adalah kardinalitas minimum dari himpunan dominasi vertex-
edge. Bilangan dominasi edge-vertex dan vertex-edge pada graf lintasan, cycle dan centipede serta
middle graph dari graf lintasan, cycle dan centipede diperoleh dengan cara mencari satu persatu bilangan
dominasi edge-vertex dan vertex-edge dari beberapa graf yang dibahas sehingga diperoleh pola bilangan
dominasi edge-vertex dan vertex-edge pada masing-masing graf.

Pada Tabel 1 disajikan hasil bilangan dominasi edge-vertex dan vertex-edge pada graf lintasan,

cycle dan centipede serta pada middle graph dari graf-graf tersebut.

Tabel 1 Bilangan Dominasi Edge-Vertex dan Vertex-Edge

. Bilangan dominasi edge- Bilangan dominasi
No Jenis Graf vertex vertex-edge

-1

1 Graf Lintasan (B,) E] [n 2 l
n n
2 Graf Cycle (C,,) [Z] [Z]
. n n
3 Graf Centipede (B;) [E] [§]

4 | Middle Graph dari Graf [f] [n - 1]
Lintasan (M(B,)) 3 3
g | Middle Graph dari Graf [E] [El
Cycle (M(C,)) 3 3
6 Middle Graph dari Graf [El
Centipede (M(B))) n 2
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