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DIMENSI PARTISI PADA GRAF

Annisatul Khairiah, Evi Noviani, Fransiskus Fran

INTISARI

Diberikan sebuah graf terhubung G = (V,E). Simpul V dikelompokkan ke dalam k-partisi yaitu IT =
{81, 55, ..., S} dengan S; < V(G). Representasi dari v terhadap II yaitu #(v|I1) = (d(v, S,),d(,S,),
...,d(v,Sk)) dengan d(v,S) = min{d(v,x)|x € S} danv merupakan simpul di G. Jika representasi
yang dihasilkan memiliki vektor koordinat yang berbeda, maka IT merupakan partisi pembeda dari graf
G. Apabila k merupakan nilai minimum dari banyaknya partisi di IT, maka k merupakan dimensi partisi
dari graf G, dinotasikan dengan pd(G) = k. Pada penelitian ini dibahas cara menentukan formula
dimensi partisi pada graf sisir, graf garis dan graf kuadrat dari graf sisir. Graf sisir adalah graf yang
diperoleh dari hasil operasi korona antara graf lintasan B, dengan graf lengkap K;. Graf sisir (Cb,,)
memiliki 2n simpul dan 2n — 1 sisi. Graf garis dari graf sisir (L(Cbn)) adalah graf yang memiliki
jumlah simpul sama dengan jumlah sisi dari graf Ch,,. Simpul pada graf garis tersebut akan bertetangga
jika dan hanya jika sisi-sisi yang bersesuaian saling terhubung pada graf Cb,,. Graf kuadrat dari graf
sisir (Ch?2) yaitu sebuah graf yang memiliki jumlah simpul yang sama dengan simpul pada graf Cb,,,
dengan menambahkan sisi pada dua simpul yang berjarak dua. Hasil dari penelitian ini diperoleh
dimensi partisi dari graf sisir yaitu 2, untukn = 2 dan 3, untuk n > 3. Dimensi partisi pada graf garis
dari graf sisir yaitu 2, untuk n = 2 dan 3, untuk n = 3 serta dimensi partisi pada graf kuadrat dari graf
sisir yaitu 3, untuk n = 2 dann = 3, 4, untuk n > 4.

Kata Kunci: Partisi pembeda, graf sisir, graf garis, graf kuadrat.

PENDAHULUAN

Teori graf merupakan bagian dari matematika diskrit yang digunakan untuk merepresentasikan
suatu objek dan hubungan antara objek-objek tersebut. Objek pada graf dinyatakan dengan bulatan
maupun titik, sedangkan hubungan antara objek-objek tersebut dinyatakan dengan garis. Teori graf
bermanfaat dalam kehidupan sehari-hari yaitu pada transportasi, jaringan komunikasi, dan peta.

Penelitian tentang graf sangat menarik karena banyak memiliki terapan. Topik yang sering dibahas
pada teori graf diantaranya tentang pelabelan, pewarnaan, bilangan kromatik, dimensi metrik, dan
dimensi partisi. Dimensi partisi diperkenalkan pertama kali oleh Chartrand dkk pada tahun 1998.
Dimensi partisi diperoleh dengan cara mengelompokkan semua simpul pada graf G ke dalam sejumlah
kelas partisi. Selanjutnya menentukan jarak seluruh simpul terhadap setiap kelas partisi untuk
mendapatkan representasi. Representasi yang memiliki vektor koordinat berbeda dan memiliki jumlah
kardinalitas minimum merupakan dimensi partisi dari graf G.

Adapun contoh penerapan dari dimensi partisi ini yaitu navigasi robot [1]. Pada navigasi robot,
robot ini bergerak dari satu titik lokasi ke titik yang lain berdasarkan kode yang telah diperoleh. Kode
tersebut diterjemahkan harus dengan tingkat kesalahan yang sedikit agar robot bisa sampai ke tujuan
dengan tepat. Oleh karena itu, setiap titik lokasi harus diberikan kode yang berbeda. Misalkan titik
lokasi dianggap sebagai simpul dan lintasan robot dianggap sebagai sisi, maka bidang gerak robot bisa
direpresentasikan sebagai sebuah graf. Penelitian ini dibahas tentang dimensi partisi dari beberapa graf
yaitu graf sisir, graf garis dan graf kuadrat dari graf sisir. Graf sisir adalah graf yang diperoleh dari
hasil operasi korona antara graf lintasan P, dengan graf lengkap K;. Sedangkan graf garis adalah graf
yang memilki jumlah simpul sama dengan jumlah sisi pada graf G, namun simpul pada graf garis
tersebut akan bertetangga jika dan haya jika sisi yang bersesuaian saling terhubung pada graf G. Graf
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kuadrat adalah graf yang memiliki jumlah simpul yang sama dengan simpul pada graf G, dengan
menambahkan sisi baru di antara setiap dua simpul yang berjarak dua dalam graf G.

DIMENSI PARTISI

Graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V, E), ditulis dengan notasi ¢ = (V,E), yang
dalam hal ini V adalah himpunan tidak kosong dari simpul-simpul (vertices atau node) dan E adalah
himpunan sisi (edges atau arc) yang menghubungkan sepasang simpul [2]. Adapun graf yang dibahas
yaitu graf yang berkaitan dengan graf lintasan dan graf lengkap.

Graf lintasan adalah graf sederhana yang kedua simpul ujung berderajat satu, sedangkan simpul
yang lain berderajat dua. Graf lintasan dinotasikan dengan B, [3]. Adapun contoh dari graf lintasan
terdapat pada Gambar 1 (a). Graf lengkap adalah graf sederhana yang setiap simpulnya memilki sisi
yang terhubung ke simpul lainnya. Graf lengkap dengan n buah simpul dilambangkan dengan K.
Jumlah sisi pada graf lengkap yang terdiri dari n buah simpul adalah n (n — 1)/2 [2]. Adapun contoh
dari graf lengkap terdapat pada Gambar 1 (b). Misalkan P, menjadi graf lintasan dengan n simpul.
Graf sisir Cb,, didefinisikan sebagai P, O K; yang memiliki 2n simpul dan 2n — 1 sisi [4]. Adapun
contoh dari graf sisir terdapat pada Gambar 1 (c). Misal graf G dengan himpunan simpul V(G) dan
himpunan sisi E(G). Graf garis (line graph) L(G) adalah graf dengan V(L(G)) = E(G) dan simpul di
L(G) akan bertetangga jika dan hanya jika sisi-sisi yang bersesuaian terhubung di G [5]. Adapun
contoh graf garis dari graf sisir terdapat pada Gambar 1 (d). Kuadrat G2 dari graf G yang diperoleh
dari graf G dengan menambahkan sisi baru di antara setiap dua simpul yang memiliki jarak dua dalam
graf G [6]. Adapun contoh graf kuadrat dari graf sisir terdapat pada Gambar 1 (e).

V1 U1 UQ U3
\'J V. V.
o 1 o 2 o 3 V. A V.
3 2 Vi Va V3
(@) (b) (c)
e €, es o' o o
W v V3
e, e,
(d) (e)

Gambar 1 (a) Graf lintasan P3, (b) graf lengkap K3, (c) graf sisir Cbs, (d) graf garis L(Cb,),
(e) graf kuadrat Ch?

Dimensi partisi diperoleh dengan cara mengelompokkan semua simpul di G ke dalam sejumlah
kelas partisi. Selanjutnya menentukan jarak setiap simpul terhadap setiap kelas partisi untuk
mendapatkan representasi. Jika representasi setiap simpul terhadap IT berbeda, maka IT merupakan
partisi pembeda. Kemudian kardinalitas minimum dari banyaknya partisi disebut dimensi partisi.
Berikut diberikan definisi partisi secara umum dan definisi dimensi partisi.

Definisi 1 [2] Partisi dari sebuah himpunan A adalah sekumpulan himpunan bagian tidak kosong 4,, 4, ...
dari A sedemikian sehingga:

(@ A;UA U ...= A, dan

(b) Himpunan bagian A; saling lepas, yaitu 4; N A; = @ untuk i = j.

Definisi 2 [7] Misalkan G adalah suatu graf terhubung dengan himpunan simpul V(G) yang dipartisi
menjadi beberapa partisi, misal S;,S,, ..., S,. Notasikan I sebagai suatu himpunan terurut dari k-
partisi, tulis I = {S;,5,, ...,Sk}. Misalkan terdapat suatu simpul v di G, maka representasi v
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ternadap I didefinisikan sebagai jarak dari v ke tiap-tiap partisi di II, ditulis
| = (d(v,51),d[®,S3), ..., d(v, S)). Selanjutnya #(v|11) disebut sebagai vektor penyajian. Jika
setiap simpul yang berbeda di G mempunyai representasi yang berbeda terhadap I1, maka IT disebut
sebagai partisi pembeda. Kardinalitas minimum dari k-partisi pembeda terhadap V(G) disebut
dimensi partisi dari G, dinotasikan dengan pd(G).

Dalam penelitian [8], terdapat beberapa hasil dimensi partisi dari berbagai jenis graf. Salah satunya
dimensi partisi pada graf G yaitu pd(G) = 2 jika dan hanya jika G merupakan graf lintasan (B,).
Proposisi 3 [8] Misalkan G suatu graf terhubung. Dimensi partisi graf G yaitu pd(G) = 2 jika dan
hanya jika G = B, dengann > 2.

Contoh 4 Misalkan diberikan sebuah graf lengkap K, pada Gambar 2, selanjutnya akan ditentukan
dimensi partisi dari graf K, tersebut:

V.I V2
V4 V3

Gambar 2 Graf K4

Berdasarkan Gambar 2, graf K, akan dipartisi menjadi empat bagian. Pilih TT = {S;,S,, S3,5,}
dengan S; = {v,}, S, = {v,}, S3 = {v3}, dan S, = {v,}. Oleh karena itu diperoleh representasi setiap
simpul terhadap I1 pada graf K, yaitu:

7(v4|I) = (0,1,1,1) (v = (1,1,0,1)
7(v,|I1) = (1,0,1,1) (v, = (1,1,1,0).

Oleh karena representasi setiap simpul terhadap I = {S;,S,,S3,S,} memiliki vektor koordinat
yang berbeda, maka IT merupakan partisi pembeda dari semua simpul di K,. Selanjutnya I1 =
{S1,52,53,5,} memiliki jumlah anggota minimum yaitu empat. Dengan demikian, dapat disimpulkan
bahwa pd(K,) = 4.

Selanjutnya dimensi partisi pada graf sisir, graf garis dan graf kuadrat dari graf sisir akan dijelaskan
pada proposisi-proposisi berikut.

Proposisi 5 Jika Cb,, adalah graf sisir dengan n € N, maka:
2, untukn =2
pd(Chy) = {3, untuk n = 3.
Bukti: Misalkan graf Cbh,, memiliki simpul {u,, vy, u,, vy, ..., un, v, }. Berdasarkan Proposisi 5, untuk
menunjukkan dimensi partisi pada graf sisir Cb,, dengan n simpul akan dibagi menjadi dua kasus.
Kasus pertama untuk n = 2 dan untuk kasus kedua n = 3.
Kasus 1: Untuk n = 2

Oleh karena bentuk graf Ch, merupakan bentuk dari graf lintasan P, maka berdasarkan Proposisi 3,
pd(Cby) = pd(Py) = 2.

Kasus 2: Untuk n > 3

Oleh karena Cb,, bukan merupakan graf lintasan maka berdasarkan Proposisi 3, pd(Cb,) # 2.
Selanjutnya karena bilangan yang paling minimum setelah 2 yaitu 3 dan dimensi partisi yang bernilai
1 hanya bisa berlaku pada graf khusus, dengan demikian dapat disimpulkan bahwa pd(Ch,,) = 3.
Misalkan IT = {S;, S,, S5} adalah partisi pembeda dari Cb,, dengan S; = {u,}, S, = {vq, ..., u—1}, dan
S; = {vp_1,un, vy }. Akan ditunjukkan bahwa semua simpul Cb, memiliki representasi berbeda
terhadap I1. Representasi semua simpul Cb,, adalah sebagai berikut:

7wyl =(0,1,n—1)
7(v ) =(0,1,n—2)
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F(un-1|1) = (n,0,1)
F (W[ = (n—1,1,0)
7(u,|l) =(Mn+1,3,0)
(|l = (n,2,0).

Oleh karena semua simpul Cb,, memiliki representasi yang berbeda, maka IT = {S;, S,, S;} adalah
partisi pembeda dari Ch,,. Akibatnya pd(Cb,) < 3. Oleh karena pd(Ch,) = 3 dan pd(Cbh,) < 3,
maka terbukti bahwa pd(Cb,,) = 3. =
Proposisi 6 Jika L(Cb,,) adalah graf garis dari graf sisir dengan n € N, maka:

2, untukn =2
pd(L(Cby)) = {3 untukn = 3.

Bukti: Misalkan graf L(Cb,) memiliki simpul {e;,e,, es, ...,e,}. Berdasarkan Proposisi 6, untuk
menunjukkan dimensi partisi pada graf L(Cb,,) dengan n simpul akan dibagi menjadi dua kasus.
Kasus pertama untuk n = 2 dan untuk kasus kedua n > 3.
Kasus 1: Untuk n = 2
Karena bentuk graf L(Cb,) merupakan bentuk dari graf lintasan P; maka berdasarkan Proposisi 3,
pd(L(Cby)) = pd(Ps) = 2.
Kasus 2: Untukn > 3
Oleh karena L(Cb,,) bukan merupakan graf lintasan maka berdasarkan Proposisi 3, pd(L(Ch,)) #
2. Selanjutnya karena bilangan yang paling minimum setelah 2 adalah 3 dan dimensi partisi yang
bernilai 1 hanya berlaku pada graf khusus, dengan demikian dapat disimpulkan bahwa pd(L(Cb,)) =
3. Misalkan 11 ={S,,S,,5;} adalah partisi pembeda dari L(Ch,) dengan S; ={e;}, S, =
{ey, ...,em—2}, dan S; = {e;_1,e,}, m =2n —1 merupakan banyak simpul pada L(Ch,). Akan
ditunjukkan bahwa semua simpul L(Cb,,) memiliki representasi berbeda terhadap I1. Representasi
semua simpul L(Cbh,,) adalah sebagai berikut:
7(eq]lI) = (0,1,m—n)
7(ey]l) = (1,0,n—2)

F(em—2|) = (n—1,0,1)
F(em-1/) = (n—1,1,0)
(e, = (n,2,0).

Oleh karena semua simpul L(Cb,,) memiliki representasi yang berbeda, maka I1 = {S;,S,, S5}
adalah partisi pembeda dari L(Cb,) akibatnya pd(L(Cb,,)) < 3. Oleh karena pd(L(Cb,)) = 3 dan
pd(L(Ch,)) < 3 maka terbukti bahwa pd(L(Ch,)) =3. =
Proposisi 7 Jika Cb2 adalah graf kuadrat dari graf sisir dengan n € N, maka:

3, untuk n=2,3
2\ ] ]
pd(Chby) = {4, untuk n > 4.

Bukti: Misalkan graf Cb2 memiliki simpul {u;, v;,u,, vy, ..., uy, v, }. Berdasarkan Proposisi 7, untuk
menunjukkan dimensi partisi pada graf Cb2 dengan n simpul akan dibagi menjadi tiga kasus. Kasus
pertama untuk n = 2, kasus kedua untuk n = 3, dan kasus ketiga untuk n > 4.
Kasus 1: Untukn = 2

Oleh karena ChZ bukan merupakan graf lintasan maka berdasarkan Proposisi 3, pd(Cb3) # 3.
Selanjutnya karena bilangan yang paling minimum setelah 2 yaitu 3 dan dimensi partisi yang bernilai
1 hanya bisa berlaku pada graf khusus, dengan demikian dapat disimpulkan bahwa pd(Ch?) > 3.
Misalkan I1 = {S;,S,,S;} adalah partisi pembeda dari Ch2 dengan S; = {u;}, S, = {vy,u,}, dan
S3 = {v,}. Akan ditunjukkan bahwa semua simpul Ch? memiliki representasi berbeda terhadap II.
Representasi semua simpul Cb3 adalah sebagai berikut:

Py = (0,1,1) 7yl =(1,0,1)  #(u,|l) = (2,0,1)  #(v,|I) =(1,1,0).
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Oleh karena semua simpul Ch2 memiliki representasi yang berbeda, maka IT = {S;, S,, S5} adalah
partisi pembeda dari Cb3. sehingga pd(Ch?) < 3. Oleh karena pd(Cb3) > 3 dan pd(Cbh3) < 3 maka
terbukti bahwa pd(Cb3) = 3.

Kasus 2: Untukn = 3

Oleh karena Cb? bukan merupakan graf lintasan maka berdasarkan Proposisi 3, pd(Cb%) # 3.
Selanjutnya karena bilangan yang paling minimum setelah 2 yaitu 3 dan dimensi partisi yang bernilai
1 hanya bisa berlaku pada graf khusus, dengan demikian dapat disimpulkan bahwa pd(Ch?) > 3.
Misalkan IT = {S;,S,,S;} adalah partisi pembeda dari Ch? dengan S; = {u;}, S, = {vy,u,}, dan
S5 = {v,,u3, v3}. Akan ditunjukkan bahwa semua simpul Cb2 memiliki representasi berbeda terhadap
I1. Representasi semua simpul Ch? adalah sebagai berikut:

T | =(0,1,1) F(u,|) = (2,0,1) F(usll) = (2,2,0)
(v, |1 = (1,0,1) #(v,|I) = (1,1,0) #(v3|ID) = (2,1,0).

Oleh karena semua simpul Cbh2 memiliki representasi yang berbeda, maka IT = {S;, S,, S5} adalah
partisi pembeda dari Cb3. Sehingga pd(Ch?) < 3. Oleh karena pd(Ch?) > 3 dan pd(Ch?) < 3 maka
terbukti bahwa pd(Ch3) = 3.

Kasus 3: Untuk n > 4

Oleh karena Ch2 bukan merupakan graf lintasan maka berdasarkan Proposisi 3, pd(Cb2) # 3.
Selanjutnya karena bilangan yang paling minimum setelah 2 yaitu 3 dan dimensi partisi yang bernilai
1 hanya bisa berlaku pada graf khusus, dengan demikian dapat disimpulkan bahwa pd(Ch2) > 3.
Selanjutnya akan ditunjukkan pd(Ch2) < 4. Misalkan I1 = {S;, S,, S5, S,} adalah partisi pembeda dari
Ch2 dengan S; = {u;}, S, = {vy,uy}, S3 = {vy, ..., uy_1} dan S, = {v,_1,u,, v,}. Akan ditunjukkan
bahwa semua simpul Ch2 memiliki representasi berbeda terhadap I1. Representasi semua simpul Cb2
adalah sebagai berikut:
untuk representasi semua simpul u,, terhadap partisi IT yaitu,

Pyl = (0, 1,1, ED

Fu,JD) = (2, 0,1, [g] - 1)

Fuaim = (5] 5]-101)
n

e = ([ 0

Pl = (|3]+1, [g] 2,0)

untuk representasi semua simpul v,, terhadap partisi IT yaitu,
o n
F(o ) = (1, 0,1, [5] - 1)

F(v,|l) = (1, 1,0, [g] - 1)

7(v,_,|I0) = ([g] —1, [g] ~1,0, 1)

i = (][5 - 1.1.0)

i = (2], 2] 1.0)
Oleh karena semua simpul Cb2 memiliki representasi yang berbeda, maka I = {S;,S,, S5, 54}

adalah partisi pembeda dari ChZ akibatnya pd(Ch2) < 4. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa partisi
pembeda dari Ch2 memiliki kardinalitas kurang dari 4, katakan 3. Tanpa mengurangi keumuman,
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misalkan I1 = {S;,S,,S3} menjadi partisi dari Cb2 dengan S; = {u;}, S, = {vy, Uy, ..., Up_3, V3,
Up—2,Vn-n,Un_1}, dan Sz = {v,_;,u,,v,}. Untuk graf Ch2 dengan n ganjil, menghasilkan
representasi yang sama yaitu 7(u;|IT) = 7(v;|I1) untuk i ganjil dengan i=3,5,7,..,n—2.
Sedangkan untuk graf Ch2 dengan n genap, menghasilkan representasi yang sama yaitu #(u;|I1) =
7(u;41|1) untuk i genap dengan 2 <i<n-—2 dan #(v;|l) = 7#(v;|I1) untuk i ganjil dengan
1<i<n-1. Jadi, 1={S;,S,,S;} bukan merupakan partisi pembeda dari Ch2, sehingga
pd(Cb2) > 4. Akibatnya, pd(Ch2) = 4. m

KESIMPULAN
Dimensi partisi pada graf sisir, graf garis dan graf kuadrat dari graf sisir dapat ditentukan dengan
cara mengelompokkan semua simpul pada masing-masing graf ke dalam sejumlah kelas partisi.
Selanjutnya menentukan jarak setiap simpul terhadap setiap kelas partisi untuk mendapatkan
representasi. Jika setiap simpul memiliki representasi yang berbeda terhadap I1, maka IT merupakan
partisi pembeda. Kemudian kardinalitas minimum dari banyaknya partisi disebut dimensi partisi.
Dimensi partisi dari masing-masing graf yaitu:
a. Dimensi partisi pada graf sisir Cb,,
2, untukn =2
pd(Chy) = {3, untukn = 3
b. Dimensi partisi pada graf garis dari graf sisir L(Cb,,)

2, untukn =2
pd(L(Chy)) = {3 untukn = 3

c. Dimensi partisi pada graf kuadrat dari graf sisir Cb2

3, untukn=2,3
2\ 1) )
pd(Chy) = {4, untuk n > 4.
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