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 Aliran fluida merupakan fenomena alam yang sangat menarik untuk dijadikan 

objek penelitian. Dalam skala makroskopis, dinamika fluida dapat dijelaskan 

dengan persamaan Navier-Stokes[1]. Persamaan Navier-Stokes merupakan 

serangkaian persamaan terkopel yang menjelaskan pergerakan suatu fluida 

baik cairan maupun gas. Persamaan-persamaan ini menyatakan bahwa 

perubahan momentum partikel-partikel fluida bergantung pada gaya gesekan 

(viskositas) yang bekerja pada fluida. Selanjutnya akan digunakan persamaan-

persamaan tersebut pada aliran fuida pada permukaaan tanah akibat dari 

pempompaan sebuah sumur dengan menggunakan satu pompa yang kemudian 

di tumpahkan kepermukaan disetar sumur tersebut. 

Dalam penelitian ini, pendekatan numerik yang digunakan adalah metode 

elemen hingga. Metode elemen hingga merupakan salah satu metode numerik 

yang dapat digunakan untuk menyelesaikan persamaan differensial parsial 

pada persoalan-persoalan ilmu rekayasa atau matematika terapan  seperti 

perpindahan panas, analisis struktur baja dan lain lain. Dalam kasus ini akan 

digunakan pada aliran fluida pada suatu dataran akibat tumpahan fluida dari 

satu sumur pompa.  Prosedur utama dari metode elemen hingga adalah 

membagi domain yang kompleks menjadi elemen-elemen kecil agar lebih 

mudah untuk mendapatkan solusinya, kemudian Solusi dari tiap elemen 

digabungkan kembali menjadi solusi seluruh domain. Dan selanjutnya bentuk 

dari kecepatan aliran fluida pada pewrmukaan untuk seluruh domain dapat 

disimulasikan dan dicermati  menggunakan bantuan software MATLAB. 

Kata Kunci: 

Aliran fluida pada Permukaan 
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Persamaan Navier -Stokes dan 

Metoda Elemen Hingga  
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 1. PENDAHULUAN 
 

Aliran fluida merupakan fenomena alam yang sering diamati dan digunakan sebagai objek penelitian. 

Contohnya; Aliran angin di atmosfer, aliran air di sungai, aliran lahar pada letusan gunung berapi, pergerakan 

awan dan asap yang membentuk suatu pola adalah beberapa aliran fluida yang dapat diaamati secara 

makroskopis. Sedangkan aliran darah dalam pembuluh merupakan aliran fluida yang teramati dalam skala 

mikroskopis. 

Dalam skala makroskopis, dinamika fluida dapat dijelaskan dengan persamaan Navier-Stokes[1]. 

Persamaan Navier-Stokes merupakan serangkaian persamaan terkopel yang menjelaskan pergerakan suatu 

fluida baik cairan maupun gas. Persamaan-persamaan ini menyatakan bahwa perubahan momentum partikel-
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partikel fluida bergantung pada gaya gesekan (viskositas) yang bekerja pada fluida. Dengan kata lain 

persamaan Navier-Stokes menjelaskan kesetimbangan gaya-gaya yang bekerja pada fluida.  

Persamaan Navier-Stokes merupakan persamaan diferensial parsial non-linier yang kompleks. 

Keadaan ini menyebabkan penyelesaian persamaan tersebut tidak dapat dilakukan secara analitik. Oleh karena 

itu, perlu dilakukan pendekatan numerik untuk menyelesaikannya[2]. [3] menjelaskan beberapa pendekatan 

numerik yang dilakukan selama ini antara lain menggunakan metode beda hingga, elemen hingga, volume 

hingga,  Lattice Gas Automata (LGA),  Latice Bolzzmann Method (LBM),  Cellular Automata (CA), dan 

sebagainya. Chen dan Zhang memodelkan secara numerik reservoar anisotropi, dinding horisontal, dan aliran 

multifase dengan memperhitungkan gaya gravitasi dan faktor lapisan. Dalam penelitiannya, [3] menggunakan 

beberapa metode, yaitu beda hingga, volume hingga, dan beda hingga campuran. Hasil penelitian tersebut dapat 

memodelkan beberapa parameter dalam sistem  reservoar sumur. Dalam makalah ini, pendekatan numerik yang 

dilakukan menggunakan metode elemen hingga. 

Metode elemen hingga merupakan salah satu metode numerik yang digunakan untuk menyelesaikan 

persamaan diferensial parsial pada permasalahan ilmu rekayasa dan matematika fisik seperti perpindahan 

panas, analisis struktur, aliran fluida, transportasi massa dan potensial elektromagnetik. Proses dari metode 

elemen hingga adalah membagi masalah yang kompleks menjadi elemen-elemen agar lebih mudah 

mendapatkan solusi. Solusi dari tiap elemen kemudian digabungkan sehingga menjadi solusi masalah secara 

keseluruhan.  Dan hasilnya akan disimulasikan menggunakan software MATLAB. 

2.  METODE  PENELITIAN 

A. Model Aliran Fluida 

Model Aliran Fluida 2 Dimensi pada Kasus Aliran  fluida pada Permukaan  tanah dari pempompaan 

satu pompa terhadap Suatu Sumur adalah ;  

 𝜌 (
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+

𝜕𝑉

𝜕𝑥
+

𝜕𝑉

𝜕𝑦
) = 𝜇 (

𝜕2𝑉

𝜕𝑥2
 +

𝜕2𝑉

𝜕𝑦2
) 

dengan: 

𝜌 = Kerapatan Fluida  

𝜇 = Gaya viskositas  

𝑉 = Kecepatan gerak fluida 

 

B. Penyelesaian Model Aliran Dengan Metode Elemen Hingga. 

Metode numerik yang digunakan untuk menyelesaikan permasalahan adalah mengunakan 

formulasi elemen hingga.. Metode ini menggunakan pendekatan terhadap harga-harga yang tidak 

diketahui pada setiap titik secara diskrit. Kemudian domain model  yang berupa lingkaran  dipartisi 

dalam bagian yang lebih  kecil yang secara keseluruhan masih memiliki sifat sama dengan benda yang 

utuh sebelum terbagi dalam bagian yang kecil (diskritisasi). 

3. HASIL  DAN PEMBAHASAN 

Kecepatan aliran yang terjadi pada aliran permukaan tanah datar  yang dikaji adalah aliran permukaan 

pada suatu  permukaan tanah yang diasumsikan akan menyebar secara melingkar menjauhi titik sembur tempat 

pompa yang mempompa sumur sebagai sumber aliran  yang memiliki kontur berbentuk lingkaran dengan Jari-

jari 100  seperti yang ditunjukkan oleh Gambar 1. 

 

Gambar 1.  Aliran permukaan tanah datar 

 

Kondisi batas yang diberikan pada aliran permukaan  tanah datar yang ditunjukkan oleh Gambar1 

diatas adalah dengan        𝜌 = 1000   𝑑𝑎𝑛   𝜇 = 40  dan pusat lingkaran adalah merupakan pusat semburan 

aliran fluida. Model Aliran Fluida 2 Dimensi  pada Kasus Aliran Permukaan  tanah datar   adalah :  

𝜌 (
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+

𝜕𝑉

𝜕𝑥
+

𝜕𝑉

𝜕𝑦
) = 𝜇 (

𝜕2𝑉

𝜕𝑥2
 +

𝜕2𝑉

𝜕𝑦2
)           (1) 
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Selanjutnya domain permukaan tanah  yang dikaji didiskritisasikan menjadi 120 elemen  dengan 81  

node seperti  yang ditunjukkan  oleh Gambar  2. 

 

 
Gambar 2.  Diskritisasi domain pada aliran permukaan. 

 

Kemudian Fungsi bentuk aproksimasi yang digunakan adalah fungsi interpolasi elemen segiempat 

linier yang dinyatakan sebagai berikut ;       𝑉 = 𝛼1 + 𝛼2𝑥 + 𝛼3𝑦 + 𝛼4𝑥𝑦     

Fungsi bentuk untuk elemen segiempat linier diatas dapat dinyatakan dalam  bentuk  ; 

𝑉 = 𝑁𝑖𝑉1 + 𝑁𝑗𝑉2 +𝑁𝑘𝑉3 + 𝑁𝑚𝑉4 

 = [𝑁𝑖 𝑁𝑗 𝑁𝑘 𝑁𝑚] [

𝑉1
𝑉2
𝑉3
𝑉4

] 

= [𝑁]{𝑉𝑛}    

 

dimana 

 

{
  
 

  
 𝑁𝑖 = (1 −

𝑥

2𝑏
) (1 −

𝑦

2𝑎
)

𝑁𝑗 =
𝑥

2𝑏
(1 −

𝑦

2𝑎
)

𝑁𝑘 =
𝑥𝑦

4𝑎𝑏

𝑁𝑚 =
𝑦

2𝑎
(1 −

𝑥

2𝑏
)

  

  

 

Governing equation persamaan (1) dihitung dengan menggunakan pendekatan residu berbobot 

(weighted residue) dan Formulasi Galerkin , Sehinggadiperoleh persamaan sebagai berikut ; 

 

∫[𝑁]𝑇 ( 𝜌 
𝜕𝑉̅

𝜕𝑡
+ 𝜌

𝜕𝑉̅

𝜕𝑥
− 𝜌

𝜕2𝑉̅

𝜕𝑥2
+ 𝜇

𝜕2𝑉

𝜕𝑥2
− 𝜌

𝜕2𝑉̅

𝜕𝑦2
)𝑑𝐴

𝐴

= 0 

∫[𝑁]𝑇𝜌
𝜕𝑉̅

𝜕𝑡
𝑑𝐴

𝐴

+ ∫[𝑁]𝑇  𝜌
𝜕𝑉̅

𝜕𝑥
𝑑𝐴

𝐴

− ∫[𝑁]𝑇𝜌
𝜕2𝑉̅

𝜕𝑥2
𝑑𝐴

𝐴

+ 

∫ [𝑁]𝑇𝜌
𝜕𝑉

𝜕𝑦
𝑑𝐴

𝐴
− ∫ [𝑁]𝑇𝜇

𝜕2𝑉

𝜕𝑦2
𝑑𝐴

𝐴
+ ∫ [𝑁]𝑇𝜇

𝜕2𝑉

𝜕𝑦2
  𝑑𝐴

𝐴
= 0   (2) 

 
Suku ketiga dan kelima dari Persamaan di atas merupakan persamaan derivative tingkat dua yang 

harus disederhanakan menjadi persamaan derivative tingkat satu dengan  menggunakan  Teorema Green. 

Sehingga diperoleh 

 

∫ (
𝜕𝑁𝑇

𝜕𝑥

𝜕𝑉

𝜕𝑥
−

𝜕

𝜕𝑥
𝑁𝑇 𝜕𝑉

𝜕𝑥
) 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐴
= ∫

𝜕

𝜕𝑥
𝑁𝑇 𝜕𝑉

𝜕𝑥𝐴
 𝑑𝐴 − ∫ 𝑁𝑇

𝑇

𝜕𝑉

𝜕𝑥
 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑑𝑇′#(3) 
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∫ (
𝜕𝑁𝑇

𝜕𝑦

𝜕𝑉

𝜕𝑦
−

𝜕

𝜕𝑦
𝑁𝑇 𝜕𝑉

𝜕𝑦
) 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐴
= ∫

𝜕

𝜕𝑦
𝑁𝑇 𝜕𝑉

𝜕𝑦𝐴
 𝑑𝐴 − ∫ 𝑁𝑇

𝑇

𝜕𝑉

𝜕𝑥
 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑑𝑇′ (4)   

   

 
Selanjutnya substitusi Persamaan (3) dan (4) ke Persamaan (2), sehingga persamaannya menjadi:  

 

∫ 𝜌 (
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+ 𝑉(𝑒)𝑁𝑇 𝜕𝑁

𝜕𝑥
+ 𝑉(𝑒)𝑁𝑇 𝜕𝑁

𝜕𝑥
) 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐴
− 𝜇 (

𝜕𝑁𝑇

𝜕𝑥

𝜕[𝑁]𝑉(𝑒)

𝜕𝑥
− 𝑁𝑇 𝜕[𝑁]𝑉

(𝑒)

𝜕𝑥
𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑑𝑇′ −

𝜕𝑁𝑇

𝜕𝑦

𝜕[𝑁]𝑉(𝑒)

𝜕𝑦
+

𝑁𝑇 𝜕[𝑁]𝑉
(𝑒)

𝜕𝑥
𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑑𝑇′) 𝑑𝑥𝑑𝑦    

Persamaan di atas  dapat ditulis dalam bentuk matiks sederhana sebagai berikut :  

[𝑘1]{𝑉̇} + [𝑘2]{𝑉} = {𝑓} 

Dengan ;  
 

[𝑘1] = ∫ [𝑁]𝑇[𝑁]𝑑𝐴
𝐴

  

[𝑘𝐴] = ∫ 𝜌 (
𝜕[𝑁]

𝜕𝑥
+

𝜕[𝑁]

𝜕𝑦
) [𝑁]𝑇𝑑𝐴

𝐴
  

[𝑘𝐵] = ∫ 𝜇 (
𝜕[𝑁]

𝜕𝑥

𝜕[𝑁]𝑇

𝜕𝑥
+

𝜕[𝑁]

𝜕𝑦

𝜕[𝑁]𝑇

𝜕𝑦
) 𝑑𝐴

𝐴
  

[𝑘2] = [𝑘𝐴] + [𝑘𝐵]  

{𝑓} = ∫ [𝑁]𝑇𝑉 𝑑𝑆
𝑆

  

 

Selanjutnya dilakukan perhitungan  matriks kekakuan   [𝑘1
(𝑒)], [𝑘𝐴

(𝑒)], [𝑘𝐵
(𝑒)] dan vektor{𝑓

(𝑒)
} sebagai 

berikut ; 

Setelah melakukan integrasi didapat  matriks kekakuan sbb ;    

[𝑘1
(𝑒)
] =

𝐴

6
[

   2
−2
−1
   1

−2
   2
   1
−1

−1
   1
   2
−2

   1
−1
−2
   2

]      

 

[𝑘𝐴
(𝑒)] = 𝜌

[
 
 
 
 
 −

𝑎

3
−

𝑏

3
2𝑎

3
−

𝑏

12
5𝑎

6
−

𝑏

6

−
4𝑎

3
−

𝑏

3

𝑎

3
−

𝑏

2

−
2𝑎

3
+

3𝑏

4

−
5𝑎

6
−

𝑏

3
4𝑎

3
−

𝑏

6

𝑎

2
+

𝑏

2
𝑎

6
−

3𝑏

4
𝑎

3
+

𝑏

3
𝑏

6

−
𝑎

2
+

𝑏

3

−
𝑎

6
+

𝑏

12

−
𝑎

3
+

𝑏

6
𝑏

3 ]
 
 
 
 
 

       

 

 [𝑘𝐵
(𝑒)
] =

𝑎𝜇

6𝑏
[

2
−2
−1
1

−2
2
1
−1

−1
1
2
−2

1
−1
−2
2

] +
𝑏𝜇

6𝑎
[

2
1
−1
−2

1
2
−2
−1

−1
−2
2
1

−2
−1
1
2

]   

   
 

[𝑘2
(𝑒)
] = 𝜌

[
 
 
 
 
 
 −

𝑎

3
−
𝑏

3
2𝑎

3
−

𝑏

12
5𝑎

6
−
𝑏

6

−
4𝑎

3
−
𝑏

3

𝑎

3
−
𝑏

2

−
2𝑎

3
+
3𝑏

4

−
5𝑎

6
−
𝑏

3
4𝑎

3
−
𝑏

6

𝑎

2
+
𝑏

2
𝑎

6
−
3𝑏

4
𝑎

3
+
𝑏

3
𝑏

6

−
𝑎

2
+
𝑏

3

−
𝑎

6
+

𝑏

12

−
𝑎

3
+
𝑏

6
𝑏

3 ]
 
 
 
 
 
 

    +
𝑎𝜇

6𝑏
[

2
−2
−1
1

−2
2
1
−1

−1
1
2
−2

1
−1
−2
2

] +

𝑏𝜇

6𝑎
[

2
1
−1
−2

1
2
−2
−1

−1
−2
2
1

−2
−1
1
2

]  

  

{𝑓
(𝑒)} = ∫ 𝑉 [

𝑁𝑖
𝑁𝑗
𝑁𝑘
𝑁𝑚

]  𝑑𝑞
𝑏

−𝑏
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Sehingga diperoleh 

{𝑓} =
𝑉𝐿𝑖𝑗

2
[

1
1
0
0

] +
𝑉𝐿𝑗𝑘

2
[

0
1
1
0

] +
𝑉𝐿𝑘𝑚

2
[

0
0
1
1

] +
𝑉𝐿𝑖𝑚

2
[

1
0
0
1

] (20) 

 

Selanjutnya dilakukan Post Process Hasil sebagai berikut ; 

Persamaan awal: 

{𝑉̇}(𝑡) =
{𝑉}(𝑡+∆𝑡)−{𝑉}(𝑡)

∆𝑡
  

 

Sehingga persamaan awal menjadi: 

{𝑉}(𝑡 + ∆𝑡) = [𝑘1]
−1{𝑓}∆𝑡 − [𝑘1]

−1[𝑘2]{𝑉}(𝑡)∆𝑡 + {𝑉}(𝑡)   

Selanjutnya secara keseluruhan hasil perhitungan diatas dilakukan dengan pemograman matlab 

sehihingga didapat hasil simulasinya. 

4.  KESIMPULAN  

 Pada saat 𝑡 = 30 sebagai awal dari kecepatan  aliran permukaan tanah  akan terlihat pada grafik 

simulasi dengan warna merah (terang) yang menunjukan kcepatan awal yang tinggi, yakni sebesar  100 m/dt.  

lalu aliran bergrerak menyebar melingkar  dengan  kecepatan yang lebih lambat dan ditunjukan dalam simulasi 

dengan warna yang lebih gelap , berikut adalah hasil perhitungan yang dinyatakan dalam bentuk simulasi 

kecepatan aliran secara keseluruhan .  

Hasil  Simulasi  setelah 30 dt pertama .   

 

 
 

Selanjutnya perubahan kecepatan aliran dapat dilakuan pada pengamatan untuk waktu 𝑡 =  100, 

maka akan terlihat penyebaran  kecepatan aliran cenderung akan mempunyai kecepatan yang meningkat, hal 

ini menunjukan bahwa kecepatan aliran pada permukaan yang berada ditepi bagian luar tidak mengalami  

hambatan, sehingga mengalami peninkatan kecepatan aliran secara signifikan. berikut adalah hasil perhitungan 

yang dinyatakan dalam bentuk similasi kecepatan aliran keseluruhan .  

Hasil Simulasi setelah 100 dt berikutnya.  
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